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Né le 10 Mai, 1954 à Léningrad, URSS,
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1988 Institut de Calcul Formel, Linz (Autriche)

1989, 1990, 2001, 2005-2010 Max-Planck Institut des Mathématiques,
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1994 Université de Toronto (Canada)

1994 Drexel Université, Philadelphie (USA)
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1996 Université de Bochum (Allemagne)
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Berlin 1998, Inde 2010.

Codirecteur du programme Russie-Allemagne en théorie de complexité au
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Travaux et objectifs

Abstract

Mon domaine de recherche est la théorie de complexité. Le but
de celle-ci est à borner la complexité de problèmes algorithmiques et
alors, des problèmes divers exigent d’approches de parties différentes
des mathématiques.
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1 Cryptographie à clef publique et la théorie

de groupes

1.1 Un invariant d’une représentation d’un groupe comme
une clef secrète

La théorie de groupes convient bien aux buts de la cryptographie à clef
publique, quand même jusqu’ici des groupes, en particulier non-abéliens sont
impliqués très peu dans la cryptographie. Je propose une idée d’utilisation
possible de groupes pour un codage à clef publique.

Soit G : E → E une action d’un groupe G sur un ensemble E qui joue
le rôle de l’espace des messages codés. Un sous-ensemble M ⊂ E consiste en
tous les messages propres étant transversal par rapport aux orbites de l’action
de G, c’est-à-dire pour n’importe quels messages m1,m2 ∈ M,m1 6= m2

propres différents leurs orbites Gm1 et Gm2 sont disjointes. Alors, E,G,M
constituent une clef publique créée par le destinataire Alice. Si l’expéditeur
Bob veut envoyer un message m ∈M par un canal de communication public,
il choisit (de façon aléatoire) un élément g du groupe G et Bob transmet un
message codé gm ∈ E. Par cela même il s’agit d’un codage probabiliste.
Dans le cas le plus simple M consiste en deux éléments M = {m0,m1} qui
correspondent aux bits.

Pour décoder Alice doit connâıtre un invariant w : E → A de l’action de
G, c’est-à-dire, w est constant sur chaque orbite deG. L’invariant w constitue
une clef secrète d’Alice et afin de décoder un message e = gm Alice calcule
w(e) et cherche m ∈M tel que w(e) = w(m), donc m a été le message propre
de Bob. Pour un décodage univoque il faut que w(m2) 6= w(m3) lorsque
m2 6= m3 ∈ M . Dans le cas M = {m0,m1} ça signifie que w(m0) 6= w(m1)
et Alice compare w(e) avec w(m0) (ou bien avec w(m1)). D’autre part, sans
connâıtre de w il devrait être difficile à un adversaire Charle à décoder le
message e.

Alors, on a esquissé une idée en gros et afin de produire un cryptoschéma
particulier on a besoin de spécifier G,E,M,w,A.

La première suggestion est à utiliser la théorie de représentations de
groupes. Alors, G ⊂ GLn(F ) soit un groupe de matrices qui agit sur l’espace
E = F n. Dans la théorie de représentations un corps F est d’habitude
algébriquement clos, cependant pour des calculs on traite des sous-corps de
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F , en particulier, les corps finis ou bien le corps de nombres rationnels.
Afin de coder il faut avoir publiquement le groupe G au moyen d’une

famille de ces génératrices {gi} ⊂ GLn(F ) étant par cela même des matri-
ces. Un invariant w ∈ F [X1, . . . , Xn] est un polynôme des coordonnées de
vecteurs X1e1 + · · · + Xnen ∈ E où e1, . . . , en est une base de l’espace E.
Malheuresement, seulement pour peu de séries de groupes G leurs invariants
(ou bien l’anneau des invariants) sont connus explicitement. Et bien entendu,
ces invariants sont connus publiquement. Or nous avons besoin des cacher,
comment on peut le faire?

Alors, je propose de faire intervenir une conjugaison secrète a−1Ga d’un
groupe G connu publiquement, où a ∈ GLn(F ) est une matrice secrète.
Donc, ŵ(x) = w(ax) est un invariant de la conjugaison a−1Ga. On prend
M = {v0, v1} pourvu que les vecteurs v0, v1 ∈ F n satisfassent la condition
w(av0) 6= w(av1).

Maintenant on décrit un cryptoschéma suivant (voir [100]):

La clef publique: génératrices {ĝi} du groupe a−1Ga et les vecteurs v0, v1

La clef secrète: a

Le codage: afin de coder le message propre 0 (respectivement, 1) Bob choisit
de façon aléatoire un élément g ∈ a−1Ga sous la forme de g = ĝi1 · · · ĝil et
transmet l’élément e = gv0 ∈ E (respectivement, e = gv1 ∈ E) par un canal
de communication public.

Le décodage: afin de décoder un message e ∈ E Alice calcule w(ae) et
le compare avec w(av0) (ou bien avec w(av1)). Si w(ae) = w(av0), alors le
message propre de Bob a été 0, sinon w(ae) = w(av1) et le message propre a
été 1.

Je vais donner quelques exemples de groupes et leurs invariants appro-
priés.

Exemple 1. Le groupe G ⊂ GLn(F ) est engendré par le groupe Sn
symétrique qui permute les éléments de la base e1, . . . , en et par les matrices
t diagonales telles que tei = ciei où cmi = 1, 1 ≤ i ≤ n pour un certain entier
m. En tant qu’un invariant w on peut prendre xm1 + · · ·+ xmn .

Exemple 2. Le groupe G = SLn(F ) agit sur le produit symétrique
E = S2(F n), en d’autres termes l’espace de matrices symétriques (ou c’est
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la même chose, de formes quadratiques). L’action de G est décrite par la
formule v → mvmT où v ∈ S2(F n) et m ∈ SLn(F ). Alors, le déterminant
w = det(v) est un invariant.

Exemple 3. Soit le groupe G = GLn(F ) qui agit sur la somme directe
F 2n2

= F n⊕ . . .⊕F n par la formule m(p1, . . . , p2n) = (mp1, . . . ,mp2n). Pour
n’importe quelle paire de partitions I1 ∪J1 = I2 ∪J2 = {1, . . . , 2n} où toutes
les puissances |I1| = |I2| = |J1| = |J2| = n sont égales à n on fait intervenir
un invariant rationnel

w = (detI1 detJ1)/(detI2 detJ2)
où detI note le déterminant de tous les vecteurs pi avec i ∈ I.

Jusqu’au présent pour aucun cryptoschéma sa sécurité absolue n’est prouvée.
On ne connâıt que les théorèmes de façon relatives: notamment, on fixe un
certain procédé d’attaque et démontre qu’au moyen d’une telle attaque c’est
impossible à casser un cryptoschéma donné. Ou bien plus précisément, si
on cassait le cryptoschéma au moyen d’une telle attaque, alors une certaine
conséquence incroyable en résulterait.

C’est pourquoi dans les articles sur la cryptographie on considère nom-
breuse attaques que l’auteurs comptent être raisonnables. Nous tenons également
3 attaques suivantes.

Dans celle première un adversaire Charle cherche un invariant ŵ du
groupe a−1Ga sous la forme de ŵ(v) = w(bv) où w est un invariant connu
d’un degré d du groupe G et b est une matrice inconnue. Donc, ŵ doit remplir
les équations

w(bv) = ŵ(v) = ŵ(ĝiv) = w(bĝiv)
quel que soit i. Charle obtient un système d’équations polynomiales du degré
d de n2 variables bi,j étant les éléments de la matrice b = (bi,j). Ce système

comporte
(
n+d−1

d

)
équations.

Autrement, Charle peut chercher ŵ sous la forme d’un polynôme du degré
d avec des coefficients inconnus, alors chaque équation ŵ(v) = ŵ(ĝiv) pour

un vecteur v paramétrique rend
(
n+d−1

d

)
équations linéaires des coefficients

inconnus de ŵ.
Si le degré d est assez grand, en d’autres termes G ne posséde aucun

invariant de petit degré, alors Charle a besoin de résoudre un système de(
n+d−1

d

)
équations. Dans trois exemples numérotés les groupes ne possédent

que des invariants de degrés supérieurs à n, donc Charle a besoin de traiter des
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systèmes de tailles exponentielles. Et bien entendu, d’autre part Alice doit
savoir calculer l’invariant w(v) (ou bien ŵ(v) = w(av)) en temps polynomial.

Au cours de la deuxième attaque Charle cherche une matrice b telle que
bHb−1 = G où H est le groupe H = 〈ĝi〉 engendré par les éléments {ĝi}.
En général, celui-ci s’appelle le problème de conjugaison et en particulier, le
problème d’isomorphisme de graphes s’y raméne.

En train de la troisième attaque étant donné un message codé e ∈ E
Charle cherche un élément g ∈ H = 〈ĝi〉 tel que soit gv0 = e soit gv1 = e,
autrement dit, il cherche un élément g avec l’aide duquel Bob a codé son
message propre. Donc, on est amené au problème d’orbites: si deux éléments
appartiennent à la même orbite? Celui-ci est NP-complet en général.

Dans [117] on a fabriqué un cryptoschéma dont la clef secrète est un in-
variant d’un groupe G et on produit G en utilisant la construction de [110] en
donnant G comme un arbre de groupes. Donc, afin de casser ce cryptoschéma
il suffirait trouver l’arbre ou bien un invariant de G directement.

1.2 Cryptoschémas homomorphes

Maintenant on passe aux cryptoschémas homomorphes. Soient G,H des
groupes et f : G → H un épimorphisme. En outre on suppose qu’un
sous-ensemble R ⊂ G est donné qui est isomorphe à H, notamment, |R| =
|H|, f(R) = H et de plus, on a un algorithme de la complexité polynomiale
qui assure cet isomorphisme. Ça veut dire que pour n’importe quel élément
r ∈ R le dernier algorithme rend un élément h ∈ H tel que f(r) = h et
inversement, pour chaque h ∈ H l’algorithme rend un élément (univoque)
r = f−1(h) ∈ R.

Un élément h ∈ H est traité comme une lettre d’un message propre. Pour
le coder on suppose qu’on connâıt publiquement un algorithme qui engendre
des éléments du noyau ker(f) ⊂ G. Alors, pour coder h Bob choisit de façon
aléatoire un élément k ∈ ker(f) et transmet l’élément e = rk = f−1(h)k ∈
G par un canal de comminication public. C’est-à-dire, un cryptoschéma
homomorphe est celui probabiliste.

Par cela même, afin de décoder e Charle doit vérifier pour chaque h1 ∈ H
si (f−1(h1))

−1e ∈ ker(f) ⇐⇒ f(e) = h1, autrement dit Charle doit savoir
reconnâıtre le noyau ker(f), on tient que ceci soit difficile.

On dit que (G,H, f,R) est un cryptoschéma homomorphe lorsque Al-
ice posséde une clef secrète pour calculer f . Au lieu de groupes G,H on
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pourrait considérer des anneaux, algèbres, corps ou bien d’autres structures
algébriques, leurs homomorphismes et des cryptoschémas homomorphes cor-
respondants.

Quel est un motif afin d’étudier des cryptoschémas homomorphes? Un
d’eux est un protocole qui s’appelle

Calcul avec données celées.
Soit Γ(x1, . . . , xn) : Hn → H une fonction sur H qui est donnée au moyen

d’un circuit. On désigne par � (respectivement, par ⊗) l’opération dans le
groupe H (respectivement, dans le groupe G). Un circuit C avec une entrée
x1, . . . , xn est une suite d’opérations dont i-ème (1 ≤ i ≤ m) a la forme

yi = soit
1) yj � yk où j, k < i (autrement dit, yj, yk ont été calculés plus tôt dans

le circuit), soit

2) yj � h où h ∈ H, soit h� yk, soit

3) xl1 � xl2 où 1 ≤ l1, l2 ≤ n, soit xl1 � h, soit h� xl2 , soit

4) xl1 � yk, soit yj � xl2 .

Alors, yi rend une fonction Yi(x1, . . . , xn) : Hn → H par récurrence sur i.
On traite la dernière fonction Ym(x1, . . . , xn) à titre du résultat du circuit.

Afin de simuler le circuit C de façon codée dans le groupe G on code
d’abord l’entrée (x1, . . . , xn) par (x1, . . . , xn) en employant un cryptoschéma
homomorphe et ensuite on code respectivement, toutes les opérations de C
en obtenant le circuit C:

yi = soit
1) yj ⊗ yk, soit

2) yj ⊗ g où g ∈ G tel que f(g) = h, soit g ⊗ yk, soit

3) xl1 ⊗ xl2 , soit xl1 ⊗ g, soit g ⊗ xl2 , soit

4) xl1 ⊗ yk, soit yj ⊗ xl2 .

De même par récurrence sur i on définit les fonctions Yi(x1, . . . , xn) :
Gn → G. Puisque F : G → H est un homomorphisme on conclut que
f(Yi(x1, . . . , xn)) = Yi(x1, . . . , xn). Par conséquent, si on ait le circuit C
dans le groupe G et par cela même la valeur du résultat du circuit C pour
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l’entrée (x1, . . . , xn), alors il parâıt difficile à établir la valeur du résultat du
circuit C pour l’entrée (x1, . . . , xn) parce que à cet effet il faudrait calculer
l’homomorphisme f . C’est pourquoi on dénomme C une simulation codée de
C.

Enfin, nous sommes en état d’énoncer le problème de calcul avec données
celées. Bob posséde un circuit C(x) dans le groupe H qui calcule la fonction
Γ(x) et ne veut pas découvrir C. D’autre part, Alice veut apprendre la valeur
Γ(x(0)) pour une valeur particulière x(0) ∈ Hn de l’entrée sans révéler x(0).
Afin d’effectuer ces enjeux ils utilisent un cryptoschéma homomorphe et une
simulation codée comme suit.

1) Alice transmet l’entrée codée x(0) ∈ Gn à Bob;

2) Bob calcule g(0) = C(x(0)) ∈ G et transmet g(0) à Alice;

3) Alice calcule f(g(0)) = Γ(x(0)) ∈ H (en tenant compte que f est un
homomorphisme).

Une situation duale est
Calculs avec fonctions celées.

Maintenant c’est Alice qui connâıt un circuit C pour calculer la fonction Γ.
Bob veut calculer Γ(x(0)) sans découvrir x(0).

1) Alice transmet le circuit codé C à Bob;

2) Bob calcule g(0) = C(x(0)) ∈ G et transmet g(0) à Alice;

3) Alice calcule f(g(0)) = Γ(x(0)) ∈ H et transmet Γ(x(0)) à Bob.

On a considéré un cryptoschéma homomorphe qui s’appelle
Cryptoschéma homomorphe de résidus quadratiques.

Soit n = pq où p, q sont deux nombres premiers impairs secrets. Alors, le
groupe d’éléments inversibles modulo n qu’on désigne par Z∗n ' Z∗p × Z∗q est
isomorphe au produit direct de deux groupes (quand même cet isomorphisme
est celé!). Le sous-groupe de carrés (Z∗n)2 ' (Z∗p)2 × (Z∗q )2 a l’indice égale à
4 dans le groupe Z∗n parce que l’indice de (Z∗p)2 dans Z∗p égale à 2, ceci du
même porte sur Z∗q . Le symbole de Jacobi

x→
(
x
p

)(
x
q

)
= Jn(x)

est calculable en temps polynomial et on prend comme le groupe G = {x :
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Jn(x) = 1} dans lequel le groupe des carrés (Z∗n)2 a l’indice égale à 2. Donc,
l’épimorphisme f : G → H = Z2 dont le noyau égale à ker(f) = (Z∗n)2, est
celui de résidus quadratiques.

D’ailleurs, f procure un cryptoschéma homomorphe. Vraiment, Alice en
utilisant sa clef secrète p, q, produit un non-carré a ∈ Z∗n quelconque, alors
on prend R = {1, a} et f(1) = 1, f(a) = −1 ∈ Z2. Bob peut engendrer des
éléments du ker(f): il choisit un élément b ∈ Z∗n de façon aléatoire, alors
b2 ∈ ker(f) = (Z∗n)2.

Afin de décoder ce cryptoschéma, en d’autres termes de calculer f il faut
reconnâıtre pour un élément c ∈ Z∗n si c ∈ (Z∗n)2? Pour ça Alice calcule les

symboles de Legendre
(
c
p

)
,
(
c
q

)
et on a

c ∈ (Z∗n)2 ⇐⇒
(
c
p

)
=
(
c
q

)
= 1.

Quant à la sécurité du cryptoschéma homomorphe de résidus quadra-
tiques, c’est une question ouverte ainsi que pour n’importe quel cryptoschéma
(quel que soit celui-ci homomorphe ou non). Nous savons déjà que le décodage
du cryptoschéma de résidus quadratiques est équivalent à ce que reconnâıtre
si un élément b ∈ Z∗n soit un carré? Une seule affirmation à ce sujet qui est
connue, dit que si on exigait non seulement la reconnaissance si b ∈ Z∗n soit
un carré mais encore à produire un élément c ∈ Z∗n tel que c2 = b, alors on
pourrait trouver les diviseurs p, q, c’est-à-dire, factoriser l’entier n, mais on
croit que le problème de factorisation est dur. C’est une question ouverte
si on peut réduire le problème de factorisation directement au problème de
reconnaissance de l’ensemble de carrés (Z∗n)2 et par cela même démontrer la
sécurité du cryptoschéma de résidus quadratiques.

En fait, on puisse considérer c tel que c2 = b en tant qu’une preuve
d’appartenance de b ∈ (Z∗n)2 ou en d’autres termes, une preuve du calcul cor-
rect de f . Nous avons formalisé ce concept d’un cryptoschéma homomorphe
y compris une preuve du calcul correct de f [99]. A cet effet il faut assurer
une suite exacte d’homomorphismes de groupes

A
P→G

f→H→{1}

où un élément a ∈ A tel que P (a) = g joue le rôle d’une preuve d’appartenance
g ∈ ker(f) parce que im(P ) = ker(f). Dans le cryptoschéma de résidus
quadratiques on a

Z∗n
P→G

f→Z2→{1}
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où P (a) = a2, im(P ) = (Z∗n)2 = ker(f) et le groupe G a été introduit ci-
dessus.

On dit qu’on a cassé un cryptoschéma homomorphe avec une preuve
lorsque on posséde un algorithme de la complexité polynomiale qui inverse
l’application P , c’est-à-dire, pour tout élément g ∈ G l’algorithme vérifie
si g ∈ ker(f) et dans ce cas il rend un élément a ∈ A tel que P (a) = g.
Donc, si on cassait le cryptoschéma de résidus quadratiques avec une preuve,
on pourrait factoriser l’entier n. Par ailleurs, dans la définition d’un cryp-
toschéma homomorphe avec une preuve on demande qu’Alice puisse inverser
l’application P (à l’aide d’une clef secrète).

En fait, un groupe G peut être infini. Or, c’est pas grave pour le codage et
le décodage parce qu’on peut écrire chaque élément codé g ∈ G d’un message
propre h ∈ H sous la forme g = rk où r = f−1(h) ∈ R et l’élément k ∈ ker(f)
égale à un certain produit des génératrices de ker(f) données publiquement,
autrement dit égale à un mot fini d’une longueur polynomiale. De plus, on a
des algorithmes qui codent (et décodent à l’aide d’une clef secrète) en temps
polynomial.

Théorème ([99]). Pour chaque groupe fini H on peut construire un
cryptoschéma homomorphe sur H.

C’est une question ouverte s’il existe un cryptoschéma homomorphe sur
H avec un groupe G fini.

Le cryptoschéma dans le théorème a un défaut que la construction du
groupe G repose sur le produit libre de certains groupes; et des manipulations
avec des mots du produit libre sont pénible. C’est pourquoi on a proposé
dans [103] un autre cryptoschéma qui invoque le groupe modulaire SL2(Z).

Plus précisement, pour n’importe quel groupe fini H on a construit dans
[103] un groupe G1 ⊂ SL2(Z) donné publiquement par une famille B des
génératrices et un assignement B → H qui engendre un epimorphisme.
D’autre part, Alice connâıt une autre famille A des génératrices de G1 telle
que pour un élément g ∈ G1 quelconque Alice peut trouver une (unique)
représentation de g comme un mot en matrices de A. Alors, afin de casser ce
cryptoschéma Charle pourrait prévoir deux attaques possibles : soit trouver
la famille A soit trouver une représentation de g comme un mot en matrices
de B.

Dans [110] on a produit un protocole d’accord de clefs sur un groupe solu-
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ble quelconque, ce protocole généralise celui de Diffie-Hellman (qui est défini
sur le groupe Z∗p). En outre, on a proposé la construction d’une famille de
groupes de matrices sur un anneau fini commutatif. Cette construction rend
un fondament pour des cryptoschémas homomorphes et pour des protocoles
d’accord de clefs (dont casse se ramène au problème du conjugaison dans les
groupes de la famille construite). La construction étend celle des groupes Z∗n
qu’on employe dans cryptographie classique.

1.3 Authentification sans déceler de clef

On a considéré le problème de signature (en d’autres mots d’authentification).
On suppose que Alice (qui est traité comme prouvante) posséde une clef
secrète et Bob (qui est traité comme vérificateur) veut vérifier si vraiment
Alice posséde sa clef. Mais d’autre part Alice ne veut déceler aucunes infor-
mations à propos de sa clef.

Dans [118] on fabriqué un schéma très simple de signature qui repose
sur la difficulté (en fait, NP-complétude) du problème d’homomorphisme de
graphes, de groupes ou bien d’algèbres. Plus précisement, la clef secrète est
un homomorphisme f , la clef publique est une paire u, v telle que f(u) = v.
Afin de signer Alice choisit (de façon secrète) un isomorphisme g et en tant
qu’une signature w tel que g(v) = w. Pour vérifier Bob exige (de façon
aléatoire) de présenter soit g (et alors vérifie que g(v) = w) soit gf (et alors
vérifie que (gf)(u) = w). L’idée est ce que Bob apprend peu des informations
sur la clef secrète f .

On propose dans [122] un schéma de signature en employant l’anneau A
de matrices sur l’anneau de polynômes avec coefficients d’un anneau fini. La
difficulté de casse de ce schéma repose sur le problème de conjugaison dans
l’anneau A.

Mais les schémas des articles [118, 122] pourront déceler théoriquement
des informations partielles de la clef secrète d’Alice. C’est pourquoi dans
[126] on construit un schéma qui ne décele aucunes informations à propos de
la clef.

1.4 Simulations de calculs de façon codée

Comme nous avons déjà vu, le dernier théorème permet de simuler de façon
codée un circuit dans le groupeH par un circuit dans un groupeG. Immédiatement,
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ce n’est pas très attirant puisque des calculs authentiques s’effectuent dans
des anneaux qui comprennent deux opérations, alors que un groupe com-
prend une seule opération. C’est un objet de recherche à construire un cryp-
toschéma homomorphe sur un anneau.

Quand même on peut contourner cet obstacle grâce à la construction suiv-
ante dû à Barrington qui permet de simuler n’importe quel circuit booléien
B(x1, . . . , xn) : {0, 1}n → {0, 1} dans un groupe H quelconque irrésoluble.
A son tour, comme d’habitude, on peut simuler n’importe quel calcul par un
circuit booléien.

Alors, on dit qu’un mot sous la forme de

M = h
xi1
1 · · ·hxim

m

où h1, . . . , hm ∈ H, 1 ≤ i1, . . . , im ≤ m simule le circuit booléien B s’il
existe un élément 1 6= h ∈ H approprié tel que pour n’importe quelle entrée
booléienne (x1, . . . , xn) ∈ {0, 1}n on a

B(x1, . . . , xn) = 0 ⇐⇒ M = 1, B(x1, . . . , xn) = 1 ⇐⇒ M = h

Alors, M est nommé une h-simulation du circuit B dans le groupe H.

Théorème (Barrington). Pour n’importe quel groupe H irrésoluble, un
élément 1 6= h ∈ H quelconque et chaque circuit booléien B(x1, . . . , xn) avec
la profondeur d (en d’autres termes, la profondeur est la complexité parallèle),
on peut construire une h-simulation de B dans H avec la complexité m ≤
exp(O(d)).

On note que dans le cas du groupe symétrique H = S5 on a m ≤ 4d.
D’habitude, on employe ce théorème à circuits booléiens avec la profondeur
logarithmique d ≤ O(log n).

Une combinaison de ce théorème avec notre résultat (voir la fin du chap̂ıtre
précédent) rend un mot sous la forme de

M = g
xi1
1 · · · gxim

m

qui simule de façon codée le circuit booléien B. Ça signifie que f(g1) =
h1, . . . , f(gm) = hm et pour n’importe quelle entrée booléienne (x1, . . . , xn) ∈
{0, 1}n on a
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B(x1, . . . , xn) = 0 ⇐⇒ f(g
xi1
1 · · · gxim

m ) = 1,

B(x1, . . . , xn) = 1 ⇐⇒ f(g
xi1
1 · · · gxim

m ) = h

pour un certain h fixé et d’ailleurs, c’est difficile à calculer B(x1, . . . , xn)
parce que à cet effet on aurait besoin de savoir calculer f .

Alors, on résume avec le corollaire suivant

Corollaire ([99]). On peut simuler de façon codée n’importe quel cir-
cuit booléien ayant la profondeur d dans le groupe G avec la complexité
exp(O(d)).

Par conséquent, on peut accomplir des calculs avec fonctions celées (voir
le chap̂ıtre précédent) dans le groupe G avec la complexité exp(O(d)).

Une autre solution du problème de simulation de calculs de façon codée
était possible si on aurait un cryptoschéma sur des anneaux K → R → 0
tel que la taille des éléments de K soit polynomiale. C’est une question
ouverte. Pour n’importe quel anneau R fini commutatif on a produit dans
[103] un anneau K fini commutatif dont éléments ont la taille exponentielle.
Par ailleurs, on a démontré dans [103] que si la taille des éléments de K était
polynomiale on ne devrait pas donner K avec sa base explicite, sinon Charle
pourrait casser ce cryptoschéma sur les anneaux.

1.5 Cryptoschéma universel et puissance d’adversaires

C’est une question encore ouverte, si un adversaire qui possède plus grande
puissance de calculs que l’autre, pourrait casser plus de cryptoschémas? On
a répondu cette question dans [111] pour des adversaires qui peuvent utiliser
un bit de conseil (rendu par un oracle). Plus précisement, pour n’importe
quel k on a construit une fonction f

1) qu’on peut calculer en temps linéaire avec un bit de conseil;
2) il y a un adversaire qui peut inverser f en temps polynomial avec une

certaine probabilité p;
3) aucun adversaire même avec usage d’un nombre logarithmique de bits

de conseil ne peut inverser f en temps O(nk) avec la probabilité p.
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Dans [113] on a résolu le vieux problème, s’il existe un cryptoschéma
universel? C’est-à-dire, un cryptoschéma tel que si un adversaire pouvait le
casser, on pourrait casser un cryptoschéma quelconque.

2 Complexité en calcul formel

Les problèmes de factorisation de polynômes, de résolution de systèmes
d’équations (sur un corps algébriquement clos) ou ceux d’inégalités (sur un
corps réellement clos) étaient explorés depuis longtemps. On connâıt les al-
gorithmes pour la factorisation dûs à Newton, Gauss, Kronecker, Hilbert,
Hensel, Zassenhaus, Berlekamp, pour des systèmes d’équations dûs à Cay-
ley, Kronecker, Macauley, Tarski, Seidenberg, Heintz et pour des systèmes
d’inégalités dûs à Sturm, Tarski, Seidenberg, P.Cohen, Collins. Mais tous les
algorithmes mentionnés ont la complexité très grande, notamment exponen-
tielle pour la factorisation et au moins double-exponentielle pour la résolution
des systèmes. On a construit des algorithmes avec la complexité polynomi-
ale pour la factorisation ou proche à celle polynomiale pour la résolution des
systèmes.

2.1 Factorisation de polynômes à plusieurs variables

A.Lenstra, H.Lenstra, L.Lovasz ont inventé un algorithme qui factorise (avec
la complexité polynomiale) un polynôme f ∈ Q[X] univariable.

Dans [18, 20] (voir aussi [21, 25, 35]) on a construit un algorithme qui fac-
torise (également avec la complexité polynomiale) un polynôme f ∈ F [X1, . . . , Xn]
à plusieurs variables sur un corps F engendré fini soit sur Q dans le cas de
la caractéristique zéro soit sur un corps fini. En particulier, en tant que F
on peut prendre n’importe quel corps algébrique.

2.2 Résolution d’un système algébrique et élimination
de quantificateurs

Soient f1, . . . , fk ∈ F [X1, . . . , Xn] des polynômes et F désigne la clôture
algébrique de F . D.Lazard avait produit un algorithme (avec la complexité
polynomiale) qui trouve toutes les solutions du système f1 = . . . = fk
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algébrique dans hypothèse que le système n’a qu’un nombre fini des solu-
tions dans l’espace projectif PF

n
.

Quand un système a un nombre infini de solutions il faut tout d’abord
comprendre qu’est-ce que veut dire “résoudre le système”? Dans [19, 20]
(voir aussi [21, 25, 35]) on résout le système en trouvant les composantes
irréductibles Vi de la variété projective

V = ∪Vi = {x ∈ PF
n

: f1(x) = . . . = fk(x) = 0}.

A son tour, chaque Vi est rendu au moyen de son corps F (Vi) des fonctions
rationnelles sur Vi. Le langage des composantes irréductibles permet de
répondre aux questions principales sur le système, par exemple, quelle est la
dimension de la variété V ou bien celle de la variété affine V ∩ F n

? La
complexité de l’algorithme de [19, 20] est majorée par dn

2
où les degrés

deg(fi) ≤ d.
Une généralisation du problème de la résolubilité d’un système algébrique

est celui de l’élimination de quantificateurs dans la théorie de corps algébriquement
clos. Etant donnée une formule

∃X1,1 · · · ∃X1,s1∀X2,1 · · · ∀X2,s2 · · · ∃Xa,1 · · · ∃Xa,saΦ(X1,1, . . . , Xa,sa , Y1, . . . , Yn)

où Φ est une combinaison booléienne de formules du type (f = 0) où
f ∈ F [X1,1, . . . , Xa,sa , Y1, . . . , Yn] est un polynôme. Le théorème dû à Tarski-
Seidenberg dit que la formule ci-dessus est équivalente à une formule Ψ(Y1, . . . , Yn)
appropriée sans quantificateurs. Le problème de la résolubilité d’un système
correspond au cas quand le nombre des blocs des quantificateurs a = 1 égale
à 1 et le nombre n = 0 des variables libres égale à 0.

Dans [22, 24] (voir aussi [25, 35]) on a produit un algorithme qui élimine
des quantificateurs et rend une certaine formule Ψ(Y1, . . . , Yn) avec la com-
plexité ds

a
où s = s1 + · · ·+ sa +n est le nombre de toutes les variables dans

la formule. La construction des formules due à Fischer-Rabin montre que
cette borne est proche à celle exacte. Alors, ça signifie que le nombre a est
le paramètre principal de la complexité de la formule. Auparavant on avait
connu des algorithmes pour l’élimination avec la complexité ds

s
. Donc, notre

borne est meilleure lorsque a est plus petit essentiellement que s. Il convient
de noter que dans les propositions habituelles des mathématiques a est assez
petit.
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2.3 Résolution d’un système d’inégalités polynomiales
et décidabilité dans algèbre de Tarski

Etant donnés des polynômes f1, . . . , fk ∈ Q[X1, . . . , Xn]. Dans [27] (voir
aussi [23, 25, 35]) on a produit un algorithme qui résout le système d’inégalités
f1 ≥ 0, . . . , fk ≥ 0 et rend au moins un point (si le système est résoluble)
dans chaque composante connexe de l’ensemble semi-algébrique

M = {x ∈ Rn : f1 ≥ 0, . . . , fk ≥ 0}.

La complexité de l’algorithme est dn
2
. Auparavant on avait connu des al-

gorithmes pour la résolubilité des systèmes d’inégalités avec la complexité
d2n

.
Le problème qui généralise celui de la résolubilité d’un système d’inégalités

est le problème de la décidabilité dans la théorie de corps réellement clos (ou
bref, l’algèbre de Tarski). De même que dans le cas de corps algébriquement
clos, étant donnée une formule

∃X1,1 · · · ∃X1,s1∀X2,1 · · · ∀X2,s2 · · · ∃Xa,1 · · · ∃Xa,saΦ(X1,1, . . . , Xa,sa)

où maintenant Φ est une combinaison booléienne de formules du type (f ≥
0) où f ∈ Q[X1,1, . . . , Xa,sa ] est un polynôme. Dans [28] (voir aussi [25,
35]) j’ai produit un algorithme qui décide si la formule donnée soit vraie
avec la complexité ds

a
. Comme dans le cas de corps algébriquement clos

la construction de Fischer-Rabin montre que cette borne est proche à celle
exacte. Auparavant on avait connu des algorithmes pour la décidabilité avec
la complexité ds

s
.

Dans [44, 45] (voir aussi [38, 42, 43]) on a produit un algorithme qui
trouve les composantes connexes d’un ensemble semi-algébrique M avec la
complexité dn

O(1)
.

On a construit dans [107] un algorithme qui résout un système d’équations
quadratiques f1 = · · · = fk = 0 où f1, . . . , fk ∈ Z[X1, . . . , Xn] en temps nO(k).
De plus, l’algorithme produit au moins un point dans chaque composante
connexe de l’ensemble semi-algébrique {f1 = · · · = fk = 0} ⊂ Rn. Alors, on
obtient une façon de dualité entre le nombre k d’équations et la dimension n
par rapport à l’algorithme de [27] qui rend la complexité kO(n) pour le même
problème.
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2.4 Calcul formel avec polynômes creux

Calcul formel habituel traite des polynômes dans l’écriture dense, autrement
dit on écrit tous les monômes d’un polynôme jusqu’aux ceux d’un certain
degré. Lorsqu’un polynôme posséde peu de monômes, alors c’est raisonnable
à énumérer seulement ses monômes dont coefficients ne sont pas zéro. Une
telle écriture de polynômes s’appelle creuse. On désigne par tf le nombre des
monômes dans un polynôme f ∈ F [X1, . . . , Xn].

On considère le problème d’interpolation d’un polynôme f ∈ F [X1, . . . , Xn]
creux en supposant que seul nombre tf est donné, avec cela son degré est in-
connu a priori. On tient que f est donné au moyen d’une bôıte noire pour
rendre ces valeurs f(x).

Dans le premier résultat dans ce domaine on a fabriqué [26] un algorithme
qui interpole le déterminant f = det(xi,j), 1 ≤ i, j ≤ n avec la complexité
polynomiale en tf , n. Ensuite Ben-Or, Tiwari ont étendu cet algorithme pour
un polynôme f arbitraire sur n’importe quel corps F de la caractéristique
zéro. Dans [32] on a construit un algorithme d’interpolation de polynômes
creux sur un corps F fini. Dans [41] on a mis ces algorithmes dans le cadre
plus général lorsque f est une somme de tf fonctions propres d’un certain
opérateur L linéaire. Dans ce cadre l’algorithme de [41] permet de trouver
pour une fonction quelconque sa décomposition (creuse) soit monomiale soit
de Fourier etc. Un outil crucial pour cet algorithme est un critère introduit
dans [41] de ce qu’une fonction est creuse en termes du wronskien par rapport
de l’opérateur L.

De façon plus générale on considère des fonctions rationnelles creuses,
celles-ci signifient qu’une fonction est une fraction (peut-être réductible) de
deux polynômes creux. Dans [40, 51] on a construit un algorithme qui inter-
pole des fonctions rationnelles creuses. De nouveau, cet algorithme emploie
le critère engageant le wronskien. Dans [49] cette construction a été étendue
sur des fonctions algébriques réelles.

Dans [47] on a démontré que le problème de la divisibilité d’une paire de
polynômes creux appartient à la classe de complexité coNP dans l’hypothèse
généralisée de Riemann. C’est une question ouverte si on puisse tester la
divisibilité d’une paire de polynômes creux avec la complexité polynomiale?
H.Lenstra a fabriqué un algorithme qui teste la divisibilité d’un polynôme
creux sur un polynôme d’un petit degré avec la complexité polynomiale.

Dans [48] on a donné une borne supérieure sur le nombre N des zéros
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d’un polynôme f ∈ GF (q)[X1, . . . , Xn] sur un corps fini en termes de tf et
en reposant sur cette borne on a fabriqué un algorithme qui approxime N
en temps polynomial. Il convient de noter que le problème de calculer N est
NP-dur.

Dans [46] on a fait intervenir une autre définition d’une fonction ra-
tionnelle creuse par rapport à la décomposition en fractions partielles et on
a produit un algorithme avec la complexité polynomiale afin de l’interpoler.

Il arrive parfois en calcul formel qu’un polynôme f ∈ F [X1, . . . , Xn] n’est
pas creux lui-même, mais celui-ci devient creux après une transformations
linéaire appropriée des coordonnées, c’est-à-dire f(AX + C) est creux pour
une matrice A et un vecteur C. Dans [50] on a construit un algorithme qui
rend une telle transformation si celle-ci existe, autrement l’algorithme rend
la réponse qu’aucune transformation n’existe. Dans [62, 63] on a fabriqué un
algorithme pour ce problème avec une meilleure complexité.

Afin de développer calcul formel pour des polynômes creux il faudrait
avoir des algoritmes pour les problèmes de base de calculs: diviser avec
reste, calculer le PGCD, factoriser des polynômes, résoudre des systèmes
d’équations algébriques etc. en supposant que tant l’entrée que la sortie d’un
problème donné sont creuses.

2.5 Test probabiliste pour multiplication des nombres
entiers avec basse complexité

On a fabriqué dans [127] un test probabiliste rapide afin de vérifier la mul-
tiplication des nombres entiers. Pour nombres a, b, c étant n-binaires le test
vérifie si a = bc avec la complexité O(n · log log n · exp(log∗ n)). Le meilleur
connu algorithme (dû à M.Fürer et améliorant celui classique dû à Schönhage-
Strassen) qui multiplie des nombres a la complexité O(n · log n · exp(log∗ n)).
Il s’avère souvent que le problème de vérification est plus simple que celui de
résolution correspondant.
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3 Complexité de désingularisation de variétés

algébriques

3.1 Construction de stratification de
Thom-Whitney-a universelle et théorème de type
de Sard pour variétés singulières

Soit F : Kn → K l une application polynomiale ayant sa valeur critique 0
isolée. On étudie des stratifications {Si}i de l’ensemble Sing(F ) = ∪iSi ⊂
Kn des points critiques de F dans F−1(0) telles que {Si}i vérifie les conditions
de Thom et de Whitney-a.

On dit qu’un ensemble S ⊂ Sing(F ) est universel si pour n’importe quelle
stratification {S ′j}j il existe (et alors unique) un strate S ′j tel que l’intersection
S ∩ S ′j est ouverte et dense dans les deux S et S ′j. Une stratification {Si}i
s’appele universelle si chaque son strate Si est universel.

On dit qu’un ensemble S est régulier de type de Gauss si on peut étendre
l’application de Gauss x → Tx(S) des points réguliers x ∈ S sur tous les
points de S de façon continue (et avec cela unique). On considère des strat-
ifications {Si}i avec tout Si étant régulier de type de Gauss.

On peut employer la construction due à Glaeser à n’importe quel faisceau
R ⊂ M ×W des espaces vectoriels où M étant une variété et W un espace
vectoriel. On note par R(1) le faisceau dont fibre (R(1))x (pour x ∈ M
quelconque) est l’enveloppe linéaire du fibre (R)x. De façon pareile on produit
les faisceaux R(i), i ≥ 1 jusqu’à R(m) tel que R(m) = R(m+1) et on désigne
Gl(R) := R(m). On appele m l’indice de stabilisation. On a m ≤ 2 ·dim(W ).

On considère le sous-faisceau T := {(x, dF (x))}x du faisceau T ∗(Kn) =
Kn×(Kn)∗ cotangentiel et y applique la construction de Glaeser en obtenant
le faisceau G := GF := Gl(T ).

On note un ensemble constructible Gr := {x ∈ Sing(F ) : dim(Gx) = r}.
On dit qu’une composante irréductible G ⊂ Gr est Lagrangienne si Gx est
le complement orthogonal à l’espace tangentiel Tx(G) pour n’importe quel
point régulier x ∈ G.

Proposition [120]. Si chaque composante irréductible de {Gr}r est La-
grangienne alors {Gr}r assure une stratification universelle.

Théorème [120]. S’il existe une stratification universelle alors chaque
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composante irréductible de {Gr}r est Lagrangienne.

La démonstration du Théorème est beaucoup plus difficile que celle de la
Proposition et utilise notre version du théorème de type de Sard pour variétés
singulières [120].

Par ailleurs, on a fabriqué dans [120] un exemple d’application F : K5 →
K où F = ax2+2b2xy+cy2 n’admettant aucune stratification universelle. En
reposant sur [22] on déduit que la complexité de construction deG (et par cela

même d’une stratification universelle si celle-ci existe) est bornée par d2O(m) ≤
d2O(n)

. On a produit un exemple d’application F avec l’indice de stabilisation
m croissant de façon linéaire en n. C’est une question ouverte si la complexité
d’une stratification universelle puisse augmenter comme (double-exponentiel)

d2O(n)
?

3.2 L’hypothèse de Nash pour variétés binomiales et
l’algorithme d’Euclide multidimensionnel. Com-
plexité polynomiale dans dimension 2

Soit X une variété de dimension n sur un corps de la caractéristique 0. On
désigne par G(X) le graphe de l’application de Gauss x 7→ Tx définie pour
tous les points x réguliers de X, où Tx note le plan tangent en x. La clôture
N(X) de G(X) est nommé l’éclatement de Nash de X. Il y a la projection
naturelle X ← N(X). John Nash a énoncé l’hypothèse que pour n’importe
quelle X la suite

X ← N(X)← · · · ← Nk(X)← · · ·

stabilise, c’est-à-dire Nk(X) ' Nk+1(X) pour certain k. Alors le théorème
de Lipman dit que Nk(X) est lisse et il en résulte une désingularisation de
X. L’hypothèse de Nash est ouverte pour dim(X) ≥ 2.

Hironaka a proposé une modification suivante de l’hypothèse de Nash.
On désigne par N (X) la normalisation de N(X). L’hypothèse normalisée de
Nash dit que la suite

X ← N (X)← · · · ← N k(X)← · · ·

stabilise. Hironaka-Spivakovsky ont démontré l’hypothèse normalisée de
Nash pour dim(X) ≤ 2.
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Mais la complexité de l’algorithme de Hironaka-Spivakovsky est énorme,
ainsi que celle de tous les algorithmes connus de désingularisation à partir de
l’algorithme de Hironaka. C’est pourquoi on considère la classe de variétés
binomiales pour laquelle on peut estimer la complexité de désingularisation
normalisée de Nash et la complexité s’avère très modérée [125].

Soit un système de binômes

fj = y
aj1

1 · · · y
ajN

N − ybj11 · · · y
bjN

N ∈ K[y1, . . . , yN ], 1 ≤ j ≤ k

sur un corps K. On désigne par V ∗(f) = {y ∈ (K∗)N : fj(y) = 0, 1 ≤
j ≤ k} le sousgroupe des points dans le tore standartisé (K∗)N . Une variété
binomiale V ∗(f) ⊂ KN est la clôture du sousgroupe. Soit dim(V ∗(f)) = n.
Alors l’application monomiale

φ(x1, . . . , xn) = (xα11
1 · · ·xα1n

n , . . . , xαN1
1 · · ·xαNn

n )

s’appele paramétrisation du tore V ∗(f) si φ((K∗)n) = V ∗(f). N’importe
quelle variété binomiale V ⊂ KN irréductible admet une paramétrisation φ
de son tore V ∗ = V ∩ (K∗)N . Inversement, s’il y a une paramétrisation de
V ∗ alors sa clôture V ∗ est binomiale irréductible. On nomme une variété V
binomiale irréductible essentielle si 0 ∈ V .

Proposition 1. V ∗ admet une paramétrisation φ avec tous les exposants
positifs αij > 0 si et seulement si V est essentielle.

On nomme une paramétrisation φ (ou bien la famille des vecteurs Ai =
(αi1, . . . , αin) ∈ Zn, 1 ≤ i ≤ N) essentielle si 0 6∈ Conv(A1, . . . , AN).

Proposition 2. a) Si V est essentielle alors une paramétrisation mono-
miale quelconque de V ∗ est essentielle.

b) Inversement, si V ∗ admet une paramétrisation essentielle alors V = V ∗

est essentielle.

On nomme une coordonnée yi essentielle pour V si V ∩ {yi = 0} 6= ∅.

Proposition 3. Si pour chaque 1 ≤ i ≤ N coordonnée yi est essentielle
alors V est essentielle.

On suppose que V a exactement L coordonnées essentielles, soient y1, . . . , yL.
Désignons par V1 la composante irréductible de V qui contient l’unité (1, . . . , 1) ∈
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V1. On considère l’intersection Y = V1 ∩ (KL × (1, . . . , 1)). On a démontré
dans [125] le théorème suivant sur la structure de variétés binomiales.

Théorème. 1) Variétés V1, Y sont binomiales;
2) Variété Y ↪→ KL traité comme plongée dans KL est essentielle;
3) Il existe un soustore Z ⊂ V ∗1 = V1 ∩ (K∗)N fermé dans KN (par

conséquant, étant non-singulier) tel que le morphisme de multiplication µ :
Z × Y → V1 est surjectif et fini. On note par d son degré. Si d’ailleurs d 6= 0
dans K alors µ est étale.

On nomme la composante irréductible Y1 de Y qui contient l’unité (1, . . . , 1) ∈
Y1 la sousvariété essentielle de V . Le théorème entrâıne

Corollaire. La suite des éclatements de Nash pour V stabilise si et
seulement si celle pour Y1 stabilise. L’affirmation pareile en remplaçant des
éclatements de Nash par des éclatements normalisés de Nash est vraie du
même.

On prend n’importe quelle paramétrisation φ de Y ∗1 (déterminée par
vecteurs A1, . . . , AN), elle est essentielle en vertu de la Proposition 2 (ça
suffit de considérer une paramétrisation essentielle au lieu de celle positive,
voir Proposition 1, ce serait difficile à trouver une paramétrisation positive
parce que la dernière mène au problème de programmation entiere qui est
NP-dure).

Maintenant on peut énoncer le résultat principal sur la complexité de
désingularisation de variétés binomiales. On suppose que m := dim(Y1) = 2.
Parmi vecteurs A1, . . . , AN il y a deux extrémals A1, AN tels que tous les
vecteurs A1, . . . , AN appartiennent au cône (réel) engenrdé par A1, AN . On
note D = | det(A1, AN)|.

Théorème [125]. La suite des éclatements normalisés de Nash appliquée
à une variété binomiale V stabilise après au plus 2 · log2D itérations et la
complexité de cette résolution de singularités est polynomiale.

Maintenant on va traduire des éclatements de Nash sur le langage com-
binatoire de l’algorithme d’Euclide multidimensionnel. On décrit un pas de
l’algorithme à partir d’une famille essentielle de vecteursA = {A1, . . . , AN} ⊂
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Zm. Pour chaque repère J = {Aj1 , . . . , Ajm} on produit la famille étendue
de vecteurs

AJ = A ∪ {(Ai1 + · · ·+ Aim)− (Aj1 + · · ·+ Ajm)}i1,...,im
où {Ai1 , . . . , Aim} courent tous les repères distingués de J . On choisit tous les
repères J tels que AJ est essentielle et chaque tel repère on appele minimal.
Donc, AJ donne une paramétrisation d’un tore qu’on note par N(Y1)

∗
J .

Proposition 4. N(Y1) =
⋃
J N(Y1)J où J courent tous les repères mini-

mals.

Alors, on peut décrire la suite d’éclatements de Nash appliquée à une
variété binomiale irréductible essentielle comme un algorithme procédant à
familles de vecteurs entiers. On l’appele l’algorithme d’Euclide multidimen-
sionnel parce qu’il devient l’algorithme d’Euclide classique dans le cas de
dimension m = 1.

Pour compléter la déscription de l’algorithme il reste de préciser quand
l’algorithme termine. A cet effet on considère le sousgroupe Z+{A1, . . . , AN} ⊂
Zm engendré parA1, . . . , AN . On peut remplacerA1, . . . , AN par les génératrices
minimales de Z+{A1, . . . , AN}, ça amène à la variété binomiale irréductible
essentielle isomorphe à Y1. La suite des pas de l’algorithme d’Euclide (ou de
façon équivalente des éclatement de Nash) termine si et seulement si pour la
famille courante des vecteurs A1, . . . , AN le nombre N = m. La proposition
suivante justifie cette condition de terminaison.

Proposition. La variété binomiale irréductible essentielle avec la paramétrisation
ayant les exposants A1, . . . , AN est régulière si et seulement si N = m.

L’hypothèse de Nash pour des variétés binomiales est équivalente à ce
que l’algorithme d’Euclide multidimensionnel termine.

Finallement, on traduit la normalisation sur le langage combinatoire. Soit
A1, . . . , AN des exposants d’une paramétrisation de Y ∗1 . Donc, la famille
ConeQ{A1, . . . , AN} ∩ Zm donne une paramétrisation de la normalisation
(N (Y1))

∗. L’algorithme normalisé d’Euclide (multidimensionnel) emploie
alternativement les pas de l’algorithme d’Euclide et la normalisation. De
façon pareile l’hypothèse normalisée de Nash pour des variétés binomiales
est équivalente à ce que l’algorithme d’Euclide multidimensionnel normalisé
termine.
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3.3 Complexité de l’algorithme de désingularisation d’Hironaka

Hironaka a construit un algorithme qui pour n’importe quelle variété X sur
un corps de la caractéristique 0 produit une variété Y non-singulière de la
même dimension dim(Y ) = dim(X) = m et un morphisme surjectif f : Y →
X tel que f est isomorphisme dans tout point non-singulier de X.

Soit X ⊂ Pn étant donné par un système de polynômes des degrés d avec
les coefficients entiers dont tailles binaires sont plus petites que L. Alors,
l’algorithme d’Hironaka produit Y, f avec la complexité L · G(d, n) [128] où
fonction G appartient à la classe Em+3 de Grzegorczyk. Les classes E l, l ≥
0 constituent la hiérarchie de l’ensemble de toutes les fonctions récursives
primitives

⋃
0≤l<∞ E l et E l consiste des fonctions pour calcul de chaque de

lesquelles suffit l applications de récursion primitive. La même fonction G
majore également le degré de Y et la dimension N de l’espace ambiant PN ⊃
Y .

4 Complexité dans la robotique

On étudie un problème de la robotique du traçage d’un chemin entre deux
points fixés en évitant d’un obstacle donné. Comme un obstacle on con-
sidère un ensemble semi-algébrique représenté par un système d’inégalités
polynomiales.

S’il s’agit d’un chemin sur le plan, alors on peut tracer un chemin opti-
mal en temps polynomial (en taille booléienne du système d’inégalités). De
plus, on peut considérer l’optimalité à certains sens différents. On a con-
struit un algorithme [77] qui rend le plus court chemin qui correspond la
classe d’homotopie donnée de l’espace libre, le dernier signifie le complément
de l’obstacle. Avec cela l’algorithme représente l’ensemble des plus courts
chemins qui correspondent toutes les classes d’homotopies (constituant le
groupe libre) en forme d’un graphe convenable.

Un autre algorithme [74] produit en temps polynomial le chemin (entre
deux points) qui est linéaire par morceaux en possédant le nombre minimal
possible de châınons dans une classe d’homotopie donnée. A la fois ce chemin
produit est optimal par rapport à la somme des angles de rotation.

Dans les deux algorithmes mentionnés le rôle important joue un outil
développé dans [74, 77] pour des calculs efficaces dans le groupe fondamental.
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Les problèmes pareils à tracer un chemin optimal dans l’espace 3-dimensionnel
sont NP-complets déjà pour un obstacle d’autant simple comme étant une
réunion de polyèdres convexes. Donc, c’est une question importante à dis-
tinguer des familles d’obstacles pour lesquelles on pourrait tracer un chemin
optimal en temps polynomial. Dans [94] on a construit un algorithme qui
rend le plus court chemin lorsqu’un obstacle est une réunion de droites,
d’ailleurs une classe d’homotopie d’un chemin est donnée. C’est une question
ouverte à tracer le plus court chemin en temps polynomial si aucune classe
d’homotopie n’est donnée.

On a fait intervenir dans [94] une autre famille d’obstacles, notamment
celles a-séparables pour lesquelles on peut tracer une approximation du plus
court chemin en temps polynomial de 1/a.

5 Complexité de calculs avec équations différentielles

Le calcul formel différentiel, en d’autres termes des calculs avec équations
différentielles, n’est pas si bien développé comme le calcul formel, autrement
dit des calculs avec polynômes (voir le chap̂ıtre 2). Pour les problèmes de
base du calcul formel différentiel leurs bornes de la complexité ne sont pas
connues, et ça se fait l’objet de recherche.

5.1 Equations différentielles ordinaires

La plus générale pose du problème de la résolubilité de systèmes d’équations
différentielles est l’élimination de quantificateurs dans la théorie de corps
différentiellement clos. Ceux-ci jouent le rôle semblable pour des équations
différentielles au celui de corps algébriquement clos pour des équations algébriques.
C’était Seidenberg qui a offert la première fois un algorithme pour l’élimination
de quantificateurs, mais sa complexité a été trop grande (celle-ci a aug-
menté comme une itération des fonctions exponentielles et avec cela le nom-
bre des itérations dépend du nombre de fonctions inconnues, telles bornes
sont dénommées non-élémentaires). Dans [29] j’ai proposé un procédé pour
l’élimination de quantificateurs dans la théorie de corps différentiellement
clos ordinaires dont complexité augmente comme une itération de trois fonc-
tions exponentielles. C’est une question ouverte à construire un procédé avec
la complexité élémentaire pour des corps différentiellement clos partiels.
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Une généralisation de l’algèbre de polynômes est l’algèbre (non-commutative)

D d’opérateurs linéaires différentiels
∑
ai(X) di

dXi avec les coefficients ai(X) ∈
C(X) rationnels. Le problème de la factorisation d’un opérateur généralise
celui pour des polynômes. Quant au problème de la factorisation on connâıt
les algorithmes dûs à Beke, Schlesinger, Ore, F.Schwarz, mais la complexité
de ces algorithmes est au moins triple-exponentielle. Dans [30, 31] j’ai pro-
duit un algorithme pour la factorisation en D avec la complexité double-
exponentielle. Une extension de ce problème est celui de la factorisation
d’un système linéaire différentiel du premier ordre u

′
= Au où A est une ma-

trice avec des coefficients rationnels. Pour ce problème dans [37] j’ai construit
un algorithme également avec la complexité double-exponentielle.

En outre dans [31] j’ai fabriqué un algorithme avec la complexité poly-
nomiale qui calcule le plus grand commun diviseur gauche d’une famille
d’opérateurs. D’ailleurs, dans [57] j’ai proposé un algorithme avec la com-
plexité polynomiale afin de résoudre un système linéaire différentiel à plusieurs
inconnues.

Dans [33] on a produit un procédé afin de résoudre un système d’équations
non-linéaires différentielles ordinaires en séries avec exposants réels. Celles-ci
étendent des séries de Newton-Puiseux qui ont des exposants rationnels et
qui constituent un corps algébriquement clos. C’est une question ouverte,
quelles classes d’équations différentielles possédent des solutions en séries
avec exposants réels?

5.2 Equations différentielles partielles

Le problème de la factorisation d’un opérateur linéaire différentiel partiel
est encore ouvert. On a produit dans [105] un algorithme qui factorise un
opérateur lorsque son symbole est séparable à l’aide d’un procédé nommé
la descente de Hensel. En l’appliquant on a effectué dans [105] l’analyse
complète de la factorisation d’opérateurs du deuxième ordre.

Dans [108] on fait intervenir la décomposition de Loewy d’un D-module.
Auparavant, Loewy a construit la décomposition d’un opérateur linéaire
différentiel ordinaire. Dans le cas d’un D-module holonome on a produit dans
[108] un algorithme qui trouve sa décomposition de Loewy. En reposant sur
[108] on a donné dans [119] une description complète de types possibles de
décompositions de Loewy pour des opérateurs linéaires différentiels partiels
de l’ordre 3 (pour l’ordre 2 c’est la conséquence de [105]).
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Dans [39] j’ai étudié le problème de la résolution d’un système linéaire
sur l’algèbre

Dn = F (X1, . . . , Xn)[
∂

∂X1

, . . . ,
∂

∂Xn

]

des opérateurs différentiels partiels linéaires (ou bien sur l’algèbre de Weil

Wn = F [X1, . . . , Xn,
∂

∂X1

, . . . ,
∂

∂Xn

],

respectivement). Dans [39] j’ai produit un algorithme qui résout ce problème
avec la complexité d2n

où d majore les ordres des coefficients du système sur
Dn (ou bien les ordres et les degrés de ceux sur Wn, respectivement). Un
problème particulier de la résolution en question est celui de l’appartenance
à un idéal (gauche) de l’algèbre Dn ou bien Wn, autrement dit, étant donnés
f, f1, . . . , fk ∈ Dn il faut trouver g1, . . . gk ∈ Dn tels que f = g1f1 + · · ·+gkfk
ou établir que f n’appartient pas à l’idéal gauche engendré par f1, . . . , fk
(on pose le même problème pour Wn). Dans [39] j’ai montré que la borne
d2n

est exacte en fabriquant en exemple d’un idéal qui généralise pour les
algèbres Dn et Wn la construction de Mayr-Meyer destinńee à l’algèbre des
polynômes. On peut énoncer la conjecture que dans le cas de l’idéal unité,
c’est-à-dire 1 = g1f1+· · ·+gkfk la borne doit être meilleure considérablement,
notamment dn. Ça serait une généralisation pour les algèbres Dn et Wn du
Nullstellensatz efficace dû à Brownawell-Heintz-Galligo-Kollar.

J’ai démontré dans [104] une inégalité faible de Bézout pour un D-module
L sur l’algèbre Dn. Plus précisement, si L est engendré par des opérateurs
de l’ordre inférieur à d alors le coefficient dominant du polynôme de Hilbert-
Kolchin pL de L est plus petit que d4n−t

où t désigne le degré de pL. On
peut poser la conjecture que le coefficient dominant doit être majoré par une
fonction exponentielle (comme dans le cas classique d’algèbre des polynômes).

Dans [115] on a prouvé la borne supérieure (et exacte) double expo-

nentielle d2O(n)
sur le degré et la complexité de construction d’une base de

Janet d’un D-module (pour l’algèbre Dn ou bien Wn). Auparavant, une
borne pareile a été connue pour une base de Groebner pour un module sur
l’algèbre des polynômes. Le dernier utilise essentiellement certains concepts
de géométrie algébrique et c’est pourquoi pour la démonstration dans le cas
différentiel il faudrait inventer une d’autre méthode.
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Le degré de liberté d’un système d’équations différentielles partielles extérieures
est décrit par son genre d’après E.Cartan. D’un autre côté la dimension de
l’espace des solutions du système s’accrôıt comme le polynôme de Hilbert-
Kolchin. Le degré de ce polynôme juste égale au genre du système. Un
procédé habituel pour calculer ce polynôme est à rendre la base de Janet,
mais sa complexité est double-exponentielle. Dans [34, 36] j’ai fabriqué un
algorithme dont complexité est exponentielle qui calcule le genre. C’est un
objet de recherche à construire un algorithme avec la complexité exponen-
tielle qui calcule le polynôme de Hilbert-Kolchin, au moins son coefficient
dominant (étant le plus important).

Soit K un corps différentiellement clos et d1, d2 deux dérivées sur K. On
fait intervenir dans [116] K[d1, d2]-module K[d1, d2][{G(s)}s∈Q] tels que

dG(s) =
∑

1≤i≤k
(dfi)G

(s+si)

où G(s) = G(s)
s2,...,sk

(f1, f2, . . . , fk) pour certains fi ∈ K et nombres rationnels
1(:= s1) > s2 > · · · > sk > 0 appropriés où d = d1, d2. On introduit un
analogue de séries de Newton-Puiseux∑

j≥0

hjG
(s−j/q)

(q > 0 étant un nombre entier). La différentiation habituelle correspond au
cas k = 1, avec cela G(s) = G(s)(f1), s ∈ Z+ est la composition de s-ième
derivée G(s) de G(0) avec f1, donc dG(s) = (df1) ·G(s+1)

Théorème. [116] Pour n’importe quel opérateur L ∈ K[d1, d2] de l’ordre
n l’équation L ·w = 0 a une série de Newton-Puiseux comme sa solution, par
ailleurs q ≤ n.

De plus, toute série résultante du théorème a son dénominateur q ≤ 2n−1.
L’hypothèse. q ≤ n.
Dans le cas polynomial l’inégalité pareile pour le dénominateur d’une série

de Newton-Puiseux est bien connu.
En outre, dans le cas polynomial un point quelconque d’une courbe ap-

partient à une branche donnée par une série de Newton-Puiseux. De façon
pareile pour un opérateur L ∈ K[d1, d2] de l’ordre n dont le symbol est
séparable l’espace de toutes les solutions de l’équation L · w = 0 cöıncide
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avec la somme de toutes les fixations de toutes n séries de Newton-Puiseux
du théorème étant les solutions de l’équation L · w = 0 [116].

Question. Est-ce que c’est rempli pour un opérateur L arbitraire?
On peut étendre le théorème pour unD-module (à gauche)M ⊂ (K[d1, d2])

l

non-holonome. On considère le polynôme d’Hilbert

HM(n) = dimK((K[d1, d2])
l/M)n, n ≥ n0

par rapport a la filtration déterminée par l’ordre. On dit que M est holonome
si deg(HM) > 0. Le théorème suivant généralise le théorème précédant.

Théorème 1. [116] . N’importe quel D-module non-holonome a une
solution sous forme de séries de Newton-Puiseux.

Dans [108] on introduit une relation d’équivalence entre des idéals J1, J2 ⊂
K[d1, d2] non-holonomes. On définit que J1 ≈ J2 sont équivalents si

HJ1(n) = cn+ c1, HJ2(n) = cn+ c2, HJ1∩J2(n) = cn+ c0,

en d’autres mots les coefficients dominants des polynômes d’Hilbert (étant
linéaires) de J1, J2, J1∩J2 cöıncident. Des séries de Newton-Puiseux décrivent
cette relation d’équivalence.

Proposition. [116] J1 ≈ J2 est équivalent à ce que J1, J2 ont les mêmes
espaces VJ1 = VJ2 des solutions sous forme de séries de Newton-Puiseux.

On introduit un ordre partiel sur les classes [I] d’équivalence d’idéals. On
note [I] ≺ [J ] s’il existent idéals I1 ∈ [I], J1 ∈ [J ] tels que I1 ⊂ J1. Des séries
de Newton-Puiseux décrivent aussi cet ordre et fournissent une dualité entre
des classes d’équivalence des idéals et des espaces de solutions sous forme de
séries de Newton-Puiseux.

Corollaire. [I] ≺ [J ] si et seulement si V[I] ⊃ V[J ].

En reposant sur le théorème j’ai fabriqué un algorithme qui trouve tous
les diviseurs du premier ordre (droites ou gauches) de L. En tant qu’une
d’autres conséquence de la méthode de [116] on démontre dans [123] que
n’importe quel opérateur L ∈ K[d1, d2] (ou bien un D-module) séparable
n’a qu’un nombre fini de D-modules maximales qui le contient (on appele
tels D-modules comme facteurs maximales). Cela donne une déscription
d’opérateurs dans K[d1, d2] du troisième ordre avec un nombre fini de facteurs
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maximales (pour des opérateurs du deuxième ordre une telle déscription a
été établi dans [105]).

Une généralisation de factorisation est le problème de Laplace suivant.
Soit L = d1d2 + a · d1 + b · d2 + c ∈ K[d1, d2] un opérateur du deuxième ordre.
Est-il existe un suridéal non-holonome 〈L〉 ⊂6= J ⊂6= K[d1, d2]? Dans ce
cas-là on a soit J = 〈L,∑0≤i≤n ai ·di1〉 soit J = 〈L,∑0≤i≤n bi ·di2〉 pour certain
n et de plus, L,

∑
0≤i≤n ai · di1 ou respectivement L,

∑
0≤i≤n bi · di2 constituent

une base de Janet. Est-ce que le problème de Laplace est décidable? En
particulier, peut-on estimer l’ordre n?

6 Complexité quantique et probabiliste

Après que Shor a inventé son algorithme quantique fameux pour factoriser
d’entiers avec la complexité polynomiale, la question s’est posée, quelle est la
puissance de machines quantiques en général? Dans [65, 73] j’ai montré que
des machines quantiques, étant donné un groupe abelien G qui agit sur un
ensemble M , ont pu trouver avec la complexité polynomiale le sous-groupe
de G stabilisant, c’est-à-dire, tous les éléments du sous-groupe gardent un
point m ∈ M fixé. Comme conséquence ça donne un algorithme [65, 73]
qui trouve le groupe de tous les déplacements (c1, . . . , cn) qui gardent un
polynôme f ∈ F [X1, . . . , Xn] donné, c’est-à-dire, f(X1 +c1, . . . , Xn+cn) = f
sur un corps fini F .

Lorsqu’on considère des algorithmes probabilistes qui forment une sous-
classe d’algorithmes quantiques, on n’a réussi construire un algorithme proba-
biliste [65, 73] que sur un corps F = GF (p) pour un nombre premier p dont la
complexité étant polynomiale par ailleurs, a été pire que celle de l’algorithme
quantique mentionné. Il convient de noter qu’un algorithme déterministe
avec la complexité polynomiale aussi pour le problème de déplacements en
question n’est connu que dans le cas de corps F de la caractéristique zéro
[65, 73].

Dans [109] on a fabriqué un modèle de calculs quantique optique qui per-
met d’accélérer la programmation dynamique comparativement des calculs
déterministes.

39



7 Approximations et complexité

Il y a un rapport intuitif d’approximations et leurs complexités: mieux
approximation on désire atteindre, plus du temps cela exigera. C’est le
théorème de Liouville qui offre un tel rapport pour approximations de nom-
bres algébriques au moyen de nombres rationnels. A savoir, ce théorème
donne une borne inférieure sur approximations en termes de la complexité
des équations algébriques auxquelles satisfont des nombres algébriques (et
rationnels).

On pose la question, si un rapport pareil soit possible pour des solutions
d’équations différentielles (ordinaires)? Un contre-exemple est connu qui
montre que pour des solutions d’équations différentielles non-linéaires du
deuxième ordre aucun tel rapport n’est possible.

Donc, on peut considérer des solutions d’équations soit linéaires soit du
premier ordre. D’ailleurs, on étudie approximations, premièrement, dans un
voisinage de l’infinité, et deuxièmement, dans un intervalle borné. Alors, j’ai
prouvé quatre résultats à ce sujet.

Dans le premier résultat [54, 56] on considère une fonction f comme une
composition de solutions d’équations différentielles linéaires. Plus précisément,
par récurrence sur i on produit une série des corps Fi (pour la base on ad-
met F0 = R(X)). Puis, on suppose que chaque solution d’une équation
différentielle avec ses coefficients du corps Fi appartient à Fi+1, et enfin le
corps Fi+1 est engendré par toutes telles solutions.

Le premier résultat [54] dit que n’importe quelle fonction f du corps Fi
est inférieure à expi et supérieure à (expi)

−1, où expi désigne l’itération i fois
de la fonction exponentielle. Plus précisément, la dernière affirmation est
remplie partout dans la droite réelle sauf un ensemble d’une mesure finie.

En outre, le nombre des zéros de la fonction f dans un intervalle [−x, x]
est petit que expi−1(x). De plus, toutes les bornes mentionnées sont exactes.

Le deuxième résultat [55, 56] traite le comportement des compositions des
solutions d’équations du premier ordre dans un voisinage de l’infinité. Plus
précisément, on définit par récurrence sur i la série des corps Pi (pour la base
on admet de nouveau P0 = R(X)) des fonctions de Pfaff. Si une fonction f
satisfait une équation différentielle f ′ = p(f) où un polynôme p(Z) ∈ Pi[Z] a
ses coefficients dans le corps Pi, alors la fonction f appartient à Pi+1. Enfin
le corps Pi+1 est engendré par toutes telles fonctions f .

Le deuxième résultat [55] dit que n’importe quelle fonction f du corps Pi
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remplit les bornes

(expi)
−1 < |f | < expi

dans un certain voisinage de l’infinité.
Alors, dans les deux résultats susmentionnés [56] la complexité parallèle i

détermine le taux d’approximations possibles dans un voisinage de l’infinité.
Maintenant, on considère des fonctions f qui sont définies dans un in-

tervalle I. D’abord on suppose qu’une fonction f1 satisfait une équation
différentielle linéaire L1f1 = 0 où L1 =

∑
aj

dj

dXj est un opérateur avec les
coefficients polynomials aj ∈ Z[X]. Soient une fonction f2 et une équation
L2f2 = 0 similaires. Le troisième résultat [92] fournit une borne inférieure
sur la norme ||f1 − f2||I = maxx∈I |(f1 − f2)(x)| en termes des complexités
des opérateurs L1, L2.

Ce serait intéressant à établir une borne inférieure sur la norme ||f1−f2||I
pour des fonctions f1, f2 qui sont des compositions de solutions d’équations
différentielles linéaires avec des coefficients polynomials, c’est-à-dire, f1, f2 ∈
Fi. A son tour, pour ça il faudrait obtenir une borne inférieure sur le wron-
skien d’éléments de Fi.

Finalement, dans le quatrième résultat [96] on étudie un sous-anneau
Mi de la classe Pi des fonctions de Pfaff. Notamment, par récurrence sur i
(pour la base on admet M0 = P0 = R(X)) on définit Mi+1 comme un anneau
engendré par toutes les intégrales d’éléments de Mi, autrement dit, par toutes
les fonctions f telles que f ′ ∈ Mi. Le quatrième résultat donne une borne
inférieure sur la norme ||f ||I pour f ∈ Mi en termes de la complexité d’une
construction de f .

C’est une question ouverte à établir une borne inférieure sur ||f ||I pour
des fonctions f ∈ Pi de Pfaff.

Un autre objet de recherche est à établir des rapports entre approximation
et complexité pour des fonctions à plusieurs variables.

8 Bornes inférieures sur la complexité

L’obtention de bornes inférieures est le défi le plus difficile de la théorie
de complexité. Le plus célèbre d’eux est le problème P-NP. Jusqu’à présent
aucune borne inférieure au-delà de polynomiale n’est établie. Le mieux qu’on
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puisse attendre actuellement, c’est d’obtenir des bornes inférieures pour des
modèles de calcul modiques.

8.1 Arbres de calculs et la courbure

Soit F un corps. Un arbre de tests sur F est un modèle de calculs qui pour
n’importe quelle entrée x ∈ F n peut se ramifier dans chaque son pas selon ce
que si f(x) = 0 ou f(x) 6= 0 pour un polynôme f ∈ F [X1, . . . , Xn] approprié
(un tel polynôme s’appelle un polynôme de test). On suppose que le degré
deg f est petit suffisamment. Alors, le calcul pour l’entrée x marche le long
d’un des chemins de l’arbre de tests et le bout de chaque chemin est muni
par une des réponses “oui” ou “non”. On dit que x est acceptée par l’arbre
si la réponse est “oui”, sinon x est rejetée. Toutes les entrées x ∈ F n qui
sont acceptées constituent l’ensemble S reconnu par l’arbre, évidemment,
l’ensemble S est constructible. Lorsque le corps F = R est réel, on considère
ramifications en trois voies selon le signe f(x). Dans ce cas l’ensemble S
reconnu est semi-algébrique.

Un renforcement de ce concept est un arbre de calculs. La différence
avec un arbre de tests est ce qu’un arbre de calculs peut calculer lui-même
des polynômes de test. Par conséquent, le degré d’un polynôme de test
puisse s’accrôıtre exponentiellement avec la complexité de l’arbre de calculs.
Donc, l’arbre de calculs est un modèle assez puissant et en particulier, une
de paraphrases du problème P-NP est ce que s’il existe un arbre de calculs
de la complexité polynomiale qui reconnâıt l’ensemble des entiers {1, . . . , 2n}
sur le corps complexe C? C’est pourquoi, on s’intéresse à bornes inférieures
sur la complexité des arbres de calculs.

Yao, Montana-Morais-Pardo ont démontré une telle borne inférieure pour
la reconnaissance d’un ensemble S en forme de log(

∑
i bi(S)) où bi(S) désigne

le i-ième nombre de Betti (c’est-à-dire, le rang du i-ième groupe d’homologie).
Il en résulte des bornes inférieures pour nombreux problèmes algébriques
et combinatoires. Par exemple, la borne inférieure quadratique n2 pour le
problème du sac-à-dos (ça signifie, s’il existe une sous-somme

∑
j∈J aj = 1

égale 1, J ⊂ {1, . . . , n} dans un ensemble {a1, . . . , an} donné), en outre la
borne inférieure n log n pour le problème de la cöıncidence d’ensembles (ça
signifie, si deux ensembles {a1, . . . , an} et {c1, . . . , cn} cöıncide, et la même
borne n log n pour le problème de la distinction d’ensemble (ça signifie, si
tous les éléments d’un ensemble {a1, . . . , an} sont différents deux-à-deux).
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On observe que deux dernières bornes sont exactes.
Quand même cette borne inférieure n’est pas utilisable pour des ensembles

S topologiquement trivials. en particulier, lorsque S est un polyèdre, comme
par exemple dans le problème NP-complet du commis voyageur. Pour ça
on a développé une méthode en engageant les courbures principales [58, 61]
qui implique la borne inférieure sur la complexité de la reconnaissance d’un
polyèdre S, étant logarithmique du nombre des facettes de toutes les di-
mensions de S. Dans [71] cette borne a été généralisée pour des arbres de
calculs.

8.2 Arbres probabilistes de calculs et singularités

Un arbre probabiliste de tests (ou de calculs, respectivement) admet des
ramifications aléatoires, outre des opérations qui paraissent dans des arbres
de tests (ou de calculs, respectivement). On définit qu’une entrée x est
acceptée (ou rejetée, respectivement) par un arbre si la probabilité de ce que
x est acceptée (ou rejetée, respectivement) est supérieure à 2/3. Dans cette
définition on puisse remplacer 2/3 par n’importe quelle constante entre 1/2
et 1.

On a construit un arbre probabiliste de calculs qui résout le problème de la
cöıncidence d’ensembles avec la complexité linéaire n. Par cela même un ar-
bre probabiliste de calculs est un modèle plus puissant que celui déterministe
pour lequel une borne inférieure n log n est établie (voir le sous-chap̂ıtre
précédent). De plus, toutes les méthodes pour obtention les bornes inférieures
sur la complexité des arbres déterministes (mentionnées dans le sous-chap̂ıtre
précédent) ratent pour ceux probabilistes parce qu’elles engagent les car-
actères soit topologiques (les groupes d’homologie) soit différentielle-géométriques
(les courbures principales). D’autre part ces caractères ne sont pas invariants
par rapport à changements d’un ensemble à une petite mesure près, ce qui
se passe aux arbres probabilistes.

C’est pourquoi on a développé une autre méthode afin de démontrer des
bornes inférieures sur la complexité des arbres probabilistes sur le corps réel
R. Cette méthode repose sur des points de triche soi-disants, dont coor-
données sont infinitesimales. Elle entrâıne la borne inférieure sur la com-
plexité pour des arbres probabilistes de tests [66, 69] qui reconnaissent soit
des arrangements (c’est-à-dire, des réunions d’hyperplans) soit des polyèdres.
Dans les deux cas la borne est logarithmique du nombre des facettes de toutes
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les dimensions. En particulier il suit de là la borne inférieure quadratique
n2 pour le problème du sac-à-dos et la borne n log n pour le problème de la
distinction pour des arbres probabilistes de tests.

En engageant le concept de la complexité limite de Strassen, on a généralisé
la borne inférieure quadratique n2 pour le problème du sac-à-dos pour des
arbres probabilistes de calculs [71]. En estimant le degré de l’application du
gradient on a établi [76] la borne inférieure n log n pour le problème de la dis-
tinction pour des arbres probabilistes de calculs. En fait, dans [76] la borne
est démontrée qui est logarithmique du nombre des facettes de toutes les
dimensions pour reconnaissance soit d’un arrangement soit d’un polyèdre.
Cela signifie que la complexité probabiliste de la reconnaissance d’un en-
semble dépend de la géométrie de cet ensemble. Quand on reconnâıt une
réunion de sous-espaces de codimensions supérieures à 1 (plutôt que hyper-
plans), la borne de [76] ne marche plus comme le montre la borne supérieure
linéaire susmentionnée pour le problème de la cöıncidence d’ensembles. Il
reste ouverte la question sur la complexité probabiliste d’autres problèmes
qui se représentent des réunions de sous-espaces comme par exemple, celui
d’inclusion d’ensembles, autrement dit si {a1, . . . , an} ⊂ {b1, . . . , bm}.

Dans [75] on a obtenu la borne inférieure pareile sur la complexité des
arbres probabilistes de calculs qui reconnaissent un arrangement sur un corps
algébriquement clos de la caratéristique zéro. Cette borne est logarithmique
du nombre de facettes de toutes les dimensions.

D’autre part, aucune borne inférieure n’est connue sur la complexité des
arbres probabilistes sur les corps de la caractéristique positive.

Alors, on a démontré qu’une accélération est possible au facteur log n
pour des arbres probabilistes par rapport aux arbres déterministes. Ce serait
intéressant à éclaircir la question, à quel point une meilleure accélération soit
possible?

Dans [114] on fait intervenir le concept de la complexité de communication
sur le corps réel. On a démontré la borne inférieure n/2 (qui est proche de
celle optimale n) sur la complexité probabiliste de communication pour le
problème du sac-à-dos et pour celui d’intersection d’ensembles.
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8.3 Complexité des arbres analytiques, topologiques et
parallèles

Dans la théorie de complexité on considère également des arbres plus puis-
sants que ceux de calculs. Rabin a fait intervenir un modèle d’arbres analy-
tiques qui puissent se ramifier dans chaque pas selon le signe d’une fonction
analytique réelle. Autrement dit, cette fonction joue le rôle d’une fonction de
test. Rabin a démontré la borne inférieure (exacte) n sur la complexité d’un
arbre analytique quelconque qui reconnâıt l’octant Rn

+ = {(x1, . . . , xn) ∈
Rn : x1 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0}.

Dans [68] on a fabriqué un arbre analytique probabiliste qui reconnâıt Rn
+

avec la complexité O(log5 n). Ceci montre encore une opposition entre des
arbres deterministes et ceux probabilistes. Par ailleurs, dans [68] on a prouvé
une borne inférieure

√
n sur la complexité des arbres analytiques probabilites

qui reconnaissent une réunion appropriée parmi de tous les 2n octants.
Jusqu’ici on considérait la profondeur d’un arbre en tant que sa com-

plexité. C’est plus difficile à minorer la taille d’un arbre et dans cette direc-
tion on a obtenu deux résultats suivants. Dans [67] on a démontré une borne
inférieure exponentielle sur la taille de n’importe quel arbre de calculs qui
reconnâıt l’octant. Dans [68] on a prouvé une borne inférieure exponentielle
sur la taille de n’importe quel arbre analytique qui reconnâıt une réunion
appropriée des octants.

Dans [59, 64] on a fait intervenir des arbres de Pfaff. Les fonctions de
tests le long de chaque chemin d’un arbre de Pfaff constituent une châıne de
Pfaff. Par conséquent, un arbre de Pfaff T est celui analytique. Supposons
que T reconnâıt un ensemble S étant soit semi-pfaffien ayant c composantes
connexes soit un polyèdre ayant c facettes de toutes les dimensions. Dans
[59, 64] on a démontré une borne inférieure

√
log c sur la complexité de T .

Un autre modèle de calculs est un arbre parallèle qui puisse accomplir
simultanément quelques opérations. En d’autres termes, un arbre parallèle
comporte plusieurs processeurs. D’habitude on suppose qu’un processeur
quelconque puisse mettre en marche deux ceux neufs et par cela même après
t pas parallèles un arbre puisse utiliser 2t processeurs.

A.Yao a démontré une borne inférieure
√

log c sur la complexité d’un arbre
parallèle qui reconnâıt un ensemble semi-algébrique S ayant c composantes
connexes. Dans [70] j’ai montré que cette borne

√
log c est proche à celle

exacte lorsque S est un ensemble semi-linéaire, en particulier une réunion
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de polyèdres. Ça signifie qu’en comparaison des arbres consécutifs, quand
on considère ceux parallèles on ne pourrait qu’attendre une accéleration des
calculs à un carré de la complexité.

Lorsqu’on ne compte dans un arbre de calculs que les ramifications on
est amené au concept d’un arbre topologique. Autrement dit, un arbre
topologique est un cas particulier d’un arbre analytique qui n’admet que
des polynômes comme des fonctions de tests. Etant donnés des polynômes
f1, . . . , fk ∈ R[X1, . . . , Xn], on nomme une cellule un ensemble semi-algébrique
M qui est connexe maximal remplissant la propriété que les signes des polynômes
f1, . . . , fk sont constants sur M . On désigne par c le nombre de toutes les
cellules. Dans [84] j’ai fabriqué un arbre topologique T dont complexité est
log c qui partage toutes les cellules, c’est-à-dire, pour n’importe quel chemin
de T l’ensemble de tous les points de Rn qui satisfont les tests le long de
ce chemin est contenu dans une certaine cellule. Evidemment, cette borne
supérieure sur la complexité est exacte.

Si un arbre calcule une fonction g (au lieu de reconnâıtre un ensem-
ble) on peut considérer un arbre approximant qui calcule g de façon ap-
proximative. Dans [83] on a étendu sur des arbres approximants les bornes
inférieure établies dans [69, 71, 72, 75, 76] (et mentionnées dans les chap̂ıtres
précédents) sur la complexité en termes du nombre des composantes connexes
et du nombre des facettes.

8.4 Complexité additive, fonctions algébriques et de
Pfaff

La complexité additive C+(f) d’un polynôme f égale au nombre minimal
d’additions nécessaire afin de calculer f (avec cela on ne compte pas ni mul-
tiplications ni divisions). C’est une question encore ouverte si la complexité
additive est calculable? Dans [52] on a démontré qu’elle devient calculable
si on admet des opérations de prises de racines dans des calculs.

Dans [53] on a considéré des circuits avec de prises de racines pour cal-
culer des fonctions algébriques. On a prouvé dans [53] que si on ajoute
aux opérations de circuits de plus des prises du logarithme et de la fonction
exponentielle, alors la complexité d’une fonction algébrique ne change pas.
Autrement dit, les fonctions exponentielles et les logarithmes n’aident pas à
accélérer des calculs de fonctions algébriques.
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Dans [17] j’ai prouvé une borne inférieure C+(f) >
√

log r où r désigne le
nombre des racines réelles de f . La preuve employe la borne supérieure sur
le nombre des racines réelles des fonctions de Pfaff due à Khovanski.

Dans [16] j’ai fait intervenir des calculs orientés d’une familles A de formes
linéaires et j’ai réussi calculer précisement la complexité additive C+(A). A
cet effet on traite A comme une matrice et dans [12] j’ai établi que A possède
une décomposition de Bruhat généralisée A = u1wAu2 où wA est une matrice
de permutation unique et u1, u2 sont les matrices triangulaires supérieures.
De plus, si A = v1wv2 est une autre décomposition pareile, alors wA ≺ w où
≺ désigne la relation de l’ordre sur le groupe des permutations d’après Weil.
Il convient de noter que la décomposition de Bruhat a été connue auparavant
pour des matrices A seulement régulières et avec cela on a w = wA. Alors,
dans [16] j’ai démontré que la complexité additive C+(A) est égale au nombre
d’inversions de la permutation wA.

8.5 Complexité multiplicative et le rang d’un tenseur

Strassen a développé la théorie qui lie la complexité multiplicative (c’est-à-
dire, le nombre de multiplications et divisions n’en comptant pas d’additions)
d’une famille de formes bilinéaires avec le rang d’un tenseur. Plusieurs
problèmes de calcul, en particulier, la multiplication de polynômes ou bien
de matrices se ramènent aux calculs des familles des formes bilinéaires.

Le concept du rang d’un tenseur généralise celui d’une matrice, mais à
l’opposé du dernier on ne connâıt pas d’algorithme raisonnable pour calculer
le rang d’un tenseur. Dans [5, 6, 8] j’ai décrit le rang d’une paire de formes
bilinéaires. Il est bien connu (grâce à la transformation de Fourier) que la
complexité multiplicative de la multiplication de polynômes sur n’importe
quel corps infini est linéaire et celle-ci est majorée par n log n sur un corps
fini. Dans [5, 6, 8] j’ai montré que cette complexité multiplicative sur un
corps fini est proche à linéaire.

Pour une seule forme bilinéaire A sur un corps quelconque sa complexité
multiplicative Cm(A) cöıncide avec son rang rg(A). Mais cela devient faux
en général pour une forme A sur un anneau K. D’autre part, l’inégalité
rg(A) ≤ Cm(A) est toujours vraie. Dans [7, 15] j’ai démontré que lorsque
K = F [X1, . . . , Xn] est une algèbre des polynômes sur n’importe quel corps
F on a l’égalité rg(A) = Cm(A) dans le cas n = 2 de deux variables (plus
général, cette égalité est remplie pour un anneau K de la dimension ho-
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mologique globale inférieure ou égale à 2). Pour le nombre n de variables
arbitraire l’inégalité Cm(A) < 2rg(A) est prouvée dans [7, 15] et de plus le
quotient Cm(A)/rg(A) puisse être aussi proche à 2 que l’on désire quand n
tend vers l’infini.

C’est un problème ouvert à établir des bornes inférieures non-linéaires
sur la complexité multiplicative (en d’autres termes le rang d’un tenseur).
Pour arriver à cette fin il faudrait inventer une généralisation de la notion
du déterminant (d’une matrice) pour d’un tenseur qui serait égale à zéro sur
des tenseurs avec le rang assez petit.

8.6 Complexité de fonctions booléiennes

On ne connâıt aucunes bornes inférieures absolues sur la complexité de fonc-
tions booléiennes. C’est pourquoi on s’intéresse à bornes dans quelques sup-
positions raisonnables. Une telle borne a été démontré dans [2]. Une autre
borne inférieure pour des circuits booléiens monotones a été obtenue dans
[4].

Outre la taille T (qui joue le rôle du temps) d’un circuit on considère
aussi sa mémoire S et dans [2] j’ai établi les bornes inférieures sur le produit
TS. En particulier, on a TS ≥ n2 pour le problème de la multiplication de
polynômes du degré n et on a TS ≥ n3 pour le problème de la multiplication
de matrices à n lignes et n colonnes.

Dans [78, 80, 81] on a considéré des circuits de la profondeur 3 sur un
coprs fini et on a obtenu une borne inférieure exponentielle sur la complexité
(la taille) d’un circuit qui calcule le déterminant. Il convient de noter que la
question pareile pour des corps infinis est encore ouverte et du même pour
des corps finis lorsque l’on considère des circuits de la profondeur 4.

9 Un caractère topologique de la classe de

complexité P

Afin d’aborder le problème P-NP et en général d’obtenir des bornes inférieures
sur la complexité, ce serait utile à trouver certains caractères inhérents de
la classe P et d’autres classes de complexité. Dans cette direction il n’a
été connu qu’un seul théorème de Strassen qui décrit la famille de tous les

48



circuits algébriques qui calculent polynômes avec la complexité polynomiale,
c’est-à-dire, la classe P.

Nous proposons [88] un autre caractère d’une façon topologique de la
classe P. D’abord, pour simplifier on considère le cas des polynômes univari-
ables. On désigne par MP l’ensemble des vecteurs des multiplicités des zéros
de tous les polynômes de la classe P. Nous avons démontré que le nombre
des éléments de MP est inférieure à la fonction exponentielle de la complexité
d’un polynôme, alors que le nombre de tous les vecteurs des multiplicités pos-
sibles s’accrôıt comme une fonction exponentielle du degré d’un polynôme,
autrement dit double-exponentielle de la complexité.

Dans le cas de polynômes multivariablesMP signifie l’ensemble des vecteurs
des multiplicités des zéros de tous les systèmes de polynômes de la classe P,
sous réserve que le système ait un nombre fini des zéros. On a établi [88] une
borne supérieure pareile sur le nombre des éléments de MP dans le cas de
polynômes multivariables. Pour la démonstration on a obtenu [88] une borne
supérieure sur la complexité des bases de Groebner paramétriques. En outre,
on a construit [91] des exemples de systèmes de polynômes qui montrent que
la borne susmentionnée sur le nombre des éléments de MP est exacte.

Alors, on a établi un rapport de la complexité avec un caractère d’une
façon topologique, notamment, le nombre des vecteurs de l’ensemble MP.
Afin d’obtenir une borne inférieure sur la complexité il faudrait produire un
polynôme (ou bien un système de polynômes) dont vecteur des multiplicités
des zéros n’appartient pas à MP. Mais c’est la difficulté que l’ensemble MP

n’est pas décrit explicitement, on sait seulement que le taux de MP est très
petit dans l’ensemble de tous les vecteurs des multiplicités possibles.

10 Complexité de machines de Blum-Shub-

Smale

Une machine de Blum-Shub-Smale (bref, BSS) est un modèle de calculs qui
différe des modèles habituels (par exemple, machines de Turing, machines
d’accès arbitraire etc.) en ce que machine de BSS traite des données réelles
(plutôt que celles binaires). En particulier, une machine de BSS peut ef-
fectuer les opérations arithmétiques avec des nombres réels et se ramifier
conformément au signe d’un nombre réel.
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Pour des machines de BSS on considère les classes de complexité similaires
aux celles pour les modèles de calculs habituels. Le plus grand défi dans ce
domaine est l’analogue du problème P-NP pour des machines de BSS. Nous
avons obtenu deux résultats sur les classes de complexité de machines de
BSS.

Le premier d’eux [60] décrit la classe PPar du temps parallèle polynomial
de machines de BSS lorsqu’on se restreint à l’entrée binaire. A savoir, cette
classe cöıncide avec la classe P/poly du temps polynomial avec des “conseils”
de la taille polynomiale.

Dans le deuxième résultat [93] on étudie des ensembles A NP-complets
qui sont creux. Ça veut dire que la composante n-ième An ⊂ Rn de A
a sa dimension dimAn < n. Cette notion étend celle des modèles de cal-
culs habituels pour lesquels il est connu qu’aucun ensemble NP-complet
creu n’existe à moins que P 6= NP. Pour des machines de BSS nous avons
démontré qu’aucun ensemble NPW-complet creu n’existe où NPW désigne
la classe du temps non-deterministe polynomial faible.

11 Complexité de preuves algébriques et semi-

algébriques

Des preuves algébriques sont une approche au problème P−NP qui est un
des plus grands défis mathématiques (il est mis en la première place dans la
liste bien connue des problèmes du millénaire). L’essence de cette approche
est comme suit.

Un de problèmes NP-complets typiques est celui de solubilité d’un système
d’équations algébriques f1 = . . . = fk = 0. Et pour ça on a fait intervenir un
système logique qui s’appelle ”calcul de polynômes”. En tant que ses axiomes
on utilise les polynômes f1, . . . , fk ∈ F [X1, . . . , Xn] et il y a deux règles qui
permettent premierèment, de produire n’importe quelle combinaison linéaire
de polynômes déjà déduits et deuxiemèment, de multiplier par une variable
quelconque. Alors, le calcul permet de produire éléments de l’idéal engendré
par f1, . . . , fk. A titre de la mesure de complexité on considére le degré
maximal de tous les polynômes intermédiaires déduits.

Si le degré était constante alors la classe de complexité P cöınciderait avec
la classe NP. C’est pourquoi on s’intéresse à l’obtention de bornes inférieures
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sur le degré surtout pour des systèmes d’équations booléiennes, c’est-à-dire,
lorsque les polynômes f1, . . . , fk contiennent forcement les polynômes X2

i −Xi

quelque soit 1 ≤ i ≤ n. Pour des systèmes booléiennes on a une borne
supérieure évidente n sur le degré et donc l’intention est à démontrer une
borne inférieure linéaire.

Il était connu une borne inférieure sous-linéaire (en particulier, la racine
carrée) pour certains principes logiques, par exemple, pour celui de ”pigeons-
trous” d’après Dirichlet. Ou également on connaissait une borne inférieure
linéaire pour le problème du sac-à-dos (étant NP-complet comme on le sait
bien) au-dessus d’un corps F de la caractéristique zéro. Enfin dans [85,86] on
a établi une borne inférieure linéaire pour le système de tautologies de Tseitin
et aussi pour le principe de parité au-dessus d’un n’importe quel corps F .
Pour ça on a développé la théorie de ”presque-groupes” soi-disants et on l’a
employé pour des idéals binomiaux (cela étend la théorie pareile produite plus
tôt dans [82] pour le calcul du Nullstellensatz). C’est un résultat definitif et
la meilleure possible borne inférieure dans le calcul de polynômes.

La borne établie signifie que ce ne soit pas possible à prouver de cöıncidence
des classes P et NP au sein du calcul de polynômes, autrement dit n’en re-
posant que sur le Nullstellensatz. C’est pourquoi on a fait intervenir dans
[87] un système logique nommé ”le calcul du Positivstellensatz” qui étend le
calcul de polynômes et bénéficie d’inégalités polynomiaux.

A savoir, on dit qu’on a une réfutation dans le calcul du Positivstellensatz
si on déduit un certain élément

∑
1≤i≤k figi dans le calcul de polynômes et

en outre on calcule au moyen d’un circuit algébrique quelques polynômes
h1, . . . , hm qui remplissent l’égalité

1 +
∑

1≤j≤m
h2
j =

∑
1≤i≤k

figi

On définit le degré de la réfutation comme le degré de la déduction de
l’élément

∑
1≤i≤k figi dans le calcul de polynômes. La complétude du calcul

du Positivstellensatz est basée sur le Positivstellensatz.
Dans [87] on a démontré une borne inférieure exponentielle sur le degré

dans le calcul du Positivstellensatz pour le système polynomial ”telescopique”,
soi-disant. Mais celui-ci n’est pas booléien et dans [89] j’ai établi une borne
inférieure linéaire pour le système de tautologies de Tseitin et de plus pour le
principe de parité. Finallement, dans [90] j’ai démontré une borne inférieure
linéaire pour le problème du sac-à-dos.
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Dans [89, 90] pour la démonstration de la borne inférieure d sur le degré
il faut fabriquer une application linéaire sur l’anneau des polynômes dont la
forme quadratique induite soit non-negative étant restreinte sur le sousespace
des polynômes du degré plus petit que d/2.

De nouveau ces bornes établies signifient que au sein du calcul du Posi-
tivstellensatz ce n’est pas possible à démontrer cöıncidence NP avec coNP.
Et ensuite afin de traiter des systèmes d’inégalités f1 ≥ 0, . . . , fk ≥ 0 (au
lieu de systèmes d’équations) il faut regarder des systèmes logiques plus
forts dans lesquels on peut déduire pas à pas des éléments quelconques du
cône c(f1, . . . , fk) engendré par les polynômes f1, . . . , fk. A savoir, on définit
c(f1, . . . , fk) par récursion selon les règles suivantes:

0. f1, . . . , fk ∈ c(f1, . . . , fk)
1. f 2 ∈ c(f1, . . . , fk) quelque soit polynôme f ∈ R[X1, . . . , Xn];
2. si g1, g2 ∈ c(f1, . . . , fk) alors
g1 + g2, g1g2 ∈ c(f1, . . . , fk).
Des pas du calcul généralisé du Positivstellensatz suivent ces règles et

on définit le degré d’une déduction comme le degré maximal de tous les
polynômes intermédiaires. Ça serait intéressant à obtenir une borne inférieure
sur le degré pour n’importe quel problème naturel, par exemple, pour celui
de parité.

Un cas particulier de tels systèmes est le calcul d’après Lovasz-Schrijver
qui permet de produire des éléments du cône de degrés supérieurs ou égal à
2. Ce système-là est complet pour le problème de la programmation entière.
C’est un problème ouvert à démontrer une borne inférieure sur la complexité
de déductions dans le calcul d’après Lovasz-Schrijver, par exemple, pour
le problème du sac-à-dos. Lorsqu’on considère [97, 98] une généralisation
LS4 du calcul de Lovasz-Schrijver qui admet de produire des polynômes du
degré 4 (plutôt que 2), on peut construire [97] des preuves de complexités
polynomiales pour les problèmes NP-complets de cliques et du sac-à-dos.
C’est pourquoi le problème d’obtenir des bornes inférieures pour LSd avec
d ≥ 4 est difficile. D’autre part, pour une version faible (dénommée, statique)
de LSd on a établi [98] une borne inférieure exponentielle sur la complexité de
preuves pour le problème du sac-à-dos. Dans la version statique une preuve
est représentée par une formule plutôt que par un calcul comme dans les
systémes de preuves habituels.

Une autre direction d’aborder le P−NP problème est la considération
du calcul de polynômes qui admet d’introduire de nouvelles variables, ceci est
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le trait de calculs qui permet de les renforcer considérablement. Je suppose
d’essayer de démontrer une borne inférieure sur le degré pour ce calcul étendu.
Pour ça je vais regarder des déformations d’algèbres quotients par rapport à
l’idéal engendré par le système de polynômes.

Mais ce calcul étendu est difficile à considérer et c’est pourquoi on va
regarder une version intermédiaire où on déduit des formules polynomiales
et au bout d’une déduction à partir d’un système de polynômes on tente de
prouver qu’on peut déduire l’unité, autrement dit on est amené à la con-
tradiction conformément aux certaines règles. Je vais obtenir des bornes
inférieures sur la complexité de tels calculs logiques.

Il convient de noter que le calcul de polynômes lorsqu’on déduit des for-
mules polynomiales [95] est plus fort que des systèmes de Frege et par cela
même des bornes inférieures sur la complexité de ce calcul impliquerait celles
des systèmes de Frege. D’autre part, ce calcul est assez fort et permet de
réduire de déductions de certains principes logiques, en particulier, pour celui
de “pigeon-trous” d’après Dirichlet et pour les tautologies de Tseitin [95].
C’est une question ouverte d’obtenir des bornes inférieures sur la complexité
dans un systéme de preuves qui déduit des formules polynomiales.

A la fois, les bornes obtenues fournissent les bornes inférieures sur le degré
pour le Positivstellensatz. Avec cela, elles font la paire les bornes supérieures
pour le Positivstellensatz que s’occupent M.-F.Roy de notre équipe avec
H.Lombardi (Besançon).

12 Complexité d’isomorphisme de graphes et

d’algèbres

Le problème de la complexité d’isomorphisme de graphes est encore ouvert.
C’est pourquoi on s’intéresse à classes de graphes et des algorithmes qui
reconnaissent l’isomorphisme de graphes de telles classes avec la complexité
polynomiale. Une de telles classes qui consiste en graphes ayant la multiplicité
de leur spectre restreinte on a produit dans [14].

L’isomorphisme de graphes est lié étroitement avec l’isomorphisme d’algèbres.
Dans [13] j’ai fabriqué une classe d’algèbres dont le problème d’isomorphisme
est équivalent à celui de graphes. Autres liaisons avec certains problèmes de
polynômes provenants des invariants de graphes sont établies dans [10].
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13 Complexité de machines de Turing et de

Kolmogorov

Dans ce chap̂ıtre il s’agit de comparaison de la complexité de deux modèles
de calculs. Schoenhage avait réussi mimer une machine de Turing multidi-
mensionnelle T au moyen d’un algorithme de Kolmogorov K en temps réel,
c’est-à-dire, chaque pas de T est mimé par un certain nombre constant de pas
de K. Par contre, dans [1] j’ai construit un ensemble E et un algorithme de
Kolmogorov qui reconnâıt E en temps réel et démontré qu’aucune machine
de Turing miltidimensionnelle ne puisse le reconnâıtre en temps réel.

Dans [3] j’ai établi la complexité de simulation d’un algorithme de Kol-
mogorov au moyen d’une machine de Turing d’une dimension m et de plus
la complexité de simulation d’une machine de Turing d’une dimension n au
moyen de celle d’une dimension m < n via m,n. Dans [9] ces résultats étaient
étendus sur des machines non-deterministes.

14 Problèmes de complexité en biologie

On a étudié dans [101] le problème de la complexité de transformations avec
des séquences génétiques en l’alphabet {A,C,G, T}. Le nombre minimal
d’opérations nécessaire afin de transformer une séquence à une autre est
décrit par la complexité d’après Kolmogorov qui est uncalculable en général.
D’autre part, pour certaines familles d’opérations appropriées la version cor-
respondante de la complexité d’après Kolmogorov devient calculable. On a
démontré dans [101] que si les opérations admettent soit un ajouté d’une
lettre soit une répétition d’une sous-séquence à la fin de la séquence, alors
on peut calculer cette version de la compexité d’après Kolmogorov en temps
polynomial. Si on admet de plus, les opérations de modification d’une seule
lettre d’une séquence, on ne peut que majorer la version correspondante de
la complexité d’aprés Kolmogorov en temps polynomial.

On considère dans [102, 106] un modèle de réseaux de gènes. On peut
traiter ce modèle comme un système dynamique. Nous démontrons dans [102]
que ces réseaux peuvent engendrer toutes les structures spatio-temporelles.
En outre on produit un algorithme qui nous permet de déterminer les paramètres
d’un réseau qui rend la structure donnée. Enfin, nous obtenons dans [102]
des bornes inférieures sur le nombre de gènes du réseau qui engendrent la
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structure. Les dernières bornes reposent sur la méthode de Khovanski.
Dans [112] on considère la stabilité et l’évolution de réseaus génétiques.

On a démontré qu’un réseau est instable (lorsque ses paramètres sont fixés),
en d’autres mots la probabilité de maintenir l’homéostasie du réseau tend
vers 0 quand le temps tend à l’infini. D’autre part, si les paramètres d’un
réseau peuvent évoluer, la probabilité de sa survie peut devenir positive.

Dans [121] on considère le comportement d’une espèce biologique en cours
d’évolution comme un système dynamique avec un ensemble de paramètres et
qui est subi une agitation à l’extérieur. On démontre que si les paramètres ne
changent pas alors le système ne va survivre qu’avec une probabilité tendant
vers 0 (ça signifie qu’il va quitter le domaine dans lequel on peut subsister).
D’autre part, il existe un algorithme probabiliste tel que si les paramètres
changent selon cet algorithme, la probabilité de ce que le système va sur-
vivre reste positive. On argumente que si l’agitation est assez forte alors
les paramètres doivent être discrets. Cela permet de lier l’évolution aux
problèmes NP-complets, c’est-à-dire le problème de survivance peut être NP-
complet.

On fait introduire dans [124] une classe de systèmes dynamiques aléatoires
qui contient réseaux neurals en particulier. On montre que presque tous
les systèmes de la dernière classe sont instables. Cela entrâıne que si une
suite de systèmes simule un procédé d’évolution stable alors la complexité de
Kolmogorov des systèmes de cette suite dôıt accrôıtre.

LISTE DE PUBLICATIONS

1. Kolmogorov’s algorithms are stronger than Turing machines. — Notes
of Scientific Seminars of LOMI, vol. 60, 1976, p. 29–37 (traduction en
anglais dans J. Soviet Math., vol. 14, N 5, 1980).

2. An application of separability and independence notions for proving
lower bounds of circuit complexity. — ibid., p. 38–48 (traduction en
anglais dans J. Soviet Math., vol. 14, N 5, 1980, p. 1450–1456).

3. Imbedding theorems for Turing machines of different dimensions and
Kolmogorov’s algorithms. — Soviet Math. Dokl., 1977, vol. 18, N 3,
p. 588–592.

55



4. On a nonlinear lower bound for circuit complexity of a set of disjunc-
tions in monotone boolean basis. — Notes of Scientific Seminars of
LOMI, vol. 68, 1977, p. 19–25 (traduction en anglais dans J. Soviet
Math., vol. 15, N 1, 1981, p. 11–13).

5. Some new bounds on tensor rank. — Preprint LOMI, E-2-78, 1978, 12
p.

6. Mutiplicative complexity of a pair of bilinear forms and of the polyno-
mial multiplication. — Lecture Notes Computer Science, 1978, vol. 64,
p. 250–256.

7. Relation between the rank and the multiplicative complexity of a bi-
linear form over a noetherian commutative ring. — Notes of Scientific
Seminars of LOMI, vol. 86, 1979, p. 66–81 (traduction en anglais dans
J. Soviet Math., vol. 17, 1981, p. 1987–1998).

8. The algebraic computational complexity of a set of bilinear forms. —
Journal of Computational Math. and Mathematical Physics, 1979,
vol. 19, N 3, p. 563–580 (traduction en anglais dans USSR Comput.
Math. and Math. Physics, vol. 19, 1980, p. 1-20).

9. Time bounds of multidimensional Turing machines. — Notes of Scien-
tific Seminars of LOMI, vol. 88, 1979, p. 47–55 (traduction en anglais
dans J. Soviet Math., vol. 20, 1982, p. 2290–2295).

10. Two reductions of graph isomorphism to problems for polynomials. —
ibid., p. 56–61 (traduction en anglais dans J. Soviet Math., vol. 20,
1982, p. 2296–2298).

11. On the Eisenbud–Levine formula over a perfect field (avec N.Ivanov).
— Soviet Math. Dokl., 1980, vol. 21, N 3, p. 662–664.

12. Analogy of Bruhat decomposition for the closure of a cone of Chevalley
group of a classical serie. — Soviet Math. Dokl., 1981, vol. 23, N 2,
p. 393–397.

13. On the complexity of the “wild” matrix problems, of the isomorphism
of algebras and graphs. — Notes of Scientific Seminars of LOMI, 1981,

56



vol. 105, p. 10–17 (traduction en anglais dans J. Soviet Math., vol. 22,
1983, p. 1285–1289).

14. Isomorphism of graphs with bounded eigenvalue multiplicity. — Proc. 14
ACM Symp. Th. Comput., 1982, p. 310–324 (avec L. Babai, D. Mount).

15. Multiplicative complexity of a bilinear form over a commutative ring.
— Lecture Notes Computer Science, 1981, vol. 118, p. 281–286.

16. Additive complexity in directed computations. — Theoretical Com-
puter Science, 1982, vol. 19, p. 39–67.

17. Lower bounds in algebraic complexity. — Notes of Scientific Seminars
of LOMI, vol. 118, 1982, p. 25–82 (traduction en anglais dans J. Soviet
Math., vol. 29, 1985, p. 1388–1425).

18. Polynomial–time factoring of the multivariable polynomials over a global
field. — Preprint LOMI E-5-82, 1982, 39 p. (avec A. Chistov).

19. Subexponential–time solving systems of algebraic equations. I, II. —
Preprint LOMI E-9-83, E-10-83, 119 p. (avec A. Chistov).

20. Polynomial factoring over a finite field and solving systems of algebraic
equations. — Notes of Scientific Seminars of LOMI, vol. 137, 1984,
p. 20–79 (traduction en anglais dans J. Soviet Math., 1986, vol. 34,
p. 1762–1803).

21. Fast decomposition of polynomials into irreducible ones and the solu-
tion of systems of algebraic equations. — Soviet Math. Dokl., vol. 29,
1984, p. 380–383 (avec A. Chistov).

22. Complexity of quantifier elimination in the theory of algebraically closed
fields. — Lecture Notes Computer Science, 1984, vol. 176, p. 17–31
(avec A. Chistov).

23. Finding real solutions of systems of algebraic inequalities in subexpo-
nential time. — Soviet Math. Dokl., 1985, vol. 32, N 1, p. 316–320
(avec N. Vorobjov(jr.)).

57



24. Complexity of deciding the first–order theory of algebraically closed
fields. — Izvestia of Academy of Sciences of the USSR, 1986, vol. 50,
N 5, p. 1106–1120 (traduction en anglais dans Math. USSR Izvestia,
vol. 29, N 2, 1987, p. 459–475).

25. Computational complexity in polynomial algebra. — Proc. of Inter-
national Congress of Mathematicians, 1986, Berkeley, vol. 2, p. 1452–
1460.

26. The matching problem for bipartite graphs with polynomially bounded
permanents is in NC. — Proc. 28 Symp. Found. Comput. Sci., IEEE,
1987, p. 166–172 (avec M. Karpinski).

27. Solving systems of polynomial inequalities in subexponential time. —
J. Symp. Comput., 1988, vol. 5, p. 37–64 (avec N. Vorobjov (jr.)).

28. Complexity of deciding Tarski algebra. — J. Symp. Comput., 1988,
vol. 5, p. 65–108.

29. Complexity of quantifier elimination in the theory of ordinary differ-
ential equations. — Lecture Notes Computer Science, 1989, vol. 378,
p. 11–25.

30. Complexity of factoring an ordinary linear differential operator. —
Soviet Math. Dokl., 1989, vol. 38, N 3, p. 452–457.

31. Complexity of factoring and GCD calculating of ordinary linear differ-
ential operators. — J. Symp. Comput., 1990, vol. 10, N 1, p. 7–37.

32. Fast parallel algorithms for sparse multivariate polynomial interpola-
tion over finite fields — SIAM J. Comput., 1990, vol. 19, N 6, p. 1059–
1063 (avec M. Karpinski, M. Singer).

33. Solving ordinary differential equations in the series with real exponents.
— Trans. AMS, 1991, vol. 327, N 1, p. 329–351 (avec M. Singer).

34. Complexity of calculating characteristics and genre of a system of ex-
terior differential equations. — Soviet Math. Dokl., 1989, vol. 39, N 3,
p. 432–436.

58



35. Computational complexity in commutative algebra. — Math. Notes,
1989, vol. 46, N 1, p. 563–568.

36. Complexity of computing the characteristics and the genre of a system
of exterior differential equations. — Lecture Notes Computer Science,
1989, vol. 358, p. 534–543.

37. Complexity of irreducibility testing for a system of linear ordinary dif-
ferential equations. — Proc. Int. Symp. on Symb. Algebr. Comput.,
ACM, 1990, Japan, p. 225–230.

38. How to test in subexponential time whether two points can be con-
nected by a curve in a semialgebraic set. — Ibid., p. 104–105.

39. Complexity of solving systems of linear equations over the rings of
differential operators. — Proc. Int. Symp. Effective Methods in
Algebraic Geometry, 1990, Italy, Birkhäuser, Progr. in Math., vol. 94,
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