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1 Ââåäåíèå

Çàäà÷ó î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå â ñåòè ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: åñòü âîäîïðîâîäíàÿ ñåòü, ñîñòîÿùàÿ èç òðóá ðàçíîé ïðîïóñê-
íîé ñïîñîáíîñòè (êîòîðàÿ ìîæåò èçìåðÿòüñÿ, íàïðèìåð, ìàêñèìàëüíî âîç-
ìîæíûì êîëè÷åñòâîì ïðîïóùåííîé æèäêîñòè â åäèíèöó âðåìåíè), ñîåäè-
íåííûõ óçëàìè. Â îäíîì èç óçëîâ íàõîäèòñÿ èñòî÷íèê âîäû (èëè êàêîé-
ëèáî äðóãîé æèäêîñòè), â äðóãîì � ñòîê. Çàäà÷à î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå
çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè ìàêñèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà æèäêîñòè, êîòîðîå
ìîæåò áûòü âûïóùåíî èç èñòî÷íèêà è, ïðîéäÿ ÷åðåç ñåòü òðóá (åñòåñòâåííî,
íå ïðåâûøàÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ýòèõ òðóá), áëàãîïîëó÷íî óäàëèòüñÿ
â ñòîêå.

Òàêèì îáðàçîì, ýòà çàäà÷à èìååò áîëüøóþ ïðàêòè÷åñêóþ öåííîñòü. Îíà
ìîäåëèðóåòñÿ â òåîðèè ãðàôîâ è èìååò ðÿä èíòåðåñíûõ ðåøàþùèõ åå àëãî-
ðèòìîâ. Âïåðâûå îíà áûëà ðåøåíà îáùèì ìåòîäîì ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ. Ïîñëå ýòîãî Ôîðä è Ôàëêåðñîí ðàçðàáîòàëè ìåòîä, ïðåäíàçíà-
÷åííûé ñïåöèàëüíî äëÿ ýòîé çàäà÷è. Ïðè ðåàëèçàöèè è îïòèìèçàöèè ýòîãî
ìåòîäà ïîÿâèëñÿ ðÿä ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ, ðàññìîòðåíèþ êîòîðûõ è
ïîñâÿùåí äîêëàä.

Ðàçäåë 2 äîêëàäà ïîñâÿùåí îñíîâíûì îïðåäåëåíèÿì, â ðàçäåëå 3 èçëàãà-
åòñÿ ìåòîä Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà, ðàçäåëû 4 è 5 ðàññìîòðåíû äâå ðåàëèçàöèè
ýòîãî ìåòîäà, ðàçäåë 6 ñîäåðæèò àëãîðèòì ìàñøòàðáèðîâàíèÿ ïðîïóñêíîé
ñïîñîáíîñòè, â êîòîðîì ìåòîä Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà âçÿò çà îñíîâó.

2 Îïðåäåëåíèÿ è ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ïîòîêà

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü äàí îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V,E), ãäå V �
ìíîæåñòâî âåðøèí, E � ìíîæåñòâî ðåáåð. Ðåáðîì (u, v) ∈ E ìû íà íàçûâàåì
ðåáðî ñ íà÷àëîì u ∈ V è êîíöîì v ∈ V . Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
ïðîñòûå ãðàôû, òî åñòü íå ñîäåðæàùèå ïåòåëü (ðåáåð âèäà (v, v), v ∈ V )
è äâîéíûõ ðåáåð (åñëè ó äâóõ ðåáåð ñîâïàäàþò íà÷àëà è êîíöû, òî ýòî
� îäíî è òî æå ðåáðî). Ïóñòü äàíî îòîáðàæåíèå c : E → R+ � ïðîïóñêíàÿ
ñïîñîáíîñòü ðåáåð. Ìîæíî èíäóöèðîâàòü ýòî îòîáðàæåíèå äî c : V ×V → R+

∗Çàêîíñïåêòèðîâàë ëåêöèþ Õàð÷åâ Í.
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ñëåäóþùèì îáðàçîì: c(u, v) = c((u, v)), åñëè(u, v) ∈ E, c(u, v) = 0,èíà÷å,
÷òî òàêæå ïîíÿòíî � ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü îòñóòñòâóþùåãî ðåáðà ðàâíà
íóëþ. Òàêæå âûäåëåíû äâå âåðøèíû â G s, t ∈ V, s 6= t. s � ýòî èñòîê ñåòè,
t � ñòîê. ×åòâåðêà (G, c, s, t) è íàçûâàåòñÿ ñåòüþ.

Áóêâû G, V,E, c, s, t ìû ôèêñèðóåì äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â äàëüíåéøåì
â òîì æå ñìûñëå, ÷òî è â îïðåäåëåíèè. Òàêæå áóêâàìè V,E ìû áóäåì
ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ â ñîîòâåòñòâóþùèõ
ìíîæåñòâàõ.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü äàíà ñåòü. f : E → R èëè, ñ àíàëîãè÷íûì
ðàñïðîñòðàíåíèåì f : V × V → R íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì â ýòîé ñåòè, åñëè
óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì

(1)f(u, v) ≤ c(u, v),∀u, v ∈ V,

(2)f(u, v) = −f(v, u),∀u, v ∈ V,

(3)∀u ∈ V \ {s, t},
∑
v∈V

f(u, v) = 0.

Ýòè òðè ñâîéñòâà èìåþò ÿñíûé ñìûñë. (1) � ïîòîê íå äîëæåí ïðåâûøàòü
ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü ñåòè, (2) � åñëè ìû íàïðàâèëè ïîòîê èç u â v, òî
îáðàòíî òå÷åò òàêîé æå ïî ìîäóëþ, íî îòðèöàòåëüíûé ïî âåëè÷èíå ïîòîê.
(3) � ñóììà âñåãî, ÷òî âòåêëî â âåðøèíó (îòðèöàòåëüíûå êîìïîíåíòû ñóììû)
äîëæíî ñîâïàñòü ñ ñóììîé óòåêøåãî, ÷òî, åñòåñòâåííî, íå îòíîñèòñÿ ê èñòîêó
è ñòîêó.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ïóñòü äàíà ñåòü è ïîòîê â íåé. |f | :=
∑

v∈V f(s, v) �
âåëè÷èíà ïîòîêà.

Ñ âåëè÷èíîé ïîòîêà ñâÿçàíî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå íà îïðåäåëåíèå
ïîòîêà: |f | ≥ 0, ÷òîáû èñòîê íåíàðîêîì íå îêàçàëñÿ ñòîêîì.

Çàäà÷à 2.1 (î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå). Äàíà ñåòü. Íàéòè ïîòîê f ñ
ìàñèìàëüíûì |f |, êîòîðûé ìû è íàçûâàåì ìàêñèìàëüíûì.

Óòâåðæäåíèå 2.1. Âî âñÿêîé ñåòè ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé ïîòîê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóçèì îòîáðàæåíèå f ñ ïàð âåðøèí íà ðåáðà, óïîðÿäî÷èì
ðåáðà. Ïî ïîòîêó f ìû ìîæåì ïîñòðîèòü òî÷êó f ′ ∈ RE , ãäå f ′

i = f(ei), ei

� i -ûé ýëåìåíò E. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî A := {f ′ ∈ RE |f� ïîòîê}. Ýòî
ìíîæåñòâî íåïóñòî (0 ∈ A), çàìêíóòî("ïðåäåë ïîòîêîâ � ïîòîê") è îãðàíè-
÷åíî ïðîïóñêíûìè ñïîñîáíîñòÿìè. |f | � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ (êîíå÷íàÿ
ñóììà êîîðäèíàò), çíà÷èò, ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà íà A îíà äîñòèãàåò
ìàêñèìóìà. Òàêèì îáðàçîì ìû, î÷åâèäíî, ïîëó÷àåì ìàêñèìàëüíûé ïîòîê.

Îáîçíà÷åíèå 2.1. Ïóñòü X, Y ⊆ V .

f(X, Y ) :=
∑

x∈X,y∈Y

f(x, y).
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Óòâåðæäåíèå 2.2. |f | =
∑

v∈V f(v, t), èëè, ÷òî òî æå ñàìîå f(s, V ) =
f(V, t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñâîéñòâó ïîòîêà (2), 0 = f(V, V ) = f(s, V ) + f(t, V ) +
f(V 1, V ), ãäå V 1 = V \ {s, t}. Ïî 3-åìó ñâîéñòâó f(V 1, V ) = 0, à ïî 2-ìó
f(t, V ) = −f(V, t). Òî åñòü, 0 = f(s, V )− f(V, t).

Îïðåäåëåíèå 2.4. V = S t T � ðàçáèåíèå V íà S è T , ïðè÷åì òàêîå, ÷òî
s ∈ S, t ∈ T, íàçûâàåòñÿ s-t-ðàçðåçîì (èëè ïðîñòî ðàçðåçîì).

Óòâåðæäåíèå 2.3. Ïóñòü (S,T) � s-t-ðàçðåç. Òîãäà f(S, T ) = |f |.

Äîêàçàòåëüñòâî.

f(S, V ) = f(S, S) + f(S, T ) = f(S, T ).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè S1 := S \ s, òî

f(S, V ) = f(s, V ) + f(S1, V ) = f(s, V ) = |f |.

Ïðîâåðèòü ýòè ðàâåíñòâà � ëåãêîå óïðàæíåíèå íà çíàíèå ñâîéñòâ ïîòîêà.

Óòâåðæäåíèå 2.4. ∀ ïîòîêà f ∀ ðàçðåçà (S, T ) |f | ≤ c(S, T ). c(S, T ) îïðå-
äåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî f(S, T ).

Óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî.

3 Ìåòîä Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà

Îïðåäåëåíèå 3.1. Îñòàòî÷íàÿ ñåòü. Âû÷èòàÿ èç ñåòè ïîòîê f , ìû ïîëó-
÷àåì îñòàòî÷íóþ ñåòü: (Gf , cf , s, t). Ìíîæåñòâî âåðøèí îñòàòî÷íîé ñåòè îñ-
òàåòñÿ ïðåæíèì, cf (u, v) := c(u, v)− f(u, v). Çàìåòèì, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå
äåéñòâóåò, êàê è ïîëîæåíî â R+. Ìíîæåñòâî ðåáåð îñòàòî÷íîé ñåòè ìåíÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðåáðà (u, v) ∈ E òàêèå, ÷òî cf (u, v) = 0 óæå íå ïðèíàä-
ëåæàò Ef , à åñëè cf (u, v) > 0 ⇒ (u, v) ∈ Ef , äàæå åñëè ýòî ðåáðî íå ïðèíàä-
ëåæàëî E.

Óòâåðæäåíèå 3.1. Åñëè â îñòàòî÷íîé ñåòè Gf ∃ ïóòü p : s → t (òàê
ìû îáîçíà÷àåì ïóòü, êîòîðûé íà÷èíàåòñÿ â s è çàêàí÷èâàåòñÿ â t) =⇒ f
íå ìàêñèìàëåí.

Òåîðåìà 3.1 (Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà). Åñëè â Gf íå ∃p : s → t =⇒ f
ìàêñèìàëåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ïî f òàêîé îáúåêò, êàê êàíîíè÷åñêèé ðàçðåç
� ýòî ðàçðåç (S, T ), òàêîé, ÷òî S := {u ∈ V |∃p : s → u ∈ Gf}, T := V \
S ⇒ t ∈ T. Äîêàæåì, ÷òî c(S, T ) = |f | (èç ýòîãî, ïî óòâåðæäåíèþ 2.4
ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî f � ìàêñèìàëåí). c(S, T ) = |f | ⇔ 0 = cf (S, T ). c(S, T ) =∑

u∈S,v∈T cf (u, v). Íî cf (u, v) = 0 ïî îïðåäåëåíèþ (S, T ), èíà÷å áû v ∈ S.
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Óïðàæíåíèå 3.1. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ñåòè êàíîíè÷åñêèé ðàçðåç
åäèíñòâåíåí, òî åñòü íå çàâèñèò îò ïîòîêà.

Àëãîðèòì 3.1 (Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà). Øàã 0. Áåðåì áàçîâûé ïîòîê f0�
íóëåâîé.

Öèêë. i-ûé øàã öèêëà. Ðàññìîòðèì îñòàòî÷íóþ ñåòü Gfi−1 .
Ñëó÷àé 1 Åñëè â íåé ñóùåñòâóåò äîïîëíÿþùèé ïóòü (ïóòü p : s → t),

ñòðîèì ïîòîê f ′ � ïðîïóñêàåì ÷åðåç ýòîò ïóòü ñòîëüêî, êàêîâà ïðîïóñêíàÿ
ñïîñîáíîñòü ìèíèìàëüíîãî âõîäÿùåãî â íåãî ðåáðà (ðåáåð êîíå÷íîå ÷èñëî,
ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êàæäîé áîëüøå 0, çíà÷èò ïîòîê íåíóëåâîé). Gfi

=
(Gfi−1)f ′ = Gfi−1+f ′ , òîãäà fi := fi−1 + f ′. Ìû óâåëè÷èëè ïîòîê.

Ñëó÷àé 2 Äîïîëíÿþùåãî ïóòè íå ñóùåñòâîâàëî. Çíà÷èò, ïî òåîðåìå
Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà, ìàêñèìàëüíûé ïîòîê ïîñòðîåí, àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò
ðàáîòó.

Êîíåö öèêëà.

Â ýòîì ìåòîäå íå äåòåðìèíèðîâàí âûáîð î÷åðåäíîãî äîïîëíÿþùåãî ïóòè
è, êàê ìû óâèäèì, ýòî âëå÷åò íåêîòîðûå ïå÷àëüíûå ñëåäñòâèÿ.

Ó ýòîãî ìåòîäà åñòü âàæíîå äîñòîèíñòâî: îí áûë ïåðâûì, èñïîëüçóþùèì
ïîíÿòèå äîïîëíÿþùåé ñåòè. Ïîëüçà ýòîãî ïîíÿòèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî,
óâåëè÷èâàÿ ïîòîê, ìû äîáàâëÿåì ê íåìó ðåáðà, êîòîðûå èäóò â ïðîòèâîïî-
ëîæíóþ ñòîðîíó òåì, ïî êîòîðûì áûë ïðîïóùåí ïîòîê, áëàãîäàðÿ ÷åìó íå
ïðîèñõîäèò áëîêèðîâêè.

Ïðèìåð 3.1.
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Ïóñòü íà ýòîì ãðàôå çàäàíû ñëåäóþùèå ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè:

c(s, a) = c(a, t) = c(s, b) = c(b, t) = 1010, c(a, b) = 1.

Äîïóñòèì àëãîðèòì âûáèðàåò ñëåäóþùèå äîïîëíÿþùèå ïóòè:

(s, a, b, t), (s, b, a, t), (s, a, b, t), (s, b, a, t), ...

Ïîëó÷àåòñÿ, êàê è áûëî îáåùàíî, ÷òî ñàìîå ñëàáîå çâåíî � ðåáðî (a, b) íå
áëîêèðóåòñÿ, à ÷åñòíî ïåðåâîðà÷èâàåòñÿ êàæäûé ðàç äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîâîãî
äîïîëíÿþùåãî ïóòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñåãî ýòèõ ïóòåé áóäåò 2 · 1010

� íå ñàìàÿ ìàëåíüêàÿ ñëîæíîñòü. Î÷åâèäíî, â ýòîì ïðèìåðå ñëîæíîñòü
ìîæíî ëåãêî óìåíüøèòü çà ñ÷åò âûáîðà äðóãèõ ïóòåé. Êàê áóäåò ïîêàçàíî
â ðàçäåëàõ 4 è 5, óëó÷øåíèå âîçìîæíî â îáùåì ñëó÷àå.
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4 Ãðàäèåíòíàÿ ìîäèôèêàöèÿ

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü u ∈ V. d[u] � ýòî ìàêñèìàëüíàÿ ïðîïóñêíàÿ
ñïîñîáíîñòü ïðîñòîãî ïóòè p : s → u (ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ïóòè � ýòî
íàèìåíüøàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü åãî ðåáðà).

Óòâåðæäåíèå 4.1.

d[t] ≥ |fmax|
E

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ýòî íå òàê. Âûêèíóâ äóãè (u, v) òàêèå, ÷òî c(u, v) <
|fmax|

E ïîëó÷èì íåñâÿçíûé ãðàô. Ïóñòü S � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè s, T :=
V \S, t ∈ T. (S, T ) � ðàçðåç, çíà÷èò c(S, T ) ≥ |fmax|. Íî, ïî íàøåìó ïðåäïîëî-
æåíèþ c(S, T ) < |fmax|

E ·E = fmax. Ïîëó÷èâøååñÿ ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò
óòâåðæäåíèå.

Ïóòü p : s → t, ðåàëèçóþùèé d[t] ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà
Äåéêñòðû çà O(V 2). Ïðèìåíèì òåïåðü ìåòîþ Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà, äîïîëíÿ-
þùèìè ïóòÿìè â êîòîðîì áóäóò ýòè ïóòè. Ýòî è åñòü ãðàäèåíòíûé ìåòîä. Îí
ñõîäèòñÿ ñ ýêñïîíåí÷èàëüíîé ñêîðîñòüþ îò êîëè÷åñòâà ïîñòðîåííûõ ïóòåé.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè f ′

i � ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü i-ãî ïóòè, fi := f ′
1 + f ′

2 +
. . . + f ′

i , fmax−i := fmax − fi,òî íà i-îì øàãå:

||fmax−i| − |f ′
i+1|| ≤ |fmax−i| −

|fmax−i|
E

= (1− 1/E) · |fmax−i| =

= (1− 1/E) · |fmax−(i−1) − f ′
i | ≤ . . . ≤ (1− 1/E)i+1 · |fmax|

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì ñëîæíîñòü O(V 2 · log1−1/E |fmax|).

5 Àëãîðèòì Ýäìîíäñà-Êàðïà

Àëãîðèòì Ýäìîíäñà-Êàðïà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû â ìåòîäå Ôîðäà-Ôàë-
êåðñîíà â êà÷åñòâå äîïîëíÿþùåãî ïóòè âñÿêèé ðàç âûáèðàòü êðàò÷àéøèé
(ïî êîëè÷åñòâó ðåáåð) ïóòü. Åãî ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ ïîèñêà â øèðèíó
çà âðåìÿ O(E).

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ïóñòü u ∈ V. df [u] � ýòî ðàññòîÿíèå (â êîëè÷åñòâå ðåáåð)
îò s äî u â îñòàòî÷íîé ñåòè f .

Ëåììà 1. df1 [u] ≥ df [u], ãäå f1 ïîëó÷àåòñÿ èç f ïðîïóñêàíèåì ïîòîêà f ′
1

ïî êðàò÷àéøåìó ïóòè.

Óòâåðæäåíèå 5.1. Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé â àëãîðèòìå Ýä-
ìîíäñà-Êàðïà � V E.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì ïîíÿòèå êðèòè÷åñêîãî ðåáðà � ýòî òî ðåáðî, êî-
òîðîå (èëè îáðàòíîå ê êîòîðîìó) íà äàííîì øàãå óäàëÿåòñÿ. Âîçüìåì ïðîèç-
âîëüíîå (u, v) ∈ E, äîêàæåì, ÷òî îíî ìîæåò áûòü êðèòè÷åñêèì íå áîëåå V
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ðàç. Ïóñòü f1, f2, ... � èòåðàöèè íàøåãî àëãîðòìà íà êîòîðûõ ýòî ðåáðî ñòàëî
êðèòè÷åñêèì, f ′

1, ... � ñîîòâåòñòâóþùèå äîïîëíÿþùèå ïóòè. Ïóñòü df1 [u] =
d, df1 [v] = d + 1 (íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, òàê êàê (u, v) ∈ f ′

1). Òîãäà íà øàãå f ′
2

îêàæåòñÿ, ÷òî (v, u) ïðèíàäëåæèò êðàò÷àéøåìó ïóòè; íî ïî ëåììå df2 [v] ≥
df1 [v] = d + 1, à df2 [u] = df2 [v] + 1, çíà÷èò df2 [u] ≥ d + 2. Ïðîäîëæàÿ òàê, è
çíàÿ, ÷òî df [u] ≤ V ∀u, f, ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ îöåíêó. Òàêèì îáðàçîì, âñå
êðèòè÷åñêèå ðåáðà ãðàôà ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó ÷èñëîì V E. Â òî æå âðåìÿ
ïîíÿòíî, ÷òî íà êàæäîé èòåðàöèè àëãîðèòìà ìû ïîëó÷àåì êàê ìèíèìóì
îäíî êðèòè÷åñêîå ðåáðî.

Ìû ïîëó÷èëè îöåíêó íà àëãîðèòì: O(E2V ).

6 Àëãîðèòì ìàñøòàáèðîâàíèÿ

Ýòîò àëãîðèòì ðàáîòàåò â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè
öåëûå. Ïóñòü U � ìàêñèìàëüíàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü. Òîãäà çàïèøåì
ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü êàæäîãî ðåáðà â äâîè÷íîé çàïèñè (äëÿ êàæäîãî
ðåáðà îòâåäåì [log U ] + 1 =: n + 1). Çàíóìåðóåì áèòû ñ ìëàäøåãî (0-îé) ïî
ñòàðøèé (n-íûé). Òîãäà

c(u, v) = an(u, v)2n + ... + a2(u, v)2 + a1(u, v), ai(u, v) ∈ {0, 1}.

Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó ìåòîäîì Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà ñíà÷àëà äëÿ ãðàôà ñ óðå-
çàííûìè ïðîïóñêíûìè ñïîñîáíîñòÿìè c0(u, v) := an(u, v). Ðåøèâ åå, ïîëó÷èâ
ïîòîê f0, äîáàâëÿåì ñëåäóþùèé áèò, è âû÷èòàåì "ãðóáîå ïðèáëèæåíèå". Òî
åñòü c1(u, v) := an(u, v)2+ an−1(u, v)− f0(u, v)2. Äåéñòâóÿ òàê äàëüøå, íàøå
ãðóáîå ïðèáëèæåíèå ñòàíîâèòñÿ òî÷íåå è òî÷íåå, ïîêà íå ñòàíåò ðåøåíèåì
äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è. Ñëîæíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà O(E2 log U). Çäåñü log U
�êîëè÷åñòâî èòåðàöèé. Äîêàæåì, ÷òî ñëîæíîñòü êàæäîé èòåðàöèè O(E2).

Íà ïåðâîé èòåðàöèè ìû èìååì ðåáðà âåñà òîëüêî 1. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
|f | ≤ V . Çíà÷èò êîëè÷åñòâî èòåðàöèé (äîïîëíÿþùèõ ïóòåé) íå ïðåâîñõîäèò
V , ïîèñê äîï. ïóòè çàíèìåò O(E). Ïîëó÷àåì ñëîæíîñòü O(V E) ≤ O(E2).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïåðåõîä êî âòîðîé èòåðàöèè (ïî àíàëîãèè ïîëó÷àåòñÿ
îöåíêà íà ïîñëåäóþùèå èòåðàöèè). Ãðàô Gf0 íåñâÿçåí. Ðàññìîòðèì êîìïî-
íåíòó ñâÿçíîñòè s � S, T := V \ S, t ∈ T. ⇒ (c0)f0(S, T ) = 0. Çíà÷èò
â íîâîì ãðàôå ñ ïðîïóñêíûìè ñïîñáíîñòÿìè c1, c1(u, v) ≤ 1∀u ∈ S, v ∈
T. Òàê êàê (S, T ) � ðàçðåç, òî |f ′

1| = f ′
1(S, T ) ≤ c(S, T ) ≤ E. (Çäåñü f ′

1 �
ìàêñèìàëüíûé ïîòîê â G1 ñ ïðîïóñêíûìè ñïîñîáíîñòÿìè c1, à f1 = f0 +f ′

1).
Òàê êàê ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü êàæäîãî äîïîëíÿþùåãî ïóòè íå ìåíüøå
1, ìû ïîëó÷èëè îöåíêó íà êîëè÷åñâî èòåðàöèé. Äîïîëíÿþùèé ïóòü æå ìû
ìîæåì íàéòè çà O(E).


