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Ìîäàëüíàÿ ëîãèêà

Ðàñøèðèì ÿçûê êëàññè÷åñêîé ëîãèêè ïðè ïîìîùè � (�âñåãäà�).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäàëüíûõ ôîðìóë, ê ïðàâèëàì ïîñòðîåíèÿ

ôîðìóë êëàññè÷åñêîé ëîãèêè, äîáàâèì ñëåäóþùèå:

• Åñëè A � ôîðìóëà, òî �A � ôîðìóëà.

Ìîæíî îïðåäåëèòü ♦ (�èíîãäà�):

♦A = ¬�¬A.
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Àêñèîìàòèçàöèÿ ìèíèìàëüíîé

ìîäàëüíîé ëîãèêè K

Ñèñòåìà Ôðåãå:

A→ (B → A), (A→ (B → C ))→ ((A→ B)→ (A→ C )),
A ∧ B → B , A ∧ B → A, (A→ (B → C ))→ (A ∧ B → C ),
A→ A ∨ B , B → A ∨ B , (B → A)→ ((C → A)→ (B ∨ C → A)),
⊥ → A, ¬¬A→ A
Ïðàâèëà îáîáùåíèÿ è modus ponens:

A

�A
è

A A→ B

B

Ñõåìà àêñèîì äèñòðèáóòèâíîñòè:

�(A→ B)→ (�A→ �B).
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Ñåìàíòèêà Êðèïêå äëÿ K

Ïóñòü R � îòíîøåíèå íà íàáîðàõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, ïàðà

(R, x), ãäå x � íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, âûïîëíÿåò

ôîðìóëó A, (R, x) |= A.
(R, x) |= p, åñëè ïåðåìåííàÿ p èìååò çíà÷åíèå 1 â x ;
(R, x) |= ¬A, åñëè (R, x) 6|= A;
(R, x) |= A ∧ B , åñëè (R, x) |= A è (R, x) |= B ;
. . .
(R, x) |= �A, åñëè (R, y) |= A äëÿ âñåõ (x , y) ∈ R .
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Äðóãèå ìîäàëüíûå ëîãèêè

• S:

Îòíîøåíèå R � ðåôëåêòèâíî (ò.å. (x , x) ∈ R) ⇔
K + �A→ A

• K4:

Îòíîøåíèå R � òðàíçèòèâíî

(ò.å. (x , y), (y , z) ∈ R ⇒ (x , y) ∈ R) ⇔ K + �A→ ��A

• K5: Îòíîøåíèå R � òðàíçèòèâíî è ñèììåòðè÷íî

(ò.å. (x , y) ∈ R ⇒ (y , x) ∈ R) ⇔ K4 + ¬�A→ �¬�A
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Èíòåðïîëÿöèÿ áóëåâîé ñõåìîé

Ñõåìà C (p) èíòåðïîëèðóåò A(p) è B(p, (r)

1 äëÿ ëþáîãî íàáîðà çíà÷åíèé σ ïåðåìåííûõ p, åñëè
A(σ) = 1, òîãäà C (σ) = 1;

2 åñëè C (σ) = 1, òîãäà äëÿ âñåõ θ B(σ, θ) = 1.

Îñíîâíàÿ Òåîðåìà

Ïóñòü A � ìîíîòîííàÿ ôîðìóëà, çàâèñÿùàÿ îò ïåðåìåííûõ p,
ïóñòü B � ôîðìóëà áåç ìîäàëüíîñòåé è ïóñòü

A(�p)→ �B

èìååò K-äîêàçàòåëüñòâî ñ ïðèìåíåíèåì n ñõåì àêñèîì

äèñòðèáóòèâíîñòè. Òîãäà ñóùåñòâóåò áóëåâà ñõåìà ðàçìåðà

O(n2) èíòåðïîëèðóþùàÿ A è B .
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Èäåè äîêàçàòåëüñòâà

1 Ïðåîáðàçîâàòü K-äîêàçàòåëüñòâî â äîêàçàòåëüñòâî, â

êîòîðîì èãðàþò ðîëü òîëüêî ïðèìåíåíèÿ àêñèîìû

äèñòðèáóòèâíîñòè.

2 Ïðèìåíåíèå àêñèîìû äèñòðèáóòèâíîñòè î÷åíü ïîõîæå íà

ïðàâèëî ðåçîëþöèè:

�A �(¬A ∨ B)

�B
,

ïîñòðîèòü ïî ìíîæåñòâó ïðèìåíåíèé àêñèîìû

äèñòðèáóòèâíîñòè ìîíîòîííóþ áóëåâó ñõåìó.
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Óïðîùåíèå äîêàçàòåëüñòâ: òåîðèÿ K0
5

Ðàñøèðèì êëàññè÷åñêóþ ñèñòåìó Ôðåãå ïðàâèëàìè:

A

�A
,

A⇔ B

�A⇔ �B

è ñõåìîé àêñèîì

�((A ∧�C ) ∨ (B ∧�¬C ))⇔ (�A ∧�C ) ∨ (�B ∧�¬C ).

Â K0
5 íåò àêñèîìû äèñòðèáóòèâíîñòè + ôîðìóëû ñ

ìîäàëüíîñòÿìè íå çàâèñÿò îò íàñòîÿùåãî ìèðà.
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Ìîäåëè K0
5

Ïóñòü G � íàáîð ìíîæåñòâ íàáîðîâ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, x �

íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ. Îïðåäåëèì îòíîøåíèå 〈G, x〉 |= A
èíäóêöèåé ïî äëèíå ôîðìóëû A:

1 äëÿ ïåðåìåííûõ è êëàññè÷åñêèõ ñâÿçîê ñòàíäàðòíûì

îáðàçîì;

2 〈G, x〉 |= �A, òîãäà è òîëüêî òîãäà {u : u |= A} ∈ G.

Óòâåðæäåíèå 1

K0
5 íå ïðîòèâîðå÷èâà è ïîëíà äëÿ K0

5-ìîäåëåé, ò.å. K
0
5 ` A òîãäà

è òîëüêî òîãäà äëÿ ëþáîé K0
5-ìîäåëè M, M |= A.
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Ñâîéñòâà K0
5

Óòâåðæäåíèå 2

Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû A ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôîðìóëà A′

ìîäàëüíîé ãëóáèíû 1, ÷òî

K0
5 |= A⇔ A′.
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Ñâîéñòâà K0
5

Óòâåðæäåíèå 3

Ïóñòü A � K-òàâòîëîãèÿ.

1 Ïóñòü Γ � ìíîæåñòâî ïðèìåíåíèé àêñèîìû

äèñòðèáóòèâíîñòè âîçíèêàþùèõ â K-äîêàçàòåëüñòâå A,
òîãäà ñëåäóþùèå � K0

5-òàâòîëîãèÿ:∧
Γ→ A. (1)

2 Ïóñòü äëÿ ëþáîãî Γ: |Γ| < k ôîðìóëà (1) � íå

K0
5-òàâòîëîãèÿ, òîãäà ëþáîå K-äîêàçàòåëüñòâå A ñîäåðæèò

ïî êðàéíåé ìåðå k àêñèîì äèñòðèáóòèâíîñòè.
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Ñâîéñòâà K0
5

Óòâåðæäåíèå 4

Äëÿ ìîäàëüíîé ôîðìóëû A îáîçíà÷èì ÷åðåç A′ � ôîðìóëó,

ïîëó÷àåìóþ èç A óäàëåíèåì âñåõ � â A à ÷åðåç A∗ � ôîðìóëó,

ïîëó÷àåìóþ èç A óäàëåíèåì âñåõ � â îáëàñòè äåéñòâèÿ äðóãîãî

�. Òîãäà:

1 Åñëè A � K-òàâòîëîãèÿ, òîãäà A′ � òàâòîëîãèÿ.

2 Åñëè A � K-òàâòîëîãèÿ, òîãäà A∗ � K-òàâòîëîãèÿ. Áîëåå
òîãî, åñëè A èìååò K-äîêàçàòåëüñòâî S ñ n ïðèìåíèÿìè
àêñèîìû äèñòðèáóòèâíîñòè, òîãäà A∗ èìååò
K-äîêàçàòåëüñòâî S∗:

1 S∗ ñîäåðæèò n ïðèìåíåíèé àêñèîìû äèñòðèáóòèâíîñòè;

2 âñå ìîäàëüíàÿ ãëóáèíà âñåõ ôîðìóë â S∗ ðàâíà 1.
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Ñâîéñòâà K0
5

Óòâåðæäåíèå 5

Äîêàçàòåëüñòâî S K-òàâòîëîãèè A ñ n ïðèìåíåíèÿìè àêñèîìû

äèñòðèáóòèâíîñòè ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â äîêàçàòåëüñòâî S∗ ñ
n ïðèìåíåíèÿìè àêñèîìû äèñòðèáóòèâíîñòè, êàæäîå èç

êîòîðûõ èìååò ìîäàëüíóþ ãëóáèíó 1.
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Áëîê-ñõåìà

Îïðåäåëåíèå

Íàïðàâëåííûé ãðàô ñ ìåòêàìè M íàçûâàåòñÿ áëîê-ñõåìîé,

åñëè

1 Ìåòêè íà âåðøèíàõ óíèêàëüíû è ñóùåñòâóþò âåðøèíû ñ

ìåòêàìè p1, . . . , pn è 1.

2 Äëÿ ëþáîãî ðåáðà (a, b) â M ñóùåñòâóåò âåðøèíà a′: (a′, b)
� ðåáðî â M è îáà ðåáðà èìåþò ìåòêó ∧{a, a′}. Òàêàÿ ïàðà

íàçûâàåòñÿ ∧-ãåéòîì, áóäåì ãîâîðèòü b = a ∧ a′.

Âûðàæåíèå b = a ∨ a′ ìîæíî çàïèñàòü ïðè ïîìîùè äâóõ

∧-ãåéòîâ: b = a ∧ 1 è b = a′ ∧ 1. Áîëåå òîãî

Óòâåðæäåíèå 6

Åñëè ôóíêöèÿ f âû÷èñëÿåòñÿ áëîê-ñõåìîé ðàçìåðà n, òî
ñóùåñòâóåò áóëåâà ñõåìà ðàçìåðà O(n2), âû÷èñëÿþùàÿ f .
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Áëîê-ñõåìû äëÿ äèñòðèáóòèâíîñòåé

Îáîçíà÷èì [A] := u : u |= A. Ïîñòðîèì áëîê-ñõåìó M äëÿ

ìíîæåñòâà ïðèìåíåíèé àêñèîìû äèñòðèáóòèâíîñòè Γ:

1 äîáàâèì âñå [pi ] â M è 1 äëÿ âñåãî ìíîæåñòâà íàáîðîâ

çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ;

2 äëÿ �(A→ B) ∧�A→ �B äîáàâèì (åñëè èõ åù¼ íåò)

âåðøèíû [−A ∪ B], [A], [B] â M è ∧-ãåéò
[B] = [−A ∪ B] ∧ [A].
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Ñâîéñòâà áëîê-ñõåì äëÿ

äèñòðèáóòèâíîñòåé

Óòâåðæäåíèå 7

Ïóñòü M � áëîê-ñõåìà äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ïðèìåíåíèé

àêñèîìû äèñòðèáóòèâíîñòè Γ, ïóñòü M ñîäåðæèò âåðøèíó [A] è
ïóñòü σ � íàáîð çíà÷åíèé äëÿ pi òàêîé, ÷òî [A] ïîëó÷àåò
çíà÷åíèå 1 â M. Òîãäà

K `
∨

pi |σ=1

�pi → �A.

Óòâåðæäåíèå 8

Ïóñòü M � áëîê-ñõåìà äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ïðèìåíåíèé

àêñèîìû äèñòðèáóòèâíîñòè Γ, ïóñòü M ñîäåðæèò âåðøèíó [A] è
ïóñòü σ � íàáîð çíà÷åíèé äëÿ pi òàêîé, ÷òî [A] ïîëó÷àåò
çíà÷åíèå 0 â M. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìîäåëü M, ÷òî
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Ñâîéñòâà áëîê-ñõåì äëÿ

äèñòðèáóòèâíîñòåé

Óòâåðæäåíèå 7

Ïóñòü M � áëîê-ñõåìà äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ïðèìåíåíèé

àêñèîìû äèñòðèáóòèâíîñòè Γ, ïóñòü M ñîäåðæèò âåðøèíó [A] è
ïóñòü σ � íàáîð çíà÷åíèé äëÿ pi òàêîé, ÷òî [A] ïîëó÷àåò
çíà÷åíèå 1 â M. Òîãäà

K `
∨

pi |σ=1

�pi → �A.

Óòâåðæäåíèå 8

Ïóñòü M � áëîê-ñõåìà äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ïðèìåíåíèé

àêñèîìû äèñòðèáóòèâíîñòè Γ, ïóñòü M ñîäåðæèò âåðøèíó [A] è
ïóñòü σ � íàáîð çíà÷åíèé äëÿ pi òàêîé, ÷òî [A] ïîëó÷àåò
çíà÷åíèå 0 â M. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìîäåëü M, ÷òî

M |= �pi è M 6|= �A. 16 / 18



Äðóãèå ìîäàëüíûå ëîãèêè

Àíàëîãè÷íûå îöåíêè ìîæíî äîêàçàòü è äëÿ äðóãèõ ìîäàëüíûõ

ëîãèê (êðîìå K5). Áîëåå òîãî, ìîæíî äîêàçàòü èõ

ýêñïîíåíöèàëüíóþ îòäåëèìîñòü äðóã îò äðóãà.
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!
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