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Ñîäåðæàíèå êóðñà

1 Òåîðèÿ àëãîðèòìîâ
• Âû÷èñëèìûå ôóíêöèè, ðàçðåøèìûå è ïåðå÷èñëèìûå

ìíîæåñòâà.
• Óíèâåðñàëüíûé àëãîðèòì.
• Ïåðå÷èñëèìîå íåðàçðåøèìîå ìíîæåñòâî.
• Òåîðåìà Êëèíè î íåïîäâèæíîé òî÷êå.
• Òåîðåìà Óñïåíñêîãî-Ðàéñà.
• Ìàøèíû Òüþðèíãà è ïðîãðàììû ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì

ïåðåìåííûõ.
• Ïðåäèêàòíûå ôîðìóëû, íåðàçðåøèìîñòü èñ÷èñëåíèÿ

ïðåäèêàòîâ.
• Âûðàçèìîñòü â àðèôìåòèêå. Àðèôìåòè÷íîñòü âû÷èñëèìûõ

ôóíêöèé.
• Âû÷èñëåíèÿ ñ îðàêóëîì. Àðèôìåòè÷åñêàÿ èåðàðõèÿ.
• Òåîðåìû Òàðñêîãî è Ãåäåëÿ.

2 Âåðîÿòíîñòíûé ìåòîä â êîìáèíàòîðèêå.

3 . . .
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Ëèòåðàòóðà ê ïåðâîé ÷àñòè êóðñà

1 Í.Ê. Âåðåùàãèí, À. Øåíü. Âû÷èñëèìûå ôóíêöèè.

2 Í.Ê. Âåðåùàãèí, À. Øåíü. ßçûêè èñ÷èñëåíèÿ
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Î ïîíÿòèè ¾àëãîðèòì¿...

• Ñóùåñòâóåò òî÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå

àëãîðèòìà.

• Íî ìû åãî èçó÷èì ïîçæå :).

• Àëôàâèò Σ � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ.

• Σ∗ � ìíîæåñòâî ñòðî÷åê íàä àëôàâèòîì Σ.

• Àëãîðèòì:

• ñòðîêà 7→

[
ñòðîêà

íå îñòàíàâëèâàåòñÿ

• Àëãîðèòì ìîæíî çàïèñàòü.
• Àëãîðèòì ìîæíî èñïîëíÿòü ïî øàãàì.

• N = {0, 1, 2, . . . }
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Ðàçðåøèìûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî S ⊂ N íàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìûì, åñëè

ñóùåñòâóåò òàêîé àëãîðèòì A, ÷òî
• ∀x ∈ S ,A(x) = 1;

• ∀x 6∈ S ,A(x) = 0.

1 Ìíîæåñòâî ÷åòíûõ ÷èñåë ðàçðåøèìî.

2 Ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë ðàçðåøèìî.

3 Ëþáîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðàçðåøèìî.

4 Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ e, ðàçðåøèìî.

5 Ìíîæåñòâî òàêèõ n, ÷òî â ÷èñëå π åñòü n äåâÿòîê ïîäðÿä

ðàçðåøèìî.
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Ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî S ⊂ N íàçûâàåòñÿ ïåðå÷èñëèìûì,

åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé (ïîëóðàçðåøàþùèé) àëãîðèòì A, ÷òî
• ∀x ∈ S ,A(x) = 1;

• ∀x 6∈ S ,A(x) íå îñòàíàâëèâàåòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî S ⊂ N íàçûâàåòñÿ ïåðå÷èñëèìûì,

åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé (ïåðå÷èñëÿþùèé) àëãîðèòì B, êîòîðûé
íà ïóñòîì âõîäå âûâîäèò ÷åðåç çàïÿòóþ âñå ýëåìåíòû

ìíîæåñòâà S .

• (2) =⇒ (1). A(x) çàïóñêàåò B è âûäàåò 1, åñëè B
ïå÷àòàåò x .

• (1) =⇒ (2).
• Ak(x) ïå÷àòàåò x , åñëè A(x) îñòàíàâàåòñÿ ðîâíî çà k
øàãîâ.

• B çàïóñêàåò: A1(0);A2(0),A1(1); A3(0),A2(1),A1(2);
A4(0),A3(1),A2(2),A1(3) . . . .
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Ïåðå÷èñëèìîñòü è ðàçðåøèìîñòü

Òåîðåìà. S � ðàçðåøèìî =⇒ S � ïåðå÷èñëèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåíèòü îòâåò 0 íà áåñêîíå÷íûé öèêë.

Òåîðåìà. (Ïîñò) Åñëè S è N \ S ïåðå÷èñëèìû, òî S �

ðàçðåøèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïóñòèòü ïàðàëëåëüíî ïîëóðàçðåøàþùèå

àëãîðèòìû äëÿ S è N \ S . Åñëè îñòàíîâèòñÿ ïåðâûé èç íèõ, òî

âûäàòü 1, åñëè îñòàíîâèòñÿ âòîðîé, òî âûäàòü 0.
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Âû÷èñëèìûå ôóíêöèè
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f : M → N, M ⊂ N íàçûâàåòñÿ

âû÷èñëèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé àëãîðèòì A, ÷òî
• ∀x ∈ M,A(x) = f (x);

• ∀x 6∈ M,A(x) íå îñòàíàâëèâàåòñÿ.

Ëåììà. S � ïåðå÷èñëèìî ⇐⇒ S � ýòî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

âû÷èñëèìîé ôóíêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒ Ïîëóðàçðåøàþùèé àëãîðèòì äëÿ S çàäàåò

âû÷èñëèìóþ ôóíêöèþ.

⇐ Çàìåíèòü îòâåò ôóíêöèè íà 1.

Ëåììà. S � ïåðå÷èñëèìî ⇐⇒ S � ýòî îáëàñòü çíà÷åíèé

âû÷èñëèìîé ôóíêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒ Åñëè ïîëóðàçðåøàþùèé àëãîðèòì

îñòàíîâèëñÿ íà x , òî âûäàòü x .
⇐ Ak(x) ïå÷àòàåò A(x), åñëè A(x) îñòàíàâàåòñÿ ðîâíî çà k
øàãîâ. Çàïóñòèòü A1(0);A2(0),A1(1); A3(0),A2(1),A1(2);
A4(0),A3(1),A2(2),A1(3) . . . .
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Âû÷èñëèìîñòü è ïåðå÷èñëèìîñòü

Òåîðåìà. Ôóíêöèÿ f : M → N âû÷èñëèìà ⇐⇒ åå ãðàôèê

{(x , f (x))|x ∈ M} ïåðå÷èñëèì.
Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒ Ôóíêöèÿ x 7→ (x , f (x)) âû÷èñëèìà,
ãðàôèê f � ýòî åå îáëàñòü çíà÷åíèé.

⇐ Ïåðå÷èñëÿåì ãðàôèê f , êàê òîëüêî íàïå÷àòàëàñü ïàðà
(x , y), âûäàåì y .
Òåîðåìà. f : M → N � âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ, S �

ïåðå÷èñëèìî. Òîãäà 1) f (M ∩ S) � ïåðå÷èñëèìî; 2) f −1(S) �
ïåðå÷èñëèìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) f |M∩S � âû÷èñëèìà, f (M ∩ S) � ýòî

ìíîæåñòâî çíà÷åíèé f |M∩S .

2) Ïàðàëëåëüíî ïåðå÷èñëÿåì S è ãðàôèê f , êàê òîëüêî íàøëèñü
(x , y) èç ãðàôèêà, à y ∈ S , ïå÷àòàåì x .
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Ïåðå÷èñëèìûå � ïðîåêöèè ðàçðåøèìûõ

Òåîðåìà. Ìíîæåñòâî S � ïåðå÷èñëèìî ⇐⇒ ∃ ðàçðåøèìîå

ìíîæåñòâî ïàð B, ÷òî S = {x ∈ N | ∃y : (x , y) ∈ B}.
Äîêàçàòåëüñòâî. ⇐ Ïîëóðàçðåøàþùèé àëãîðèòì:

1 Âõîä: x .

2 Ïåðåáèðàåì âñå y ∈ {0, 1, 2, 3, . . . }, åñëè (x , y) ∈ B, òî
âûäàòü 1.

⇒ Ïócòü A � ýòî ïîëóðàçðåøàþùèé àëãîðèòì äëÿ S .
Îïðåäåëèì B = {(x , k) | A(x) îñòàíàâëèâàåòñÿ ðîâíî çà k
øàãîâ }.
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Âîïðîñû

• Ñóùåñòâóþò ëè íåðàçðåøèìûå ìíîæåñòâà?
• Äà: àëãîðèòìîâ ñ÷åòíîå ÷èñëî, à ïîäìíîæåñòâ êîíòèíóóì.
• Íåêîíñòðóêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî

• Ñóùåñòâóþò ëè íåïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà?
• Äà: àëãîðèòìîâ ñ÷åòíîå ÷èñëî, à ïîäìíîæåñòâ êîíòèíóóì.

• Ñóùåñòâóþò ëè ïåðå÷èñëèìûå íåðàçðåøèìûå ìíîæåñòâà?
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Óíèâåðñàëüíûé àëãîðèòì

• Êàæäîìó àëãîðèòìó ñîîòâåòñòâóåò ñòðîêà � åãî òåêñò.

• Âñå ñòðîêè ìîæíî ïåðåíóìåðîâàòü â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå:

êàæäûé àëãîðèòì ïîëó÷àåò íîìåð.

• ]A � íîìåð àëãîðèòìà A
• < n > � àëãîðèòì ñ íîìåðîì n.

• Óíèâåðñàëüíûé àëãîðèòì U(n, x) =< n > (x)
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Äèàãîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ

• ]A � íîìåð àëãîðèòìà A, < n > � àëãîðèòì ñ íîìåðîì n.

• Óíèâåðñàëüíûé àëãîðèòì U(n, x) =< n > (x)

• u(n) = U(n, n) � äèàãîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ.

• u(n) � âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ.

• u(n) îïðåäåëåíî íå äëÿ âñåõ n.

• Ëåììà. u(n) íåëüçÿ äîîïðåäåëèòü äî âñþäó îïðåäåëåííîé
âû÷èñëèìîé ôóíêöèè.
Äîêàçàòåëüñòâî.

• Ïóñòü u′(n) � âñþäó îïðåäåëåííîå âû÷èñëèìîå äîïîëíåíèå

u(n).
• d(n) = u′(n) + 1 � âñþäó îïðåäåëåííàÿ âû÷èñëèìàÿ

ôóíêöèÿ.
• u(]d) = d(]d) = u′(]d) + 1 = u(]d) + 1.
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Ïåðå÷èñëèìîå íåðàçðåøèìîå ìíîæåñòâî

• Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ u(n) � ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî.

• Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ u(n) � íåðàçðåøèìîå ìíîæåñòâî.

• W = {n |< n > (n) îñòàíàâëèâàåòñÿ }.
• N \W � íåïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî.

• {(n, x) |< n > (x) îñòàíàâëèâàåòñÿ } � íåðàçðåøèìîå

ìíîæåñòâî.

• {n |< n > (0) îñòàíàâëèâàåòñÿ } � íåðàçðåøèìîå

ìíîæåñòâî.
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Çàäà÷à îá îñòàíîâêå àëãîðèòìà

• Äîïóñòèì, ÷òî âñå æå ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé

îïðåäåëÿåò, îñòàíàâëèâàåòñÿ ëè äàííûé àëãîðèòì íà

äàííîì âõîäå.

• Òîãäà ìîæíî áûëî áû äîêàçàòü Âåëèêóþ òåîðåìó Ôåðìà

òàê:

• Àëãîðèòì:

1 Ïåðåáðàòü âñå x , y , z , n ∈ {1, 2, 3, . . . }, n > 2
2 Îñòàíîâèòüñÿ, åñëè xn + yn = zn.

• Óçíàåì, îñòàíàâëèâàåòñÿ ëè ýòîò àëãîðèòì íà ïóñòîì

âõîäå.
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Âû÷èñëèìîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî

Îïðåäåëåíèå. α ∈ R íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìûì âåùåñòâåííûì

÷èñëîì, åñëè ñóùåñòâóåò ïàðà âñþäó îñòàíàâëèâàþùèõñÿ

àëãîðèòîâ:

• Îñíîâà: A(n) � ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, lim
n→∞

A(n) = α.

• Ðåãóëÿòîð ñõîäèìîñòè: B. Äëÿ âñåõ n > B(k) âûïîëíÿåòñÿ
|A(n)− α| < 1

2k .

• Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0 ≤ a(n) ≤ 1.

• a(n) ∈ Q, a(n) âîçðàñòàåò.

• a(n) � âû÷èñëèìà.

• lim
n→∞

a(n) íå ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìûì ÷èñëîì.
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Øïåêêåðà

• Ïóñòü W � ýòî ïåðå÷èñëèìîå íåðàçðåøèìîå ìíîæåñòâî.

• Ïóñòü àëãîðèòì A ïå÷àòàåò âñå ýëåìåíòû W áåç

ïîâòîðåíèé.

• Àëãîðèòì B(k) âûäàåò ýëåìåíò, êîòîðûé ïå÷àòàåò A íà

k-ì ìåñòå.

• C(n) =
∑n

k=1
1

2B(k) .

• α = 0.110110001 . . . .

• k-ÿ öèôðà α ðàâíà 1 ⇐⇒ k ∈ W .
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Çàäà÷è

1 Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå áåñêîíå÷íîå ïåðå÷èñëèìîå

ìíîæåñòâî ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ðàçðåøèìîå

ïîäìíîæåñòâî.

2 Äîêàæèòå, ÷òî íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

ðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî åñòü ìíîæåñòâî

çíà÷åíèé âñþäó îïðåäåëåííîé íåóáûâàþùåé âû÷èñëèìîé

ôóíêöèè ñ íàòóðàëüíûìè àðãóìåíòàìè è çíà÷åíèÿìè.

3 Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåðàçðåøèìîãî ïîäìíîæåñòâà N× N,
òàêîãî ÷òî âñå åãî ãîðèçîíòàëüíûå è âåðòèêàëüíûå ñå÷åíèÿ

(ò.å. ïåðåñå÷åíèÿ ñ N× {x} è ñ {x} × N) ðàçðåøèìû.
4 Ïîñòðîéòå ìíîæåñòâî, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ ïåðå÷èñëèìûì

è åãî äîïîëíåíèå òîæå íå ÿâëÿåòñÿ ïåðå÷èñëèìûì.

5 Äîêàæèòå, ÷òî âåùåñòâåííîå ÷èñëî α ÿâëÿåòñÿ

âû÷èñëèìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâà

{x ∈ Q | x < α} è {x ∈ Q | x > α} ÿâëÿþòñÿ
ðàçðåøèìûìè.

18 / 18


