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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

• Σ � êîíå÷íûé àëôàâèò, Σn � ìíîæåñòâî ñëîâ äëèíû n.

• Ðàññòîÿíèå Õýììèíãà ìåæäó x1x2 . . . xn ∈ Σn è
y1y2 . . . yn ∈ Σn � ýòî |{i : xi 6= yi}|.

• Êîä: F : Σk → Σn, n > k .

• Ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå: ìèíèìóì d(F (A),F (A′))

• Êîä ñ ðàññòîÿíèåì d ïîçâîëÿåò èñïðàâèòü e îøèáîê, åñëè
d ≥ 2e + 1.

• Êîä ëó÷øå, ÷åì áîëüøå e è áëèæå n è k

• Â Σn òðåáóåòñÿ
• óïàêîâàòü áåç ïåðåñå÷åíèé êàê ìîæíî áîëüøå øàðîâ

ðàäèóñà e.
• âûáðàòü êàê ìîæíî áîëüøå òî÷åê, ÷òî ïîïàðíûå

ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè ≥ 2e + 1

• Õî÷åòñÿ èìåòü ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû êîäèðîâàíèÿ è
ðàñêîäèðîâàíèÿ.
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Ãðàíèöà Õýììèíãà

Ïóñòü |Σ| = q, F : Σk → Σn � êîä, èñïðàâëÿþùèé e îøèáîê.

• Vq(e, n) � îáúåì øàðà ðàäèóñà e.

• Øàðû ðàäèóñà e ñ öåíòðîì â êîäîâûõ ñëîâàõ (F (Σk)) íå
ïåðåñåêàþòñÿ.

• qkVq(e, n) ≤ qn

• k
n +

logq Vq(e,n)

n ≤ 1
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Ãðàíèöà Ãèëáåðòà

Òåîðåìà. Åñëè (qk − 1)Vq(2e, n) < qn, òî ñóùåñòâóåò êîä ñ
ïàðàìåòðàìè q, k, n, e.
Äîêàçàòåëüñòâî.

• Áóäåì âûáèðàòü êîäîâûå ñëîâà îäíî çà äðóãèì, ÷òîáû
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè áûëè > 2e.

• Åñëè `-îå ñëîâî âûáðàòü íåëüçÿ, òî (`− 1)Vq(2e, n) ≥ qn.

k

n
+

logq Vq(2e, n)

n
≤ 1
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Ðàçìåð øàðà

• Åñëè q = 2, òî V2(s, n) = C 0
n + C 1

n + · · ·+ C s
n

• Ïðè s ≤ n
2 , V2(s, n) ≤ sC s

n = poly(n)2H( s
n
)n.

• H(p) = p log 1
p + (1− p) log 1

1−p

• Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî q: Vq(s, n) = poly(n)qnHq(
s
n
)

• Hq(p) =
(
p logq

1
p + (1− p) logq

1
1−p

)
+ p logq(q − 1)
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Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êîäà

• Ãðàíèöà Õýììèíãà: k
n +

logq Vq(e,n)

n ≤ 1

• Ãðàíèöà Ãèëáåðòà: k
n +

logq Vq(2e,n)

n ≤ 1

• Ãðàíèöà Õýììèíãà: k
n + H( e

n ) + O( log n
n ) ≤ 1

• Ãðàíèöà Ãèëáåðòà: k
n + H(2e

n ) + O( log n
n ) ≤ 1
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Ñëó÷àéíûå êîäû

• N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
• Âûáåðåì N íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ñòðîê èç {0, 1}n:

ξ1, ξ2, . . . , ξN ∈ Σn.
• Ôèêñèðóåì i . Âåðîÿòíîñòü ξj ïîïàñòü â øàð ðàäèóñà 2e ñ

öåíòðîì â ξi ðàâíà
Vq(2e,n)

qn

• Âåðîÿòíîñòü, ÷òî õîòÿ áû îäíî ξj ïîïàäåò â ýòîò øàð

≤ N
Vq(2e,n)

qn .
• i � ïëîõîå, åñëè â øàð ñ öåíòðîì ξi ïîïàäàåò ξj ïðè i 6= j .
• Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà ïëîõèõ i íå ïðåâîñõîäèò

N2 Vq(2e,n)
qn

• Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äîëè ïëîõèõ i íå ïðåâîñõîäèò

N
Vq(2e,n)

qn

• Ïóñòü N
Vq(2e,n)

qn ≤ 1
2

• Ñóùåñòâóþò òàêèå ñòðîêè x1, x2, . . . , xN , ÷òî ïëîõèõ
èíäåêñîâ íå áîëüøå ïîëîâèíû. Âûáåðåì òîëüêî õîðîøèå.

• Êîäîâûõ ñëîâ â 4 ðàçà ìåíüøå, ÷åì â ãðàíèöå Ãèëáåðòà.
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Ëèíåéíûå êîäû

• Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, q = pn, Fq � ïîëå èç q
ýëåìåíòîâ.

• Ëèíåéíûé êîä: ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå L : Fk
q → Fn

q.

• d(L(x), L(y)) = d(L(x − y), 0)

• Ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå: ìèíèìàëüíîå ÷èñëî íåíóëåâûõ
êîîðîäèíàò êîäîâîãî ñëîâà.

• Ìíîæåñòâî êîäîâûõ ñëîâ: k-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Fn
q.

• Íàáèðàåì ýëåìåíòû áàçèñà: fi+1 äîëæåí áûòü íà
ðàññòîÿíèè > 2e îò <f1, f2, . . . , fi>

• Äîñòàòî÷íî íåðàâåíñòâà qk−1Vq(2e, n) < qn (îöåíêà
Âàðøàìîâà-Ãèëáåðòà).
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Ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà

• Ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè k â Fn
q çàäàåòñÿ (n − k)× n

ìàòðèöåé M.

• x � êîäîâîå ñëîâî ⇐⇒ Mx = 0.

• Åñëè ëþáûå d − 1 ñòîëáöîâ ëèíåéíî íå çàâèñèìû, òî
ðàññòîÿíèå êîäà ≥ d .
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Êîä Õýììèíãà

• q = 2, d = 2

M=

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

• Áèòû x1, x2, x4, x8 � ïðîâåðî÷íûå, îñòàëüíûå
èíôîðìàöèîííûå.

• Ýôôåêòèâíîå êîäèðîâàíèå/äåêîäèðîâàíèå

• Mx êîäèðóåò áèò, â êîòîðîì îøèáêà

• 2s−1 ≤ n < 2s , òîãäà H : {0, 1}n−s → {0, 1}n

• Ïðè n = 2s − 1 äîñòèãàåòñÿ ãðàíèöà Õýììèíãà.
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Íåðàâåíñòâî Ñèíãåòîíà

Òåîðåìà. F : Σk → Σn � êîä ñ ðàññòîÿíèåì d . Òîãäà
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî d ≤ n − k + 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñðåäè qk êîäîâûõ ñëîâ åñòü äâà ó êîòîðûõ
ïåðâûå k − 1 ñèìâîë ñîâïàäàþò.

Êîä Ðèäà-Ñîëîìîíà

• F � êîíå÷íîå ïîëå. |F| ≥ n ≥ k .

• F = {f1, f2, . . . , fn, . . . }
• RS : Fk → Fn.

• RS(a0, a1, . . . , ak−1) = (z1, z2, . . . , zn), ãäå

• zi = a0 + a1fi + a2f
2
i + · · ·+ ak−1f

k−1
i
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Êîä Ðèäà-Ñîëîìîíà

• F � êîíå÷íîå ïîëå. |F| ≥ n ≥ k .

• F = {f1, f2, . . . , fn, . . . }
• RS : Fk → Fn.

• RS(a0, a1, . . . , ak−1) = (z1, z2, . . . , zn), ãäå

• zi = a0 + a1fi + a2f
2
i + · · ·+ ak−1f

k−1
i

• Äâà ðàçíûõ ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè k − 1 ìîãóò ñîâïàäàòü íå
áîëåå, ÷åì â k − 1 òî÷êå.

• d ≥ n − k + 1

• Èòîãî: êîä Ðèäà-Ñîëîìîíà êîä ñ ðàññòîÿíèåì n − k + 1.
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Êîä Ðèäà-Ñîëîìîíà: äåêîäèðîâàíèå

• (a1, b1), (a2, b2), . . . , (am, bm) ∈ F2

• Ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí G ñòåïåíè d , ÷òî G (ai ) = bi

äëÿ t ðàçëè÷íûõ i , ãäå t > m
2 + d

2 .

• Òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü G çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Àëãîðèòì Áåðëåêàìïà-Âåë÷à

1 E (x) � ìíîãî÷ëåí, òàêîé, ÷òî E (ai ) = 0, åñëè G (ai ) 6= bi .

2 deg E (x) < m
2 −

d
2

3 Ïóñòü C (x) = E (x)G (x), òîãäà äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ m
âûïîëíÿåòñÿ C (ai ) = biE (ai ).

4 Ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèå C (ai ) = biE (ai ), ãäå
deg C < m

2 + d
2 , deg E < m

2 −
d
2 .

5 m óðàâíåíèé, < m íåèçâåñòíûõ � íàéäåì íåíóëåâîå
ðåøåíèå.
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Àëãîðèòì Áåðëåêàìïà-Âåë÷à

1 E (x) � ìíîãî÷ëåí, òàêîé, ÷òî E (ai ) = 0, åñëè G (ai ) 6= bi .

2 deg E (x) < m
2 −

d
2

3 Ïóñòü C (x) = E (x)G (x), òîãäà äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ m
âûïîëíÿåòñÿ C (ai ) = biE (ai ).

4 Ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèå C (ai ) = biE (ai ), ãäå
deg C < m

2 + d
2 , deg E < m

2 −
d
2 .

5 m óðàâíåíèé, < m íåèçâåñòíûõ � íàéäåì íåíóëåâîå
ðåøåíèå.

6 C̃ (x), Ẽ (x) � íàéäåííûå ðåøåíèÿ.

7 C̃ (x)− Ẽ (x)G (x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè < m
2 + d

2 , ó

êîòîðîãî > m
2 + d

2 êîðíåé =⇒ ýòî íóëü-ìíîãî÷ëåí.

8 G (x) = C̃ (x)/Ẽ (x).
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Êàñêàäíûå êîäû

• F1 : Σk1
1 → Σn1

1 , F2 : Σk2
2 → Σn2

1 , |Σ1| = |Σ2|k2

• Ñèìâîë Σ1 � áëîê èç k2 ñèìâîëîâ Σ2

• F1 ◦ F2 : Σk1k2
2 → Σn1n2

2

• Âû÷èñëÿåì F1(a) = b1b2 . . . bn1 , ãäå bi ∈ Σ1 = Σk
2 .

• F1 ◦ F2(a) = F2(b1)F2(b2) . . .F (bn1)

• Ïóñòü d1 ðàññòîÿíèå êîäà F1, à d2 � ðàññòîÿíèå êîäà F2.

• Äâà êîäîâûõ F1 ñëîâà ðàçëè÷àþòñÿ êàê ìèíèìóì â d1

áëîêàõ, êîäû êàæäîãî áëîêà ðàçëè÷àþòñÿ êàê ìèíèìóì â
d2 ñèìâîëàõ. Èòîãî, ðàññòîÿíèå ≥ d1d2.
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Äåêîäèðîâàíèå êàñêàäíûõ êîäîâ

• Ïóñòü äåêîäåð äëÿ F1 èñïðàâëÿåò e1 îøèáîê, à äåêîäåð äëÿ
F2 èñïðàâëÿåò e2 îøèáîê.

• F1 ◦ F2(a) = F2(b1)F2(b2) . . .F (bn1)

• Ìîæíî äåêîäèðîâàòü, åñëè íå áîëåå e1 áëîêîâ, â êîòîðûõ
áîëåå e2 îøèáîê. Çíà÷èò, ìîæíî èñïðàâèòü e1e2 îøèáîê.

• e1e2 ≈ d1d2
4

• Åñëè äåêîäåð äëÿ F1 ïîçâîëÿåò áîðîòüñÿ ñ ïðîïóñêàìè (êàê
ñ ïîëîâèíîé îøèáêè), òî ìîæíî äîáèòüñÿ ðàññòîÿíèÿ e1d1.
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Äåêîäèðîâàíèå êàñêàäíûõ êîäîâ

• Ïóñòü F1 èñïðàâëÿåò u ïðîïóñêîâ è v îøèáîê, åñëè
u + 2v < d1. F2 èñïðàâëÿåò e2 ≈ d2

2 îøèáîê.

• t ∈ {0, 1, . . . , e2}
• Äàíî: n1 áëîê ïî n2 ñèìâîëîâ.

• Êàæäûé áëîê äåêîäèðóåì, çàòåì ïðîâåðÿåì. Åñëè îøèáîê
> t, òî áëîê íàçûâàåì íåèçâåñòíûì.

• Ëåììà. Åñëè ÷èñëî îøèáî÷íûõ ïîçèöèé ≤ e2d1, òî êàê
ìèíèìóì ïðè îäíîì t ìîæíî ïðàâèëüíî äåêîäèðîâàòü.

• Âñå t ìîæíî ïåðåáðàòü è ïðîâåðèòü, ÷òî îòëè÷èé ìåíüøå
e2d1.
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Äåêîäèðîâàíèå êàñêàäíûõ êîäîâ
Ëåììà. Åñëè ÷èñëî îøèáî÷íûõ ïîçèöèé ≤ e2d1, òî êàê
ìèíèìóì ïðè îäíîì t ìîæíî ïðàâèëüíî äåêîäèðîâàòü.
• Ïóñòü εi � ýòî ÷èñëî îøèáîê â i-ì áëîêå

1 Åñëè εi ≤ t, òî i-é áëîê ïðàâèëüíî äåêîäèðîâàí.

2 Åñëè t < εi < d2 − t, òî i-é áëîê îáúÿâëåí íåèçâåñòíûì

3 Åñëè d2 − t ≤ εi , òî i-é áëîê íåèçâåñòåí èëè íåâåðíî

äåêîäèðîâàí.

• α(t), β(t), γ(t) � êîëè÷åñòâî áëîêîâ óêàçàííîãî âèäà.
• Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî β(t) + 2γ(t) < d1 äëÿ
íåêîòîðîãî t.

• Âûáåðåì ñëó÷àéíîå t. Ïîñ÷èòàåì ñðåäíèé âêëàä â
β(t) + 2γ(t) äëÿ i − áëîêà.

• Åñëè εi ≤ e2, òî â 3-þ ãðóïïó âêëàäà íå áóäåò. Ñðåäíèé

âêëàä âî 2-þ ãðóïïó: εi

e2+1
• Åñëè εi > e2, òî âêëàä ëèáî âî 2-þ ãðóïïó, ëèáî â 3-þ.

Âêëàä â 3-þ, åñëè t ≥ d2 − εi . Ñðåäíèé âêëàä
(e2+1)−(d2−εi )

e2+1 +1 = 2e2+2−d2+εi

e2+1 ≤ εi+1
e2+1 < εi

e2

• Èòîãî ñðåäíèé âêëàä ≤ (
∑

i εi )/e2 < d1.
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