
Çàäà÷è ïî òåìå ¾Âåðîÿòíîñòíûé ìåòîä¿

1. Ïóñòü W (r, k) � ýòî íàèìåíüøåå ÷èñëî n, ÷òî ëþáàÿ ðàñêðàñêà {1, 2, . . . , n} â r öâåòîâ ñóùåñòâóåò

îäíîöâåòíàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ äëèíû k. Äîêàæèòå, ÷òî à) W (2, k) > 2k/2; á) W (2, k) > 2k

2ek

2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè Ck
n(1− 2−k)n−k < 1, òî ñóùåñòâóåò òóðíèð èç n êîìàíä, â êîòîðîì äëÿ ëþáûõ

k êîìàíä ñóùåñòâóåò êîìàíäà, êîòîðàÿ âûèãðàëà ó âñåõ ýòèõ k.

3. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ ïàð (A,B) íåïåðåñåêàþùèõñÿ k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ {1, 2, . . . , n}.
Ìíîæåñòâî Y îòäåëÿåò ïàðó (A,B), åñëè A ⊆ Y è B ∩ Y = ∅. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò l = 3k4k lnn
ìíîæåñòâ, ÷òî êàæäàÿ ïàðà (A,B) îòäåëèìà õîòÿ áû îäíèì èç íèõ.

4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ãðàôå ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû êàê ìèíèìóì d, òî â ýòîì ãðàôå åñòü
âåðøèííîå ïîêðûòèå (òàêîå ìíîæåñòâî âåðøèí, ÷òî ëþáîå ðåáðî èìååò êîíåö òàì) ðàçìåðà íå áîëüøå,

÷åì n 1+ln(d+1)
d+1 .

5. Åñòü k ÷åëîâåê, êàæäûé âûáèðàåò ñëó÷àéíîå ÷èñëî îò 1 äî n. Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë.

6. Ïóñòü Ω � ðàâíîìåðíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (âñå èñõîäû ðàâíîâåðîÿòíû). X : Ω →
{1, 2, . . . ,M} � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Ïóñòü EX = M − a. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ 1 ≤ b ≤ M âû-
ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Pr[X ≥ M − b] ≥ b−a

b .

7. Äîêàæèòå, ÷òî â ñëó÷àéíîì òóðíèðå íà n âåðøèíàõ ñ âåðîÿòíîñòüþ Ω(n−3/2) â íåì õîòÿ áû n!2−n

Ãàìèëüòîíîâûõ ïóòåé.

8. Ïóñòü F � ýòî ñåìåéñòâî k-ýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ, êàæäàÿ òî÷êà âõîäèò ðîâíî â k ìíîæåñòâ è
k ≥ 10. Äîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíòû ìîæíî ïðàâèëüíûì îáðàçîì ïîêðàñèòü â 2 öâåòà (âî âñåõ ìíîæåñòâàõ
F äîëæíû ïðèñóòñòâîâàòü îáà öâåòà).

9. Äîêàæèòå îáîáùåííóþ ëîêàëüíóþ ëåììó Ëîâàñà. G(V,E) � ýòî ãðàô çàâèñèìîñòåé ñîáûòèé
A1, A2, . . . , An. Ïóñòü ñóùåñòâóþò âåùåñòâåííûå ÷èñëà x1, x2, . . . , xn, 0 ≤ xi < 1, ÷òî äëÿ âñåõ i,
Pr[Ai] ≤ xi

∏
(i,j)∈E(1− xj). Òîãäà Pr[A1 . . . An] ≥

∏n
i=1(1− xi).

10. Ïóñòü F � ýòî ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ íå ìåíüøå k ≥ 2 òî÷åê. Òàêæå ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè v,
∑

S∈F :v∈S(1 − 1
k )−|S|2−|S|+1 ≤ 1

k . Äîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíòû ìîæíî
ïðàâèëüíûì îáðàçîì ïîêðàñèòü â 2 öâåòà (âî âñåõ ìíîæåñòâàõ F äîëæíû ïðèñóòñòâîâàòü îáà öâåòà).


