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Ïëàí

• Âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû ñ îäíîñòîðîííåé îøèáêîé
(êðàòêî)

• Ìîäåëü ÷åðíîãî ÿùèêà
• Äèñïåðñåðû è ýêîíîìèÿ ñëó÷àéíûõ áèòîâ
• Êîíñòðóêöèÿ äèñïåðñåðîâ íà îñíîâå ýêñïàíäåðîâ
• Êîíñòðóêöèÿ äèñïåðñåðîâ íà îñíîâå óíèâåðñàëüíîãî
õåøèðîâàíèÿ
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RP: âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû ñ

îäíîñòîðîííåé îøèáêîé

Îïðåäåëåíèå:

ßçûê L ∈ RP, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé âåðîÿòíîñòíûé
àëãîðèòì A, òàêîé ÷òî
• A(x) = 0, ïðè x /∈ L

• P{A(x) = 1} ≥ 1
2 , ïðè x ∈ L

Ïðèìåð

Äàíà ìàòðèöà íàä Z[x ] (ýëåìåíòû � ìíîãî÷ëåíû ñ öåëûìè
êîýôôèöèåíòàìè). Îïðåäåëèòü âûðîæäåíà îíà èëè íåò?
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Ìîäåëü ÷åðíîãî ÿùèêà

Çàäà÷à

Àëèñà ïîìå÷àåò (1− ε)N èç N êàðò íà ëèöåâîé ñòîðîíå. Êàðòû
ðàñêëàäûâàþòñÿ ðóáàøêîé ââåðõ. Áîá äîëæåí íàéòè çà d
ïîïûòîê õîòÿ áû îäíó ïîìå÷åííóþ êàðòó, îòêðûâ íå áîëåå, ÷åì
d êàðò.

Ñîîáðàæåíèÿ

• Åñëè d < εN, òî äåòåðìèíèðîâàííîé ñòðàòåãèè ó Áîáà íåò.
• Åñëè Áîá áóäåò âûáèðàòü ñëó÷àéíûì îáðàçîì, òî
âåðîÿòíîñòü íå íàéòè ïîìå÷åííóþ êàðòó çà d ïîïûòîê
ðàâíÿåòñÿ εd . Ïðè ýòîì Áîá áóäåò èñïîëüçîâàòü ïðèìåðíî
d log N ñëó÷àéíûõ áèò.
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Ìîäåëü ÷åðíîãî ÿùèêà

Óòî÷íåíèå çàäà÷è

• Îãðàíè÷èì ÷èñëî ñëó÷àéíûõ áèòîâ, äîñòóïíûõ Áîáó
÷èñëîì R

• Ñòðàòåãèÿ Áîáà: φ : {0, 1}R → 2{1,2,...,N},∀r |φ(r)| ≤ d

• φ íàçûâàåì (N, ε,R, d , p)-ñòðàòåãèåé, åñëè äëÿ ëþáîãî
õîäà Àëèñû âåðîÿòíîñòü íåóñïåõà Áîáà ìåíüøå p.

Ñîîòâåòñòâèå ñòðàòåãèÿ φ � äâóäîëüíûé ãðàô Gφ

Gφ(V = {0, 1}R ∪ {1, 2, . . . ,N},E )
(r , x) ∈ E ⇐⇒ x ∈ φ(r).
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Äèñïåðñåð

Îïðåäåëåíèå

Äâóäîëüíûé ãðàô G (V = (A ∪ B),E ⊆ A× B) íàçûâàåòñÿ
(1− ε)-ïîïàäàþùèì äèñïåðñåðîì ñ ïîðîãîì T , åñëè
∀S ⊆ A, |S | ≥ T , ìíîæåñòâî ñîñåäåé ìíîæåñòâà S ïî ðàçìåðó
áîëüøå, ÷åì ε|B|.

Òåîðåìà

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñòðàòåãèÿ φ ÿâëÿëàñü (N, ε,R, d , p)-ñòðàòåãèåé
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ãðàô Gφ áûë
(1− ε)-ïîïàäàþùèì äèñïåðñåðîì ñ ïîðîãîì p · 2R .
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Äèñïåðñåð
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Äîêàçàòåëüñòâî

Íåîáõîäèìîñòü

• Ïóñòü S ⊆ {0, 1}R , |S | ≥ p · 2R , à ìíîæåñòâî ñîñåäåé íå
áîëüøå, ÷åì εN.

• Àëèñà ïîìå÷àåò âñå êàðòû, ê êîòîðûì íåò ðåáðà èç S (èõ
õîòÿ áû (1− ε)N).

• Òîãäà âåðîÿòíîñòü íåóñïåõà Áîáà íå ìåíüøå, ÷åì p.
Ïðîòèâîðå÷èå!!!

Äîñòàòî÷íîñòü

Ïóñòü S ìíîæåñòâî ñëó÷àéíûõ áèòîâ, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ
íåóñïåõ Áîáà, åñëè áû |S | ≥ p · 2R , òî ìíîæåñòâî ñîñåäåé S
áûëî áû áîëåå εN è Áîá âûèãðàë áû.
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Ïîíèæåíèå âåðîÿòíîñòè îøèáêè ñ

ïîìîùüþ äèñïåðñåðà

• Äëÿ êàæäîãî k ìîæíî ïîñòðîèòü 1
2 -ïîïàäàþùèé äèñïåðñåð

ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí A = {0, 1}r ∪ B = {0, 1}r è ïîðîãîì
2r

rk ñòåïåíè rO(1).
• Ïóñòü äëÿ ÿçûêà L åñòü àëãîðèòì, ïðîâåðÿþùèé
ïðèíàäëåæíîñòü, ñ âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè 1

2 , èñïîëüçóþùèé
r ñëó÷àéíûõ áèòîâ.

• Âîçüìåì ñëó÷àéíóþ ñòðî÷êó x èç A è äëÿ âñåõ åå ñîñåäåé
y â äèñïåðñåðå çàïóñòèì àëãîðèòì, ãäå âìåñòî ñëó÷àéíûõ
áèòîâ áóäóò âûñòóïàòü áèòû y .

• Âåðîÿòíîñòü îøèáêè 1
rk

• Âðåìÿ ðàáîòû óâåëè÷èëîñü â ïîëèíîì ðàç
• ×èñëî ñëó÷àéíûõ áèòîâ íå èçìåíèëîñü
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Òðåáîâàíèå ê äèñïåðñåðó

Âîçìîæíîñòü çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî
ñîñåäåé âåðøèíû.
Õðàíèòü âåñü äèñïåðñåð âîçìîæíîñòè íåò!!!
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Êîíñòðóêöèÿ äèñïåðñåðà, îñíîâàííàÿ íà

ýêñïàíäåðàõ

Îïðåäåëåíèå

Íåîðèåíòèðîâàííûé d-ðåãóëÿðíûé ãðàô íàçûâàåòñÿ
c-ýêñïàíäåðîì, (c > 0). Åñëè ∀V ′ ⊆ V , |V ′| ≤ 1

2 |V |
âûïîëíÿåòñÿ: |V ′ ∪ Γ(V ′)| ≥ (1 + c)|V ′|, ãäå Γ(V ′) � ýòî
ìíîæåñòâî âåðøèí, ñìåæíûõ âåðøèíàì èç V ′.

Ýêñïàíäåðû Gabber-Gallil

Äâóäîëüíûé ãðàô V = (Zm)2 ∪ (Zm)2. Âåðøèíà (x , y) èç îäíîé
äîëè ñîåäèíåíà ñ âåðøèíàìè
(x , y), (x , x + y), (x , x + y − 1), (x + y , y), (x + y + 1, y) èç
äðóãîé äîëè.
Ýòîò ãðàô 5-ðåãóëÿðíûé c-ýêñïàíäåð äëÿ ìàëåíüêîãî c > 0.
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Äèñïåðñåð ïî ýêñïàíäåðó

Êîíñòðóêöèÿ Êàðïà

Ïóñòü G (V ′,E ′) � ýêñïàíäåð, ñòðîèì äèñïåðñåð. A = B = U ′,
äëÿ ïàðàìåòðà l îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ðåáåð E = {(u, v)| åñòü
ïóòü äëèíû íå áîëåå l îò u äî v â ãðàôå G}.

• Íàì õî÷åòñÿ, ÷òîáû ∀S ⊆ A, |S | ≥ T âûïîëíÿëîñü áû
|Γ(S)| > ε|V |.

• Åñëè ìíîæåñòâî ñîñåäåé S áîëüøå 1
2 |A|, òî âñå õîðîøî:

|Γ(S)| ≥ 1
2 |B|.

• Èíà÷å Γ(S) ≥ (1 + c)l |S | ≥ 1
2 |B|, ïðè T = 1

2(1+c)l
|B|

• Ìû ïîëó÷èëè (1
2 + ε)-ïîïàäàþùèé äèñïåðñåð äëÿ ëþáîãî

ε > 0, ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ≤ d l .
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Äèñïåðñåð ïî ýêñïàíäåðó

Ïðèìåíÿåì êîíñòðóêöèþ Êàðïà ê ãðàôàì Gabber-Galil

Theorem
Äëÿ ëþáîé êîíñòàíòû k ñóùåñòâóåò ÿâíûé 1

2 -ïîïàäàþùèé

äèñïåðñåð Er ⊂ Vr × Vr , ãäå |Vr | = 2r , ñòåïåíè rO(1) ñ ïîðîãîì

2r/rk
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Óíèâåðñàëüíîå õåøèðîâàíèå

Çàäà÷à õåøèðîâàíèÿ

Õî÷åòñÿ èìåòü äåòåðìèíèðîâàííóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ
�ðàâíîìåðíî� ðàçáðàñûâàëà ýëåìåíòû áîëüøîãî ìíîæåñòâà X
ïî k ÿùèêàì, k < |X |.

Èäåÿ óíèâåðñàëüíîãî õåøèðîâàíèÿ

Åñëè ìû íå ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåìåíòû ïîñòóïàþò â
ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå, òî ìû ìîæåì ñàìè âûáèðàòü õåøôóíêöèþ
ñëó÷àéíûì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé H èç {0, 1}n â {0, 1}m íàçûâàåòñÿ
óíèâåðñàëüíûì ñåìåéñòâîì õåø-ôóíêöèé, åñëè äëÿ ëþáûõ
x , y ∈ {0, 1}n, x 6= y âûïîëíÿåòñÿ P{h(x) = h(y)} ≤ 2−m, ãäå h
áåðåòñÿ ðàâíîìåðíî èç H
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Óíèâåðñàëüíîå õåøèðîâàíèå

Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé H èç {0, 1}n â {0, 1}m íàçûâàåòñÿ
ñèëüíûì óíèâåðñàëüíûì ñåìåéñòâîì õåø-ôóíêöèé, åñëè äëÿ
ëþáûõ x , y ∈ {0, 1}n, x 6= y è a, b ∈ {0, 1}m âûïîëíÿåòñÿ
P{h(x) = a∧ h(y) = b} = 2−2m, ãäå h áåðåòñÿ ðàâíîìåðíî èç H

Ïðèìåð ñèëüíîãî óíèâåðñàëüíîãî ñåìåéñòâà õåø-ôóíêöèé

F � ïîëå, |F| = 2n. H = {ha,b : F → F|a, b ∈ F, ha,b(x) = ax + b}.
Åñòü áèåêöèÿ ìåæäó F è {0, 1}n. Ìîæíî âûêèäûâàòü íåíóæíûå
áèòû è ïîëó÷èòü m<n
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Äèñïåðñåð èç óíèâåðñàëüíîãî ñåìåéñòâà

Êîíñòðóêöèÿ

Ïóñòü åñòü ñèëüíîå óíèâåðñàëüíîå ñåìåéñòâî õåø-ôóíêöèé H,
îòîáðàæàþùèõ ìíîæåñòâî D íà B. Ðàññìîòðèì äâóäîëüíûé
ãðàô c äîëÿìè (A = H,B). E = {(h, h(x))|h ∈ A, x ∈ D}.

Òåîðåìà

Åñëè D > d1
εe, òî ýòîò ãðàô ÿâëÿåòñÿ 1

2 -ïîïàäàþùèì
äèñïåðñåðîì ñòåïåíè D ñ ïîðîãîì ε|A|.

15 / 17



Äîêàçàòåëüñòâî

• Âîçüìåì S ⊂ A, |S | ≥ ε|A|, íàäî ïîêàçàòü, ÷òî
|Γ(S)| ≥ |B|/2. Èëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî B ′ ⊆ B, |B ′| ≥ |B|/2
äëÿ ñëóàéíîé h ∈ A âåðîÿòíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ðåáðà èç h
õîòÿ áû 1− ε.

• Ôèêñèðóåì B ′. Ñëó÷àéíàÿ ïåðåìåííàÿ Yi , Yi = 1, åñëè
h(i) ∈ B ′, èíà÷å Yi = 0

• Ñóùåñòâîâàíèå ðåáðà ìåæäó h è B ′ ýêâèâàëåíòíî∑
i∈D Yi > 0.

• E [Yi ] = |B ′|/|B| ≥ 1
2

• D[Yi ] = E [Yi ](1− E [Yi ]) ≤ 1/4
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Äîêàçàòåëüñòâî

• E [
∑

i Yi ] =
∑

i E [Yi ] ≥ |D|/2

• Òàê êàê Yi ïîïàðíî íåçàâèñèìû, òî
D[

∑
i Yi ] =

∑
i D[Yi ] ≤ |D|/4

• Íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà: P{|X − µ| ≥ t} ≤ σ2/t2

• P{ íåò ðåáðà ìåæäó h è
B ′} = P{

∑
i∈D Yi = 0} = P{

∑
i∈D Yi ≤

E [
∑

i∈D Yi ]− |D|/2} ≤ (|D|/4)/(|D|/2)2 = 1/|D| < ε
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