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BPP: âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû ñ

äâóñòîðîííåé îøèáêîé

Îïðåäåëåíèå:

ßçûê L ∈ BPP, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé
âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì A, òàêîé ÷òî
• P{A(x) = 0} ≥ 2

3 , ïðè x /∈ L

• P{A(x) = 1} ≥ 2
3 , ïðè x ∈ L
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Ìàæîðèðóþùèé äèñïåðñåð

Îïðåäåëåíèå

Äâóäîëüíûé ãðàô G (V = (A ∪ B),E ⊆ A× B) íàçûâàåòñÿ
ìàæîðèðóþùèì (1− ε)-ïîïàäàþùèì äèñïåðñåðîì ñ ïîðîãîì
T , åñëè ∀S ⊆ A, |S | ≥ T è äëÿ ëþáîãî M ⊂ B, |M| ≥ (1− ε)|B|
âûïîëíÿåòñÿ |Γ(S) ∩M| ≥ 1

2 |Γ(S)|.

Ïðèìåíåíèå

Ïîíèæåíèå âåðîÿòíîñòè îøèáêè àëãîðèòìîâ èç BPP
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Ðàñïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ðàñïðåäåëåíèÿ D1 è D2 íà ìíîæåñòâå A íàçûâàþòñÿ
ε-áëèçêèìè, åñëè

∑
x∈A |p1(x)− p2(x)| ≤ ε.

Îïðåäåëåíèå

Ìèíèìàëüíîé ýíòðîïèåé ðàñïðåäåëåíèÿ D íà ìíîæåñòâå A
íàçûâàåòñÿ H∞(D) = minx∈D log 1

p(x) .

H∞ ≥ k ⇐⇒ ∀x p(x) ≤ 2−k
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Ýêñòðàêòîð

Îïðåäåëåíèå

Îòîáðàæåíèå E : {0, 1}n × {0, 1}d → {0, 1}m íàçûâàåòñÿ
ýêñòðàêòîðîì ñ ïàðàìåòðàìè (k, ε), åñëè äëÿ ëþáîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ D ñ H∞(D) ≥ k ðàñïðåäåëåíèåh E (D,Ud)
ÿâëÿåòñÿ ε-áëèçêèì ê ðàâíîìåðíîìó. (Ud � ðàâíîìåðíîå
ðàñïðåäåëåíèå íà {0, 1}d)
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Ýêñòðàêòîð � ýòî ìàæîðèðóþùèé

äèñïåðñåð

Ïðåäëîæåíèå

(k, ε)-Ýêñòðàêòîð ÿâëÿåòñÿ ìàæîðèðóþùèì
(1/2 + ε/2)-ïîïàäàþùèì äèñïåðñåðîì ñ ïîðîãîì 2k .

Äîêàçàòåëüñòâî

Ðàññìîòðèì V ⊂ {0, 1}n, |V | ≥ 2k . Ïóñòü D � ðàâíîìåðíîå
ðàñïðåäåëåíèå íà V , òîãäà â îáðàçå D íå áîëüøå 2mε íóëåé.
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Ýêñòðàêòîð ïî ýêñïàíäåðó

Ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ïî ýêñïàíäåðó � ýòî ýêñòðàêòîð.
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Êîäû ñ êîððåêöèåé îøèáêè

Îïðåäåëåíèå

Êîäîì ñ êîððåêöèåé îøèáêè ñ ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì δ
íàä ìíîæåñòâîì S íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå e : Sn → Sm, ãäå
n < m òàêîå, ÷òî ìíîæåñòâî âõîæäåíèå i , ãäå e(x)i 6= e(y)i ïðè
x 6= y , ñîñòàâëÿåò äîëþ íå ìåíåå δ.

Êîä Reed-Solomon

F � êîíå÷íîå ïîëå ðàçìåðà m > n. eRS : F n → Fm Ïóñòü
i1, i2, . . . in ∈ F . x ∈ F n, òîãäà ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíè íå áîëåå n − 1 òàêîé, ÷òî p(ij) = xj , j ∈ {1, . . . , n}.
Îïðåäåëèì eRS(x) = (p(y))y∈F . δ = m−n+1

m .
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Êîäû ñ êîððåêöèåé îøèáêè

Êîä Àäàìàðà

eH : {0, 1}l → {0, 1}2l
.

eH(x) = (< x , y >)y∈{0,1}l .
δ = 1/2

Êîíêàòåíàöèÿ eH ◦ eRS

|F | = 2l = m. eH ◦ eRS : {0, 1}n → {0, 1}m2l

y = y1 . . . ym = eRS(x), yi ∈ F = {0, 1}l

eH ◦ eRS = eH(y1) ◦ eH(y2) ◦ · · · ◦ eH(ym)
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Êîäû ñ êîððåêöèåé îøèáêè

Ëåììà 1
n < m = 2l , òîãäà e = eH ◦ eRS � êîä
e : {0, 1}n → {0, 1}m2

δ = 1
2 −

n−1
2m

Äîêàçàòåëüñòâî

δ ≥ m−n+1
m

1
2

Ñëåäñòâèå

Åñëè n � ñòåïåíü äâîéêè, òî ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíî
âû÷èñëèìîå êîäèðîâàíèå e : {0, 1}n → {0, 1}n10

c δ = 1
2 −

1
n4 .

Ëåììà 2
Ïðè òàêîì êîäèðîâàíèè ëþáîé øàð Õåììèíãà ñ öåíòðîì â
{0, 1} è ðàäèóñîì n10(1

2 −
1
n2 ) ñîäåðæèò íå áîëåå, ÷åì n4/2

êîäîâûõ ñëîâ.
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Êîäû ñ ïîòåðÿìè

Îïðåäåëåíèå

Êîäîì ñ ïîòåðÿìè íàçûâàåòñÿ ïàðà îòîáðàæåíèé
c : {0, 1}m → {0, 1}l è d : {0, 1}l → {0, 1}m.
D � ðàñïðåäåëåíèå íà {0, 1}m, òîãäà èñêàæåíèåì íàçûâàåòñÿ
φ = Px∈D,i∈Um{d(c(x))i 6= xi}.

Ëåììà
Ïóñòü e : {0, 1}m → {0, 1}m10

� êîä ñ êîððåêöèåé îøèáêè. D �
ðàñïðåäåëåíèå íà {0, 1}m, H∞(D) ≥ t, e(D) � ðàñïðåäåëåíèå
íà {0, 1}m10

, òîãäà äëÿ ëþáîãî êîäà ñ ïîòåðÿìè
c : {0, 1}m10 → {0, 1}l è èñêàæåíèåì φ < 1

2 −
2

m2 âûïîëíÿåòñÿ
l ≥ t − 6 log m.
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Êîäû ñ ïîòåðÿìè

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû

y � ñëó÷àéíûé ýëåìåíò e(D); G � ñîáûòèå, îçíà÷àþùàÿ
ρHam(y , d(c(y))) < (1

2 −
1

m2 )m
10.

Èìååì P{y ∈ G} ≥ 1
m2 , èíà÷å èñêàæåíèå

φ > (1− 1
m2 )(

1
2 −

1
m2 ) > 1

2 −
2

m2 .
Ïóñòü w � ñàìîå ïîïóëÿðíîå çíà÷åíèå ñðåäè c(y), y ∈ G .
Îáîçíà÷èì ñîáûòèå G ′: y ∈ G , c(y) = w . P{y ∈ G ′} ≥ 1

2lm
.

Â øàðå ðàäèóñà (1
2 −

1
m2 )m

10 íå áîëåå, ÷åì m4/2 ýëåìåíòîâ ñ
íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ â e(D). Ïîýòîìó P{G ′} ≤ m4

2 2−t .
Èòîãî 1

2lm
≤ m4

2 2−t , ò.å., l ≥ t − 6 log m.
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Äèçàéí Nisan-Wigderson

Äèçàéí

S1,S2, . . . ,Sm � s-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà {1, 2, . . . n}. Äëÿ
ëþáûõ i 6= j , |Si ∩ Sj | ≤ l .

Ëåììà
Äëÿ ëþáîé êîñíòàíòû c ≥ 1 ñóùåñòâóåò äèçàéí c ïàðàìåòðàìè:
m, n = O(log m), s = c log m), l = log m. È åãî ìîæíî ïîñòðîèòü
çà ïîëèíîìèàëüíîå îò m âðåìÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî

n = 100c2 log m Ñòðîèì èíäóêòèâíî S1, . . . ,Si . Äëÿ ïîñòðîåíèÿ
Si+1 âûáèðàåì ñëó÷àéíûì îáðàçîì 2c log m ýëåìåíòîâ: ñ
áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ, ñðåäè íèõ õîòÿ áû c log m ðàçëè÷íûõ è
ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñòàëüíûìè ìåíüøå log m.
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Ïðåäñêàçàòåëü

Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ε-ïðåäñêàçàòåëåì äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ D,
åñëè äëÿ ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà x , ïîëó÷åííîãî ïî
ðàñïðåäåëåíèþ D, P{f (x1, x2, . . . xi−1) = xi} ≥ 1

2 + ε.

Ëåììà
Åñëè ðàñïðåäåëåíèå D íà {0, 1}m íå ÿâëÿåòñÿ ε-áëèçêèì ê
ðàâíîìåðíîìó, òî äëÿ D ñóùåñòâóåò ε

2m -ïðåäñêàçàòåëü.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ãèáðèäíûé ìåòîä.
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Trevisan ýêñòðàêòîð: ñîáèðàåì âñå âìåñòå

Ýêñòðàêòîð

Îïèñûâàåì ýêñòðàêòîð E : U × A → V , ãäå
U = {0, 1}rk

,V = {0, 1}r ,A = {0, 1}c log r . Ïîðîã ìèíèìàëüíîé
ýíòðîïèè r3, varepsilon ≤ 1

10 .
x ∈ U, ñ÷èòàåò e(x) ∈ {0, 1}10rk

. Áóäåì ïðåäñòàâëÿòü e(x), êàê
g : {0, 1}10k log r → {0, 1}.
S1,S2, . . . Sr � äèçàéí ñ ïàðàìåòðàìè
m = r , n = c log r , s = 10k log r , l = log r .
y ∈ A � ñëó÷àéíàÿ ñòðîêà. ySi

� ñóæåíèå íà ìíîæåñòâî Si .
E (x , y) = g(yS1)g(yS2) . . . g(ySr ).
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Trevisan ýêñòðàêòîð: ñîáèðàåì âñå âìåñòå

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå D íà U èìååò min-ýíòðîïèþ íå ìåíåå r3.
Åñëè ðàñïðåäåëåíèå E (D,UA) íå ÿâëÿåñòÿ 1/10 áëèçêèì ê
ðàâíîìåðíîìó, òî åñòü 1

20(r+1) -ïðåäñêàçàòåëü.
Óìååì ïî g(yS1), g(yS2), . . . g(ySi−1

) ïðåäñêàçûâàòü g(ySi
).

Çàôèêñèðóåì âñå áèòû y , êðîìå ySi
. Çíàÿ e(x), ìîæíî

ïðåäñòàâèòü g(ySj
), êàê ôóíêöèþ îò ySi∩Sj

. Íà çàïèñü óéäåò íå
áîëüøå, ÷åì r áèòîâ. Òîãäà âñå g(ySj

) ìîæíî çàïèñàòü,
èñïîëüçóÿ O(r2) áèòîâ.
Êîäèðîâàíèå ñ ïîòåðÿìè: ïðåäñòàâëÿåì e(x), êàê ýòè O(r2)
áèòîâ. Ó íàñ åñòü ïðåäñêàçàòåëü, çíà÷èò èñêàæåíèÿ áóäóò íå
áîëåå, ÷åì 1

2 −
1

20(r+1) , íî òîãäà äëèíà êîäà äîëæíà áûòü êàê
ìèíèìóì r3, à ó íàñ O(r2).
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