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Ïñåâäîñëó÷àéíîå ìíîæåñòâî

Îïðåäåëåíèå.
Ìíîæåñòâî P ⊆ {0, 1}r íàçûâàåòñÿ ïñåâäîñëó÷àéíûì äëÿ
êëàññà ìíîæåñòâ C ⊆ 2{0,1}r

ñ âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè ε, åñëè
äëÿ ëþáîãî S ∈ C .

|Px∈P{x ∈ S} − Px∈{0,1}r {x ∈ S}| ≤ ε

2

Îïðåäåëåíèå.
Ìíîæåñòâî P ⊆ {0, 1}r íàçûâàåòñÿ ïñåâäîñëó÷àéíûì äëÿ ñõåì
ðàçìåðà r , äëÿ ëþáîé ñõåìû A ðàçìåðà r

|Px∈P{A(x) = 1} − Px∈{0,1}r {A(x) = 1}| ≤ ε

2
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Ðåçóëüòàò

Òåîðåìà
Åñëè ñóùåñòâóåò ÿçûê L ∈ EXP, ñõåìíàÿ ñëîæíîñòü êîòîðîãî
ñóïåðïîëèíîìèàëüíàÿ, òîãäà BPP ⊆ DTime(2O(nε)) äëÿ âñåõ
ε > 0.
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Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà

Ëåììà 1
Ïóñòü s(n) � ñóïåðïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü ìû óìååì
çà âðåìÿ 2O(nc ) ñòðîèòü òàáëèöó èñòèííîñòè ôóíêöèè
f : {0, 1}n → {0, 1}, òàêîé ÷òî ëþáàÿ ñõåìà ðàçìåðà íå áîëåå
s(n) ïðàâèëüíî âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ f íà íå áîëåå, ÷åì 1

2 + 1
s(n)

äîëå âõîäîâ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 çà âðåìÿ 2O(nε) ïîñòðîèòü
ïñåâäîñëó÷àéíîå ìíîæåñòâî äëÿ ñõåì ðàçìåðà n ñ îøèáêîé
1/10.
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Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà

Ëåììà 2
Ïóñòü s(n) � ñóïåðïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü ìû óìååì
çà âðåìÿ 2O(nc ) ñòðîèòü òàáëèöó èñòèííîñòè ôóíêöèè
f : {0, 1}n → {0, 1}, òàêîé ÷òî ëþáàÿ ñõåìà ðàçìåðà íå áîëåå
s(n) íå âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ f . Òîãäà çà âðåìÿ 2O(nc ) ìîæíî
ïîñòðîèòü òàáëèöó èñòèííîñòè ôóíêöèè f : {0, 1}n → {0, 1},
òàêîé ÷òî ëþáàÿ ñõåìà ðàçìåðà íå áîëåå s ′(n) ïðàâèëüíî
âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ f íà íå áîëåå, ÷åì 1

n2 äîëå âõîäîâ. s ′(n) �
äðóãàÿ ñóïåðïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ.
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Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà

Ëåììà 3
Ïóñòü s ′(n) � ñóïåðïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü ìû óìååì
çà âðåìÿ 2O(nc ) ñòðîèòü òàáëèöó èñòèííîñòè ôóíêöèè
f : {0, 1}n → {0, 1}, òàêîé ÷òî ëþáàÿ ñõåìà ðàçìåðà íå áîëåå
s ′(n) ïðàâèëüíî âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ f íà íå áîëåå, ÷åì 1

n2 äîëå
âõîäîâ. Òîãäà çà âðåìÿ 2O(nc ) ìîæíî ïîñòðîèòü òàáëèöó
èñòèííîñòè ôóíêöèè f : {0, 1}n → {0, 1}, òàêîé ÷òî ëþáàÿ
ñõåìà ðàçìåðà íå áîëåå s ′′(n) ïðàâèëüíî âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ f
íà íå áîëåå, ÷åì 1

2 + 1
s(n) äîëå âõîäîâ. s ′′(n) � äðóãàÿ

ñóïåðïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ.
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Ïðåäñêàçàòåëü

Îïðåäåëåíèå
Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ε-ïðåäñêàçàòåëåì äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ D,
åñëè äëÿ ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà x , ïîëó÷åííîãî ïî
ðàñïðåäåëåíèþ D, P{f (x1, x2, . . . xi−1) = xi} ≥ 1

2 + ε.

Ëåììà
Åñëè ìíîæåñòâî S ⊆ {0, 1}m íå ÿâëÿåòñÿ ε-ïñåâäîñëó÷àéíûì
äëÿ ñõåì ðàçìåðà m, òî äëÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà
ìíîæåñòâå S ñóùåñòâóåò ε

2m -ïðåäñêàçàòåëü � ñõåìà ðàçìåðà m.

Äîêàçàòåëüñòâî
Ãèáðèäíûé ìåòîä.
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Äèçàéí Nisan-Wigderson

Äèçàéí
S1,S2, . . . ,Sm � s-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà {1, 2, . . . n}. Äëÿ
ëþáûõ i 6= j , |Si ∩ Sj | ≤ l .

Ëåììà
Äëÿ ëþáûõ ïàðàìåòðîâ m è n ñóùåñòâóåò ÿâíûé äèçàéí c
ïàðàìåòðàìè: (nm, n2, n,m).

8 / 9



Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 1

Ïóñòü ε′ = ε/c . Çàôèêñèðóåì äèçàéí S1,S2, . . . Sn ñ
ïàðàìåòðàìè (n, n2ε′ , nε′ , log n). Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî
P = {vy}y∈{0,1}n2ε′ . Îïðåäåëèì vy = f (yS1)f (yS2) . . . f (ySn).
Ïóñòü ýòî íå ïñåâäîñëó÷àéíîå ìíîæåñòâî äëÿ ñõåì ðàçìåðà n ñ
îøèáêîé 1

10 . Çíà÷èò åñòü ïðåäñêàçàòåëü äëÿ áèòà ñ íîìåðîì i
îò vi ñ âåðîÿòíîñòüþ 1

20(n+1) .
Çàìîðîçèì âñå áèòû êðîìå áèòîâ Si . |Si ∩ Sj | ≤ log n. Çíà÷èò,
òàáëèöà èñòèííîñòè f (ySj

) � ïîëèíîìèàëüíîãî ðàçìåðà îò n.
Äàëåå âû÷èñëÿåì f (yS1), . . . , f (ySi−1

) ïî òàáëè÷êàì. À
ïðåäñêàçàòåëü íàì ñ âåðîÿòíîñòüþ áîëüøå 1

2 + 1
20(n+1) äàñò

f (ySi
). |YSi

| = nε′ .
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