
Ðåöåíçèÿ íà äîêëàä

Marked Ancestor Problems (÷àñòü 2)

1 Âàæíîå èç ïåðâîé ÷àñòè

Ëåììà 5. Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå íà U ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî F .
Òîãäà äëÿ âñÿêîãî ñëîÿ âåðøèí W è x > 0 âûïîëíåíî

P

|z(u, x,W )| ≥

∣∣∣FW
∣∣∣

2Cx+1

 ≥ 1

2

2 Àìîðòèçèðîâàííàÿ îöåíêà

Îïðåäåëåíèå. tu è tq ÿâëÿþòñÿ àìîðòèçèðîâàííîé ñòîèìîñòüþ îá-
íîâëåíèÿ è çàïðîñà ñîîòâåòñòâåííî, åñëè ∀m,m′ > n íà âûïîëíåíèå m
îïåðàöèé îáíîâëåíèÿ èm′ îïåðàöèé çàïðîñà òðåáóåòñÿ íå áîëååmtu+m′tq
âðåìåíè.

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî m > n ñóùåñòâóåò äåðåâî è ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü èç çàïðîñîâ âèäà mark, unmark, �rstmarked íà í¼ì òàêîå, ÷òî ïî-
òðåáóåòñÿ íå ìåíåå Ω

(
m logn

log(tub logn)

)
îïåðàöèé â cell-probe ìîäåëè ñ ÿ÷åéêàìè

â b áèòîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n � ñòåïåíü äâîéêè. Ïîñòðîèì

ñèëüíî âåòâÿùååñÿ äåðåâî: δ(n) = ctuC log2 n, c ≥ 8. Ðàçîáü¼ì ñëîè Wi íà
ïîäìíîæåñòâàWij ðàçìåðà log n. ×åðåç F îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ñïîñîáîâ
ðàññòàâèòü ìåòêè ïî âåðøèíàì òàê, ÷òîáû â êàæäîì ïîäìíîæåñòâå áûëà
îòìå÷åíà òîëüêî îäíà âåðøèíà.

1



Äëÿ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåéA1, A2, . . . , Ak îïðåäåëèìmerge(A1, A2, . . . , Ak) =
(a11, a

1
2, . . . , a

1
k, a

2
1, . . .); âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì, ÷òîáû îïðåäåëèòü äëÿ âåðøèí

äåðåâà îïåðàöèþ T ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• åñëè âåðøèíà � ëèñò L, òî T = (L,L, . . .);

• åñëè ó âåðøèíû åñòü ïîòîìêè ñî çíà÷åíèÿìè T1, T2, . . . , Tk, òî T =
merge(T1, T2, . . . , Tk).

Áëàãîäàðÿ îäèíàêîâûì ñòåïåíÿì âåðøèí äåðåâà ïîëó÷èâøååñÿ T îò êîð-
íÿ ïðîõîäèò ïî ëèñòàì ðàâíîìåðíî.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàïðîñîâ âèäà (u1, q1, . . . , u2m, q2m),
ãäå:

• Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõWij, ïåðåñåêàþùèõ ïóòü èç Ti â êîðåíü.
Òîãäà ui � íàáîð îïåðàöèé unmark íà îòìå÷åííîé âåðøèíå â êàæ-
äîì èç ýòèõ ìíîæåñòâ è mark íà íåêîòîðîé âåðøèíå â êàæäîì èç
íèõ. Òàêîé íàáîð îïåðàöèé ïåðåâîäèò ñîñòîÿíèå èç F â ñîñòîÿíèå
èç F .

• qi � ïðîèçâîëüíûé çàïðîñ âèäà firstmarked ê ëèñòó äåðåâà.

Ðåçóëüòàò íà âûõîäå òàêèõ çàïðîñîâ íå çàâèñèò îò òîãî, êàêîå ñîñòîÿíèå
áûëî íà âõîäå, òàê ÷òî òàêîå ìíîæåñòâî U çàäà¼ò ðàâíîìåðíîå ðàñïðå-
äåëåíèå. Çíà÷èò, ìîæíî áóäåò ïðèìåíÿòü ëåììó 5.

Äëÿ ðàñêðàñêè e îáîçíà÷èì ÷åðåç ej ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ çàïðîñîâ
u1, . . . , uj. Îáîçíà÷èì s(j, t) = uj−|Wt| . . . uj; çàìåòèì, ÷òî ej|∪t′≤tWt′

çàâè-
ñèò òîëüêî îò ej â ñèëó ïîñòðîåíèÿ T . Ïóñòü x(s, t) � âðåìÿ âûïîëíåíèÿ
s(j, t).

Ëåììà. Ïóñòü S = {(j, t)|x(s(j, t− 1)) ≤ 4tu log n |Wt−1|}. Òîãäà |S| ≥
1
2
m(h− 1).
Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ ïîäñ÷¼òîì ÷èñëà çàïðîñîâ.
Îïðåäåëåíèå. Ðåãèñòð q ïðèíàäëåæèò ïîêîëåíèþ t, åñëè x(s(j, t−

1)) ≤ y ≤ x(s(j, t)), ãäå y � âðåìÿ ïîñëå ïîñëåäíåãî îáíîâëåíèÿ q.
Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðî ñîñòîÿíèå âåðøèí äî ñëîÿ t− 1 âêëþ÷è-

òåëüíî q íè÷åãî íå ãîâîðèò (çà ñ÷¼ò îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè merge).
Óòâåðæäåíèå. Ñ âåðîÿòíîñòüþ õîòÿ áû 1

8
(âîçìîæíî, ÷óòü ìåíüøå,

ãëàâíîå � îãðàíè÷åíî êîíñòàíòîé ñíèçó) ïðè îòâåòå íà çàïðîñ qj áóäåò
èñïîëüçîâàí ðåãèñòð ïîêîëåíèÿ t.

Äàííîå óòâåðæäåíèå äà¼ò íåîáõîäèìóþ îöåíêó íà ÷èñëî îïåðàöèé.
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Ñ âåðîÿòíîñòüþ 1
2
äàííàÿ ïàðà (j, t) áóäåò èç S, è x(s(j, t − 1)) ≤

4tu log n|Wt−1| ≤ [δ(n) = ctuC log2 n, c ≥ 8] ≤ 1
2
|Wt|

logn·C . Èç ëåììû 5 ìîæíî

âûâåñòè, ÷òî P (∃e1, e2 ∈ Z(u1 . . . uj, x(s(j, t − 1)),Wt)|e1(v) 6= e2(v)) ≥ 1
4

(âçÿòèåì ëîãàðèôìà îò îáåèõ ÷àñòåé âûðàæåíèÿ). Íî ñîñòîÿíèå ðåãè-
ñòðîâ äî ïîêîëåíèÿ t − 1 âêëþ÷èòåëüíî â âû÷èñëåíèÿõ äëÿ ýòèõ ðàñ-
êðàñîê ñîâïàäàåò; åñëè íå èñïîëüçîâàòü ðåãèñòðû óðîâíÿ t, òî e1 è e2 íå
ïîëó÷èòñÿ îòëè÷èòü. Ïðè ýòîì ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ íà ïóòè îò v äî
âûáðàííîãî ëèñòà îòìåòîê íåò.

3 ART-ïðåäñòàâëåíèå

Îïðåäåëåíèå. Ðàçáèåíèåì äåðåâà íà ìèêðî- è ìàêðîäåðåâüÿ íàçû-
âàåòñÿ äåëåíèå âåðøèí íà ïîäìíîæåñòâà (ìèêðîäåðåâüÿ). Äåðåâî íà ýòèõ
ïîäìíîæåñòâàõ ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ ìàêðîäåðåâîì.

Îïðåäåëåíèå. Òÿæ¼ëàÿ âåðøèíà � âåðøèíà õîòÿ áû ñ äâóìÿ äåòüìè.
Îïðåäåëåíèå. Óðîâíåì ìèêðîäåðåâà íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå ðàñ-

ñòîÿíèå äî ëèñòà â ñîîòâåòñòâóþùåì ïîääåðåâå ìàêðîäåðåâà.
Îïðåäåëåíèå. ART-ïðåäñòàâëåíèå � ðàçáèåíèå äåðåâà íà ìèêðî- è

ìàêðîäåðåâüÿ, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• â êàæäîì ìèêðîäåðåâå íå áîëåå O(log n) òÿæ¼ëûõ âåðøèí;

• ìàêñèìàëüíûé óðîâåíü ìèêðîäåðåâà íå áîëåå O
(

logn
log logn

)
.

Ëåììà. ART-ïðåäñòàâëåíèå ñóùåñòâóåò è ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî çà
ëèíåéíîå âðåìÿ.

Ñòðîèì òàê: âûäåëÿåì âåðøèíû, â ïîääåðåâüÿõ êîòîðûõ íå áîëåå log n
òÿæ¼ëûõ âåðøèí, à â ïîääåðåâüÿõ èõ ðîäèòåëåé � áîëüøå. Âñ¼ âûêèäûâà-
åì è ïîâòîðÿåì. Êîëè÷åñòâî âåðøèí ïðè ýòîì áûñòðî óìåíüøàåòñÿ, òàê
êàê ó âñÿêîãî ëèñòà â äåðåâå ïîñëå âûêèäûâàíèé áûë ïîòîìîê � ìèêðî-
äåðåâî, èõ íå áîëåå n

logn
, òîãäà â îñòàâøåìñÿ äåðåâå íå áîëåå n

logn
òÿæ¼ëûõ

âåðøèí. Ïðîäîëæàÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî óðîâíåé íå áîëåå loglogn n = logn
log logn

.
Ýòî ìîæåò áûòü ñäåëàíî îäíîé äèíàìèêîé ïî äåðåâó îò ëèñòüåâ.
Èñïîëüçóÿ ART-ïðåäñòàâëåíèå, ìîæíî áûñòðî âûïîëíÿòü îïåðàöèè:

äëÿ �rstmarked ïðîõîäèìñÿ ïî ìèêðîäåðåâüÿì íà ïóòè äî êîðíÿ è îòâå-
÷àåì íà âîïðîñ òàì.
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