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Óäèâèòåëüíàÿ ñèëà àëãåáðàè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ

êîíñòàíòíîé ãëóáèíû

Ïðèìå÷àíèå: summary ñäåëàí íà îñíîâå äîêëàäà, ïîñêîëüêó çíà÷èòåëü-
íàÿ ÷àñòü ñòàòüè ðàññêàçàíà íå áûëà

1 Îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü åñòü ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ {P1, . . . , Pm} íàä
ïåðåìåííûìè {x1, . . . , xn}. Îïðîâåðæåíèå PC (Polynomial Calculus) íà
íèõ åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ R1, . . . , Rs, ãäå Rs = 1 è êàæ-
äûé ìíîãî÷ëåí Rj ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùèõ îäíèì èç ñëåäóþùèõ ñïî-
ñîáîâ:

• Rj = Pi

• Rj = αRk + βRl(k, l < j)

• Rj = xiRk(k < j)

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü åñòü ïîëå F è ïåðåìåííûå {x1, . . . , xn}. SLP
(Straight Line Program) íà íèõ åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ
y1, . . . , ym, ãäå êàæäûé ìíîãî÷ëåí yj ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùèõ îäíèì
èç ñëåäóþùèõ ñïîñîáîâ:

• yj = xi

• yj =
∑
alyl, l < j
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• yj =
∏
yl, l < j

Ìîæíî ðàññìîòðåòü SLP êàê àöèêëè÷åñêèé ãðàô, ïðîâåäÿ ñòðåëêè îò
ìíîãî÷ëåíà â çàâèñÿùèå îò íåãî. Åãî ãëóáèíà è åñòü ãëóáèíà SLP.

Íåêîòîðûå ðàñøèðåíèÿ ïîçâîëÿþò çàâîäèòü íîâûå ïåðåìåííûå, ðàâ-
íûå ìíîãî÷ëåíàì îò ñòàðûõ:

• ∑∏∑
-PC � ìíîãî÷ëåíàì ïåðâîé ñòåïåíè (Trinomial-

∏∑
-PC äî-

áàâëÿåò óñëîâèå íà òî, ÷òî êàæäûé èç ìíîãî÷ëåíîâ êàê íà âõîäå,
òàê è íà âûõîäå PC ñîñòîèò íå áîëåå, ÷åì èç òð¼õ ìîíîìîâ);

• Depth-d-PC � ìíîãî÷ëåíàì èç SLP ãëóáèíû íå áîëåå d− 2.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü åñòü ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ {x1, . . . , xn} è íà-
áîð íåðàâåíñòâ íà íèõ âèäà a1x1+ . . .+ anxn ≥ c (ai è c ïðè ýòîì öåëûå).
Îïðîâåðæåíèå CP íà íèõ åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåðàâåíñòâ, êàæäîå
èç êîòîðûõ åñòü ëèáî ñóììà ïðåäûäóùèõ, ëèáî ïðåäûäóùåå óìíîæèòü
íà êîíñòàíòó, ëèáî ïðåäûäóùåå äåëèòü íà êîíñòàíòó (åñëè âñå ai äåëÿò-
ñÿ; â òàêîì ñëó÷àå ðåçóëüòàò äåëåíèÿ c îêðóãëÿåòñÿ ââåðõ), à ïîñëåäíåå
íåâåðíî.

CP* � CP ñ ïîëèíîìèàëüíûì îãðàíè÷åíèåì íà âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ
xi.

2 Ñîäåðæàòåëüíàÿ ÷àñòü

Òåîðåìà. Trinomial-
∏∑

-PC íàä Q ìîæåò ñèìóëèðîâàòü CP* ñ ïîëè-
íîìèàëüíûì óâåëè÷åíèåì äëèíû äîêàçàòåëüñòâà.

Ëåììà 1. (Substitution Lemma) Ïóñòü R(z − a1) . . . (z − ak) = 0 è
Rp(z) = 0 � äâà âûðàæåíèÿ â îïðîâåðæåíèè Depth-d′-PC, deg p = d,
p(ai) 6= 0∀i. Òîãäà ìîæíî âûâåñòè R = 0 çà O(kd |R|) øàãîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîáèðàåì R(z − a1) . . . (z − ak−1)(zi − aik) äëÿ âñåõ
i îò 1 äî d (óìíîæàÿ íà ìíîãî÷ëåí), ñîáèðàåì èç íèõ R(z − a1) . . . (z −
ak−1)(p(z)−p(ak)), âû÷èòàåìR(z−a1) . . . (z−ak−1)p(z) è äåëèì íà−p(ak) =
const. Ïðîäîëæàåì.

Ëåììà 2. Ïóñòü Q(z − a) = 0 è Q(z − b1) . . . (z − bk) = 0 � äâà
âûðàæåíèÿ â îïðîâåðæåíèè Trinomial-

∏∑
-PC, a 6= bi ∀i. Òîãäà ìîæíî

âûâåñòè Q = 0 çà O(k) øàãîâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàâîäèì z1 = z−a, z2 = z− b1, Q1 = (z− b2) . . . (z−
bk), c = a− b1 6= 0 (òîãäà z1− z2+ c = 0) � òîãäà åñòü Qz1 = 0, QQ1z2 = 0.
Óìíîæàåì ïåðâîå íà Q1, óìíîæàåì z1− z2+ c = 0 íà QQ1 è âû÷èòàåì èç
íåãî îáà èñõîäíûõ ðàâåíñòâà � èìååì QQ1c = 0. Äåëèì íà c, ïðîäîëæàåì.

Ëåììà 3. Ïóñòü A è B � äâà ìíîæåñòâà èç F. Ïóñòü
∏
a∈A

(z− a) = 0 è∏
b∈B

(z−b) = 0 � äâà âûðàæåíèÿ â îïðîâåðæåíèè Trinomial-
∏∑

-PC. Òîãäà

ìîæíî âûâåñòè
∏

c∈A∩B
(z − c) = 0 çà O(|A\B| · |B\A|) øàãîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûêèäûâàåì ýëåìåíòû èç A, êîòîðûå íå âõîäÿò â
B. Ýòî äåëàåòñÿ ëåììîé 2, åñëè äîìíîæèòü âòîðîå âûðàæåíèå íà îñòàâ-
øèåñÿ (z − a) ñ a ∈ A, a /∈ B.

Òåïåðü î òîì, êàê ñèìóëèðîâàòü. Äîáàâëÿåì äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé
x ìíîãî÷ëåí � ïðîèçâåäåíèå (x − c) ñî âñåìè âîçìîæíûìè çíà÷åíèÿìè
c, êîòîðûå ìîæíî òóäà ñòàâèòü. Ñ íåðàâåíñòâîì � òî æå ñàìîå, íî âñå
âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ íåðàâåíñòâà.

Óìíîæåíèå äåëàåòñÿ â ëîá óìíîæåíèåì, äåëåíèå � äåëåíèåì (ñ ïîñëå-
äóþùèì âûêèäûâàíèåì íåêîððåêòíûõ ñêîáîê ïî Intersection Lemma).

Ñóììà äåëàåòñÿ íåìíîãî ñëîæíåå:
Ëåììà 4. Ïóñòü x(x − 1) . . . (x − a) = 0 è y(y − 1) . . . (y − b) = 0 �

äâà âûðàæåíèÿ â îïðîâåðæåíèè Trinomial-
∏∑

-PC, a ≥ b. Òîãäà ìîæíî
âûâåñòè z(z − 1) . . . (z − a− b) = 0 çà O(ab) øàãîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì zi = x + y − i, xj = x − j, yk = y − k.

Îáîçíà÷èì Yi =
b∏

k=0,k 6=i
yk

Óìíîæèâ zi − x0 − yi = 0 íà îñòàâøèåñÿ y è óáðàâ ïðîèçâåäåíèå y,
ïîëó÷èì ziYi−x0Yi = 0. Óìíîæèâ xi−x0−i = 0 íà îñòàâøèåñÿ y, ïîëó÷àåì
xiYi − x0Yi − iYi = 0, àíàëîãè÷íî ñ z. Êîìáèíèðóÿ âñå òðè, ïîëó÷àåì
zi+jYj − xiYj = 0. Èç ýòîãî ìîæíî âûâîäèòü øòóêè âèäà zi+jzi+j−1Yj −
xizi+j−1Yj = 0 è zi+jxi+1Yj − xixi+1Yj = 0, ñîáèðàÿ zjzj+1 . . . zj + iYj −
x0x1 . . . xiYj = 0.

Ïðîäåëûâàåì ýòî äëÿ i = a � òîãäà âòîðîé êóñîê ìîæíî óáðàòü. Ê
îñòàëüíîìó äîáàâëÿåì îñòàëüíûå z è ïðèìåíÿåì Intersection Lemma (òî÷-
íåå, å¼ âàðèàíò, ãäå åù¼ îòäåëüíî õðàíèì Q).
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