
Ñåðèÿ 1. Ðàñêðàñî÷íî-ïàðîñî÷åòàòåëüíàÿ.

1. Äîêàæèòå ÷òî äëÿ ãðàôà Ïåòåðñåíà (âñïîìíèòå ëåêöèþ!) χ′ = 4.
2. * Ðåáðà ãðàôà G ïîêðàøåíû â ÷åòûðå öâåòà òàê, ÷òî ïåðâîå è òðåòüå ðåáðî ëþáîãî ïóòè äëèíû òðè ïîêðàøåíû â

ðàçíûå öâåòà (öèêë äëèíû òðè òîæå ñ÷èòàåòñÿ ïóòåì äëèíû òðè). Äîêàæèòå, ÷òî âåðøèíûG ìîæíî ïðàâèëüíî ðàñêðàñèòü
â ÷åòûðå öâåòà.

3. ** Ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàôà íàçûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêîé, åñëè ëþáàÿ åãî âåðøèíà ñòåïåíè, õîòÿ áû äâà, ñìåæíà ñ
äâóìÿ âåðøèíàìè ðàçëè÷íûõ öâåòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ó ëþáîãî ãðàôà ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ðàñêðàñêà â
∆ + 3 öâåòà (∆ - ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ãðàôà). Îöåíêà òî÷íàÿ � êîíòðïðèìåð ê ∆ + 2 öâåòàì öèêë íà 5 âåðøèíàõ.

4. (Òåîðåìû R.P. Gupta)
a)** Ïóñòü G äâóäîëüíûé ãðàô ñ ìèíèìàëüíîé ñòåïåíüþ δ > 0. Äîêàæèòå, ÷òî åãî ðåáðà ìîæíî ïîêðàñèòü â δ öâåòîâ

(íå îáÿçàòåëüíî ïðàâèëüíûì îáðàçîì) òàê, ÷òî äëÿ ëþáîé âåðøèíû ñðåäè âûõîäÿùèõ èç íåå ðåáåð ïðèñóòñòâóþò âñå δ
öâåòîâ.

b)**** Ïóñòü G ïðîñòîé ãðàô ñ ìèíèìàëüíîé ñòåïåíüþ δ, òîãäà ðåáðà G ìîæíî ïîêðàñèòü â δ− 1 öâåò òàê, ÷òîáû âñå
δ − 1 öâåòà ïðèñóòñòâîâàëè ñðåäè ðåáåð âûõîäÿùèõ èç ëþáîé âåðøèíû.

5. * Â 3-ðåãóëÿðíîì ãðàôå G êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê ðåáåð â òðè öâåòà íå äåëèòñÿ íà 4. Äîêàæèòå, ÷òî
òîãäà â G ñóùåñòâóåò ãàìèëüòîíîâ öèêë.

6. Êâàäðàòíûé ëèñò áóìàãè ðàçáèò íà 100 ìíîãîóãîëüíèêîâ îäèíàêîâîé ïëîùàäè ñ îäíîé ñòîðîíû è íà 100 äðóãèõ
òîé æå ïëîùàäè ñ îáðàòíîé ñòîðîíû. Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò êâàäðàò ìîæíî ïðîòêíóòü 100 èãîëêàìè, ÷òîáû êàæäûé
ìíîãîóãîëüíèê áûë ïðîòêíóò ïî ðàçó.

7. Â êëàññå ïîðîâíó ìàëü÷èêîâ è äåâî÷åê. Êàæäûé ìàëü÷èê äðóæèò ñ ÷åòíûì êîëè÷åñòâîì äåâî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî
ìîæíî âûáðàòü ãðóïïó èç íåñêîëüêèõ ìàëü÷èêîâ òàê, ÷òîáû ñ êàæäîé äåâî÷êîé äðóæèëî ÷åòíîå êîëè÷åñòâî ìàëü÷èêîâ
èç ýòîé ãðóïïû.

8. Âûâåäèòå a) Ëåììó Õîëëà èç òåîðåìû Êåíèãà.
b) Òåîðåìó Êåíèãà èç ëåììû Õîëëà.
9. Ïóñòü M ìàòðèöà ñîñòîÿùàÿ èç 0 è 1. Äîêàæèòå, ÷òî íàèìåíüøåå ÷èñëî ëèíèé (ñòðîê èëè ñòîëáöîâ) äîñòàòî÷íîå

äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêðûòü âñå 1, ðàâíî íàèáîëüøåìó êîëè÷åñòâó 1 òàêèõ, ÷òî íèêàêèå äâå èç íèõ íå ëåæàò íà îäíîé ëèíèè.
10. Ïóñòü G êîíå÷íàÿ ãðóïïà è H ïîäãðóïïà â íåé. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò íàáîð ïðåäñòàâèòåëåé h1, h2, . . . , hn

â G òàêîé, ÷òî h1H,h2H, . . . , hnH � âñå ëåâûå êëàññû ñìåæíîñòè è Hh1,Hh2, . . . ,Hhn � âñå ïðàâûå êëàññû ñìåæíîñòè
11. ** Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé 2k-ðåãóëÿðíûé ãðàô èìååò 2-ôàêòîð ( 2-ðåãóëÿðíûé ïîäãðàô íà âñåõ âåðøèíàõ

èñõîäíîãî ãðàôà).
12. *** Åñòü 30 ãèðåê ñ âåñàìè 1 ã, 2 ã, . . . 30 ã. Èç íèõ âûáðàëè 10 îáùèì âåñîì 155 ã. Äîêàæèòå, ÷òî îñòàâøèåñÿ

20 ãèðåê ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ãðóïïû ïî 10 ãèðåê â êàæäîé ñ ðàâíûìè ñóììàìè âåñîâ.


