
Ñåðèÿ 2. Ñâÿçàííî-ðàñêðàñî÷íàÿ.

1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðîñòîé ñâÿçíûé ãðàô G èìååò ðîâíî äâå âåðøèíû ïðè óäàëåíèè êîòîðûõ, ãðàô íå òåðÿåò
ñâÿçíîñòü, òî G � ýòî ïóòü.

2. ×åðåç k(G) èëè ïðîñòî k îáîçíà÷àåòñÿ âåðøèííàÿ ñâÿçíîñòü ãðàôà G (ò.å. òàêîå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî, ÷òî ïðè
óäàëåíèè êàêèõ-òî k âåðøèí ãðàô òåðÿåò ñâÿçíîñòü. Ãðàô ñîñòîÿùèé èç îäíîé âåðøèíû áóäåì ñ÷èòàòü íåñâÿçíûì).
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ k′(G), êàê ðåáåðíàÿ ñâÿçíîñòü ãðàôà.

Äîêàæèòå, ÷òî â 3-ðåãóëÿðíîì ãðàôå k = k′.
3. * Ãðàô íàçûâàåòñÿ k-êðèòè÷åñêèì, åñëè ïðè óäàëåíèè ëþáîãî ðåáðà åãî âåðøèííàÿ ñâÿçíîñòü óìåíüøàåòñÿ.

Äîêàæèòå, ÷òî â äâóñâÿçíîì (èìååòñÿ â âèäó k(G) = 2) k-êðèòè÷åñêîì ãðàôå åñòü âåðøèíà ñòåïåíè 2.
4. a) Äàí ãðàô G. (d1, d2, . . . , d|V |), ãäå d1 ≥ d2 ≥ . . . ≥ d|V |, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòåïåíåé âñåõ åãî âåðøèí. Äîêàæèòå

òîãäà, ÷òî χ ≤ max
i

min{di + 1, i}.

b) χ ≤ (2|E|) 1
2 .

c) χ(G) + χ(Gc) ≤ |V |+ 1. (Gc � äîïîëíåíèå ãðàôà G äî ïîëíîãî ãðàôà)
5. Èçâåñòíî, ÷òî â ãðàôå G ëþáûå äâà íå÷åòíûõ öèêëà îáÿçàòåëüíî ïåðåñåêàþòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî χ(G) ≤ 5.
6. * Âåðøèíû ñâÿçíîãî ãðàôà ïîêðàøåíû â ÷åðíûé è áåëûé öâåòà. Ïðè÷åì âåðøèí ÷åðíîãî öâåòà ÷åòíîå ÷èñëî.

Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûêèíóòü íå áîëåå n − 1 ðåáðà òàê, ÷òîáû â îñòàâøåìñÿ ãðàôå âñå ÷åðíûå âåðøèíû èìåëè áû
íå÷åòíóþ ñòåïåíü, à âñå áåëûå ÷åòíóþ ñòåïåíü.

7. ** Èçâåñòíî, ÷òî ãðàô G ñ χ(G) = k èìååò ïàðâèëüíóþ ðàñêðàñêó â l ≥ k öâåòîâ, ÷òî â êàæäûé öâåò ïîêðàøåíî
ïî êðàéíåé ìåðå 2 âåðøèíû. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà G îáëàäàåò ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêîé â k öâåòîâ, òàêîé, ÷òî ïðè ýòîì â
êàæäûé öâåò ïîêðàøåíî ïî êðàéíåé ìåðå 2 âåðøèíû.

8. ** Ïî êðóãó ñòîÿò 128 öåëûõ ÷èñåë. Êàæäóþ ñåêóíäó âñå ÷èñëà îäíîâðåìåííî çàìåíÿþòñÿ íà ñóììó äâóõ ñâîèõ
ñîñåäåé. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ âñå ÷èñëà áóäóò äåëèòüñÿ íà 128.

9. a)** Åñëè G 3-ñâÿçíûé ãðàô è |V (G)| ≥ 4, òîãäà åñòü e ∈ E(G), ÷òî G \ e(ñòÿãèâàíèå ãðàôà ïî ðåáðó), îñòàíåòñÿ
òîæå 3-ñâÿçíûì

b)**Äîêàæèòå, ÷òî ãðàôG 3-ñâÿçåí, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðàôîâG1, G2, . . . , Gn

ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1)G0 = K4 è Gn = G.
2) Ó Gi+1 åñòü ðåáðî xy, ó êîòîðîãî d(x), d(y) ≥ 3 è Gi = Gi+1 \ xy äëÿ ëþáîãî i < n.
10. Ïóñòü G ãðàô, a, b ∈ V (G), X ⊆ V (G) \ {a, b} ðàçäåëÿåò a è b â G. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî X ìèíèìàëüíî ðàçäåëÿåò

a è b, åñëè íèêàêîå ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî X íå ðàçäåëÿåò a è b â G. Ïîêàæèòå:
a) X ìèíèìàëüíî ðàçäåëÿåò a è b òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáàÿ âåðøèíà â X ñìåæíà ñ âåðøèíîé èç êîìïîíåíòû

Ca ãðàôà G−X ñîäåðæàùóþ a è ñ âåðøèíîé â êîìïîíåíòå Cb, ñîäåðæàùóþ b.
b)* Ïóñòü X ′ äðóãîå ðàçäåëÿþùåå a è b ìíîæåñòâî ñ ñîîòâåòñâóþùèìè C ′

a è C ′
b. Ïîêàæèòå, ÷òî

Ya = (X ∩ C ′
a) ∪ (X ∩X ′) ∪ (X ′ ∩ Ca)

Yb = (X ∩ C ′
b) ∪ (X ∩X ′) ∪ (X ′ ∩ Cb)

îòäåëÿþò a îò b.
c) * Ìèíèìàëüíî ëè ðàçäåëÿþò Ya è Yb a è b åñëè X è X ′ áûëè ìèíèìàëüíûìè?
11. Ïóñòü äàí k-ñâÿçíûé ãðàô , ãäå k ≥ 2.
a)* Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â íåì ≥ 2k âåðøèí, òî îí ñîäåðæèò öèêë äëèííû ïî êðàéíåé ìåðå 2k.
b)* Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç ëþáûå k âåðøèí ïðîõîäèò öèêë.


