
Ñåðèÿ 3. Ïðîèçâîäÿùíî-êîìáèíàòîðíàÿ.

1. a) Íàéäèòå â ðåêóðåíòíîì âèäå ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê-èíâîëþöèé sn ÷èñåë {1, 2, ..., n}, òî åñòü òàêèõ ïåðåñòàíîâîê
π ∈ Sn, ÷òî ππ = id.

b) Ïîäáåðèòå íàèáîëåå óäîáíóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ (
∑

n
sn

cn
tn, ãäå cn íåêîòîðàÿ ëåãêî âû÷èñëÿåìàÿ îò n ôóíêöèÿ).

Íàéäèòå â ÿâíîì âèäå (îòëè÷íîì îò ôîðìàëüíîãî ðÿäà) ýòó ôóíêöèþ.
2. a) Îáîçíà÷èì ÷åðåç dn ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë {1, 2, ..., n} áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê, òî åñòü òàêèõ π ∈ Sn, ÷òî

π(i) 6= i. Íàéäèòå ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó äëÿ dn.

b) Ïðåäñòàâüòå dn â âèäå n!
n∑

i=1

ai, ãäå
∞∑

i=1

ai ñõîäÿùèéñÿ ðÿä.

3. *** Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ñïîñîáîâ ïðåäñòàâèòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî â âèäå ñóììû ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë ðàâíî êîëè÷åñòâó ñïîñîáîâ ïðåäñòàâèòü ýòî æå ÷èñëî â âèäå ñóììû íå÷åòíûõ ÷èñåë, íî óæå íå îáÿçàòåëüíî
ðàçëè÷íûõ.

4. * Â êâàäðàòå 4 × 4 åñòü 15 êëåòîê (âñå êðîìå ïðàâîé íèæíåé). Íà êëåòêàõ íàïèñàíû ïîäðÿä ÷èñëà îò 1 äî 15
(ñëåâà íàïðàâî â ñòðî÷êàõ è ñâåðõó âíèç ïî ñòîëáöàì). Ðàçåøàåòñÿ ìåíÿòü ìåñòàìè ïóñòóþ êëåòêó ñ ëþáîé ñîñåäíåé.
Ìîæíî ëè ïîëó÷èòü êîíôèãóðàöèþ, â êîòîðîé îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíîé ïîìåíåíû ìåñòàìè êëåòêè ñ íîìåðàìè 14 è 15?

5. *** Ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ F íàçûâàåòñÿ ∆-ñèñòåìîé, åñëè ëþáûå äâà ìíîæåñòâà èç F ïåðåñåêàþòñÿ ïî îäíîìó è
òîìó æå ìíîæåñòâó (âîçìîæî ïóñòîìó). Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò f : N × N → N è äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà èç f(n, k) n
ýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ ìîæíî âûáðàòü ∆-ïîäñèñòåìó ìîùíîñòè k.

6. ** Ãðàô íàçûâàåòñÿ N -ñâîáîäíûì, åñëè ëþáîé åãî èíäóöèðîâàííûé ïîäãðàô íà 4 âåðøèíàõ íå èçîìîðôåí ïóòè
èç 3-åõ ðåáåð (N). Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì, åñëè äëÿ ëþáîãî åãî ïîäãðàôà H ðàçìåð ìàêñèìàëüíîé êëèêè â H
ðàâåí χ(H).

a) Äîêàæèòå, ÷òî N -ñâîáîäíûé ãðàô G ñâÿçåí, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G íåñâÿçåí.
b) Äîêàæèòå, ÷òî êëàññ N -ñâîáîäíûõ ãðàôîâ ýòî ìèíèìàëüíûé êëàññ ñîäåðæàùèé îäíîâåðøèííûé ãðàô è çàìêíóòûé

îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ è äîïîëíåíèÿ.
ñ) Äîêàæèòå, ÷òî N -ñâîáîäíûå ãðàôû ñîâåðøåííû. (Íåëüçÿ ïîëüçîâàòüñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà ôàêòîì, ÷òî äîïîëíåíèå

ñîâåðøåííîãî ãðàôà � ñîâåðøåííî).
7. *** Ïåðåñòàíîâî÷íûì ãðàôîì ñîîòâåòñòâóþùèì íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêå g ∈ Sn íàçûâàåòñÿ ãðàô íà n âåðøèíàõ,

ïðè÷åì âåðøèíû i è j (i < j) ñîåäèíåíû ðåáðîì, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g(i) > g(j).
a) Äîêàæèòå, ÷òî äîïîëíåíèå ïåðåñòàíîâî÷íîãî ãðàôà òîæå ïåðåñòàíîâî÷íûé ãðàô.
b) Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñòàíîâî÷íûé ãðàô � ñîâåðøåííûé.
c) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ n, m, k ∈ N èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèííû kmn + 1âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ìîæíî

âûáðàòü ëèáî ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàåëüíîñòü äëèíû n+1, ëèáî ñòðîãî óáûâàþùóþ äëèíû m+1, ëèáî ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ðàâíûõ ÷èñåë äëèíû k + 1.

8. * Ïîêàæèòå, ÷òî ïëàíàðíûé ñâÿçíûé ãðàô G ýéëåðîâ, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ãðàíè ðàñêðàøèâàþòñÿ â 2
öâåòà. (Ïëàíàðíûé ãðàô � ãðàô, êîòîðûé ìîæåò áûòü èçîáðàæåí íà ïëîñêîñòè áåç ïåðåñå÷åíèÿ ðåáåð)

9. ** a) Äîêàæèòå, ÷òî ïëàíàðíûé ãðàô ìîæíî ïðàâèëüíî ðàñêðàñèòü â 5 öâåòîâ.
b)****** Äîêàæèòå, ÷òî ïëàíàðíûé ãðàô 5-choosable. (Ãðàô íàçûâàåòñÿ k-choosable, åñëè ó íåãî åñòü äîïóñòèìàÿ

ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ïðè óñëîâèè, ÷òî ó êàæäîé âåðøèíû ñâîé ñïèñîê äîïóñòèìûõ öâåòîâ ðàçìåðà k. Íåòðóäíî
âèäåòü k-choosable ⇒ k-colorable. Îáðàòíîå íå âåðíî íàðèìåð äëÿ K3,3 ñî ñïèñêàìè âåðøèí ïåðâîé è âòîðîé äîëè �
(1, 2), (2, 3), (1, 3).)


