
Ñåðèÿ 5. Íà ëþáèòåëÿ.

1. Äîêàæèòå, ÷òî â òóðíèðíîì ãðàôå ñóùåñòâóåò ãàìèëüòîíîâ ïóòü (ãàìèëüòîíîâ ïóòü � ïóòü ïðîõîäÿùèé ïî âñåì
âåðøèíàì, ïîëíûé èëè òóðíèðíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ýòî òàêîé ãðàô, â êîòîðîì ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåðøèíàìè
åñòü ðîâíî îäíî îðèåíòèðîâàííîå ðåáðî).

2. ** Äàí ïîëíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G, íà åãî âåðøèíàõ íàïèñàíû ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî
íàéäåòñÿ âåðøèíà, äëÿ êîòîðîé ñóììà âñåõ ÷èñåë íà êîíöàõ âûõîäÿùèõ èç íåå ðåáåð íå ìåíüøå, ÷åì ñóììà íà íà÷àëàõ
âñåõ âõîäÿùèõ â íåå ðåáåð.

3. *** Íà âåðøèíàõ ãðàôà G íàïèñàíû ïîëîæèòåëüíûå ñòîèìîñòè. Ðàññìîòðèì E � ìíîæåñòâî ñàìûõ äîðîãèõ êëèê
â G. Èçâåñòíî, ÷òî â G íåò âåðøèíû ëåæàùåé âî âñåõ êëèêàõ èç E . Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü âñåõ
âåðøèí äëÿ íåêîòîðîé êëèêè èç E íå áîëüøå, ÷åì ïîëîâèíà îò îáùåé ñòîèìîñòè âñåõ âåðøèí.

4. ** Â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå 200 âåðøèí, èç êàæäîé âûõîäèò õîòÿ áû îäíî ðåáðî è â êàæäóþ âõîäèò õîòÿ áû îäíî
ðåáðî. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî äîáàâèòü íå áîëåå 100 íîâûõ îðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð òàê, ÷òîáû ãðàô ñòàë ñèëüíî ñâÿçíûì,
ò.å. èç ëþáîé âåðøèíû ìîæíî äîáðàòüñÿ äî ëþáîé äðóãîé. (Ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè ìîæåò áûòü íåñêîëüêî ðåáåð)

5. ** Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ñèëüíî ñâÿçíîãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G íà n âåðøèíàõ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ:

a) Ñóùåñòâóåò ñèëüíî ñâÿçíûé îñòîâíûé ïîäãðàô ãðàôà G, â êîòîðîì íå áîëåå 2n− 2 ðåáåð.
b) Åñëè â ãðàôå G ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåðøèíàìè ïðîâåäåíî íå áîëåå îäíîãî ðåáðà, òî ñóùåñòâóåò ñèëüíî ñâÿçíûé

îñòîâíûé ïîäãðàô ãðàôà G , â êîòîðîì íå áîëåå 2n− 3 ðåáåð.
ñ) Äëÿ âñåõ n ≥ 3 ïîñòðîéòå ïðèìåðû ãðàôîâ, äëÿ êîòîðûõ îöåíêè a) è b) òî÷íû.
6. * Ïóñòü G ïîëíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ 2n âåðøèíàìè. Äîêàæèòå, ÷òî â íåì ñóùåñâóåò òàêîé ãàìèëüòîíîâ

ïóòü a1 → a2 → ... → a2n, ÷òî åãî êîíöû ñîåäèíåíû ðåáðîì a1 → a2n.


