
Ñåðèÿ 2. **********.

1. * ×åðåç k(G) îáîçíà÷àåòñÿ âåðøèííàÿ ñâÿçíîñòü ãðàôà, ò.å. ìèíèìàëüíîå ÷èñëî âåðøèí, êîòîðîå ìîæíî óäàëèòü
èç G, ÷òîáû îñòàâøèéñÿ ãðàô ïåðåñòàë áûòü ñâÿçíûì (k(Kn) = n − 1). ×åðåç α(G) îáîçíà÷àþò ðàçìåð ìàêñèìàëüíîãî
ïóñòîãî ïîäãðàôà G. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè |V (G)| ≥ 3, òî

a) Â G íàéäåòñÿ ïðîñòîé öèêë ðàçìåðà ïî êðàéíåé ìåðå k(G).
b) Íàéäåòñÿ ïðîñòîé öèêë ðàçìåðà ïî êðàéíåé ìåðå min(2k(G), |V (G)|).
c) Åñëè k(G) ≥ α(G), òî â G íàéäåòñÿ ãàìèëüòîíîâ öèêë.
2. *** Äîêàæèòå, ÷òî ïëàíàðíûé ãðàô ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îáúåäèíåíèå òðåõ ëåñîâ.
3. * Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ñïîñîáîâ ïðåäñòàâèòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî â âèäå ñóììû ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ

÷èñåë ðàâíî êîëè÷åñòâó ñïîñîáîâ ïðåäñòàâèòü ýòî æå ÷èñëî â âèäå ñóììû íå÷åòíûõ ÷èñåë, íî óæå íå îáÿçàòåëüíî
ðàçëè÷íûõ.

4. * Â êâàäðàòå 4×4 åñòü 15 êëåòîê (âñå êðîìå ïðàâîé íèæíåé). Íà êëåòêàõ íàïèñàíû ïîäðÿä ÷èñëà îò 1 äî 15 (ñëåâà
íàïðàâî â ñòðî÷êàõ è ñâåðõó âíèç ïî ñòîëáöàì). Ðàçðåøàåòñÿ ìåíÿòü ìåñòàìè ïóñòóþ êëåòêó ñ ëþáîé ñîñåäíåé. Ìîæíî
ëè ïîëó÷èòü êîíôèãóðàöèþ, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò íà÷àëüíîé òåì, ÷òî êëåòêè ñ íîìåðàìè 14 è 15 ïîìåíÿëè ìåñòàìè?

5. * Ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàôà íàçûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêîé, åñëè ëþáàÿ åãî âåðøèíà ñòåïåíè, õîòÿ áû äâà, ñìåæíà ñ
äâóìÿ âåðøèíàìè ðàçëè÷íûõ öâåòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ó ëþáîãî ãðàôà ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ðàñêðàñêà â
∆ + 3 öâåòà (∆ - ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ãðàôà). Îöåíêà òî÷íàÿ � êîíòðïðèìåð ê ∆ + 2 öâåòàì öèêë íà 5 âåðøèíàõ.

6. ** Èçâåñòíî, ÷òî ãðàô G ñ χ(G) = k èìååò ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó â l ≥ k öâåòîâ, ÷òî â êàæäûé öâåò ïîêðàøåíî
ïî êðàéíåé ìåðå 2 âåðøèíû. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà G îáëàäàåò ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêîé â k öâåòîâ, òàêîé, ÷òî ïðè ýòîì â
êàæäûé öâåò ïîêðàøåíî ïî êðàéíåé ìåðå 2 âåðøèíû.

7. * Ïî êðóãó ñòîÿò 128 öåëûõ ÷èñåë. Êàæäóþ ñåêóíäó âñå ÷èñëà îäíîâðåìåííî çàìåíÿþòñÿ íà ñóììó äâóõ ñâîèõ
ñîñåäåé. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ âñå ÷èñëà áóäóò äåëèòüñÿ íà 128.

8. a) Äàí ãðàô G. (d1, d2, . . . , d|V |), ãäå d1 ≥ d2 ≥ . . . ≥ d|V |, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòåïåíåé âñåõ åãî âåðøèí. ×åðåç χ(G)
îáîçíà÷àþò ìèíèìàëüíîå ÷èñëî öâåòîâ, â êîòîðîå ìîæíî ðàñêðàñèòü ãðàô. Äîêàæèòå òîãäà, ÷òî χ ≤ max

i
min{di + 1, i}.

b) χ ≤ (2|E|) 1
2 .

c) χ(G) + χ(Gc) ≤ |V |+ 1. (Gc � äîïîëíåíèå ãðàôà G äî ïîëíîãî ãðàôà)
9. Èçâåñòíî, ÷òî â ãðàôå G ëþáûå äâà íå÷åòíûõ öèêëà îáÿçàòåëüíî ïåðåñåêàþòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî χ(G) ≤ 5.
10. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðîñòîé ñâÿçíûé ãðàô G èìååò ðîâíî äâå âåðøèíû ïðè óäàëåíèè êîòîðûõ, ãðàô íå òåðÿåò

ñâÿçíîñòü, òî G � ýòî ïóòü.
11. Ðàäèóñîì ãðàôà G = (V,E) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

rad(G) = min
x∈V

max
y∈V

dG(x, y),

ãäå dG(x, y) îáîçíà÷àåò ðàññòîÿíèå ìåæäó x è y. Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô c ðàäèóñîì k ≥ 3 è ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíüþ
âåðøèí ∆ ≥ 2. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ÷èñëî âåðøèí â G íå ïðåâîñõîäèò ∆k.

12. Îñòîâíûì äåðåâîì ãðàôà íàçûâàåòñÿ ëþáîé åãî ïîäãðàô, êîòîðûé ñîäåðæèò âñå âåðøèíû ãðàôà è ÿâëÿåòñÿ
äåðåâîì. Íîðìàëüíûì îñòîâíûì äåðåâîì ãðàôà G íàçûâàåòñÿ òàêîå îñòîâíîå äåðåâî T ñ ôèêñèðîâàííîé âåðøèíîé
v ∈ V (G) (v � êîðåíü T ), ÷òî åñëè îðèåíòèðîâàòü âñå ðåáðà T ïî íàïðàâëåíèþ îò êîðíÿ v, òî äëÿ ëþáîãî ðåáðà (uw) ∈ E(G)
ïî îðèåíòèðîâàííûì ðåáðàì T ìîæíî äîéòè ëèáî èç u â w, ëèáî èç w â u. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì ñâÿçíîì ãðàôå ìîæíî
âûáðàòü íîðìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî.


