
Ñåðèÿ 4. Êîìáèíàòîðíî-àëãåáðàè÷åñêàÿ

1. Ïóñòü M � ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà, ñóììà ñòîëáöîâ êîòîðîé ðàâíà 0. Ðàññìîòðèì ïîäìàòðèöó M−i ìàòðèöû M
áåç i-îé ñòðîêè è i-îãî ñòîëáöà. Äîêàæèòå, ÷òî çíà÷åíèå îïðåäåëèòåëÿ M−i íå çàâèñèò îò âûáîðà i.

2. Ïóñòü I � ìàòðèöà èíöèíäåíòíîñòè ãðàôà G = (V,E), ò.å. ìàòðèöà n×m ñ n = |V |, m = |E| è

• I[ve] = 1, åñëè e = (vu), v < u;
• I[ve] = −1, åñëè e = (vu), v > u;
• I[ve] = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ðàññìîòðèì ïîäìàòðèöó MI ìàòðèöû I áåç ïåðâîé ñòðîêè è ñîäåðæàùóþ n − 1 ñòîëáåö. Äîêàæèòå, ÷òî det(MI) = ±1,
åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîëáöàì MI ðåáðà ãðàôà îáðàçóþò îñòîâíîå äåðåâî G, è det(MI) = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

3. * Ïóñòü ìàòðèöà M ðàçìåðà n × n ðàâíà A · B, ãäå A è B ìàòðèöû ðàçìåðîâ n × m è m × n ñîîòâåòñòâåííî, à
m > n. Äîêàæèòå ôîðìóëó Áåíå-Êîøè, ÷òî det(M) =

∑
S:|S|=n

det(A(S))det(B(S)).

4. Íàéäèòå ôîðìóëó äëÿ ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çàäàííîé ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì an = 3an−2 − 2an−3 ñ
íà÷àëüíûìè äàííûìè a0 = 3, a1 = 1 è a2 = 8.

5. a) Íàéäèòå â ðåêóððåíòíîì âèäå ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê-èíâîëþöèé sn ÷èñåë {1, 2, ..., n}, òî åñòü òàêèõ ïåðåñòàíîâîê
π ∈ Sn, ÷òî ππ = id.

b) Äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè (
∑

n
sn

n! t
n) íàéäèòå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ýòó ôóíêöèþ.

6. a) Îáîçíà÷èì ÷åðåç dn ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë {1, 2, ..., n} áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê, òî åñòü òàêèõ π ∈ Sn, ÷òî
π(i) 6= i. Íàéäèòå ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó äëÿ dn (ïîäñêàçêà: ðàññìîòðèòå öèêëåííîå ïðåäñòàâëåíèå ïåðåñòàíîâêè).

b) Íàéäèòå ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè dn

n! .


