
Ñåðèÿ 6. Ñâÿçíàÿ

1. ×åðåç k(G) èëè ïðîñòî k îáîçíà÷àåòñÿ âåðøèííàÿ ñâÿçíîñòü ãðàôà G (ò.å. òàêîå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî, ÷òî ïðè
óäàëåíèè êàêèõ-òî k âåðøèí ãðàô òåðÿåò ñâÿçíîñòü. Ãðàô ñîñòîÿùèé èç îäíîé âåðøèíû áóäåì ñ÷èòàòü íåñâÿçíûì).
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ k′(G), êàê ðåáåðíàÿ ñâÿçíîñòü ãðàôà.

Äîêàæèòå, ÷òî â 3-ðåãóëÿðíîì ãðàôå k = k′.
2. Ïóñòü G ãðàô, a, b ∈ V (G), X ⊆ V (G) \ {a, b} ðàçäåëÿåò a è b â G. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî X ìèíèìàëüíî ðàçäåëÿåò

a è b, åñëè íèêàêîå ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî X íå ðàçäåëÿåò a è b â G. Ïîêàæèòå:
a) X ìèíèìàëüíî ðàçäåëÿåò a è b òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáàÿ âåðøèíà èç X ñìåæíà ñ âåðøèíîé èç êîìïîíåíòû

Ca (êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà G−X ñîäåðæàùàÿ a) è ñ âåðøèíîé èç êîìïîíåíòû Cb (ñîäåðæèò b).
b) Ïóñòü X ′ äðóãîå ðàçäåëÿþùåå a è b ìíîæåñòâî ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè C ′

a è C ′
b. Ïîêàæèòå, ÷òî

Ya = (X ∩ C ′
a) ∪ (X ∩X ′) ∪ (X ′ ∩ Ca)

Yb = (X ∩ C ′
b) ∪ (X ∩X ′) ∪ (X ′ ∩ Cb)

îòäåëÿþò a îò b.
c) Ìèíèìàëüíî ëè ðàçäåëÿþò Ya è Yb âåðøèíû a è b åñëè X è X ′ áûëè ìèíèìàëüíûìè?
3. * Ãðàô íàçûâàåòñÿ k-êðèòè÷åñêèì, åñëè ïðè óäàëåíèè ëþáîãî ðåáðà åãî âåðøèííàÿ ñâÿçíîñòü óìåíüøàåòñÿ.

Äîêàæèòå, ÷òî â äâóñâÿçíîì (èìååòñÿ â âèäó k(G) = 2) k-êðèòè÷åñêîì ãðàôå åñòü âåðøèíà ñòåïåíè 2.
4. ** a) Åñëè G 3-ñâÿçíûé ãðàô è |V (G)| ≥ 5, òîãäà åñòü e ∈ E(G), ÷òî G \ e(ñòÿãèâàíèå ãðàôà ïî ðåáðó), îñòàíåòñÿ

òîæå 3-ñâÿçíûì
b) Äîêàæèòå, ÷òî ãðàô G 3-ñâÿçåí, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðàôîâ G1, G2, . . . , Gn

ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1)G0 = K4 è Gn = G.
2) Â Gi+1 åñòü ðåáðî xy, äëÿ êîòîðîãî d(x), d(y) ≥ 3, è Gi = Gi+1 \ xy.
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