
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 399, 2012 Ç.á. ð. äÁ×ÙÄÏ×, ó. é. îÉËÏÌÅÎËÏóèåíîáñ óìïöîïó�ø ìéîåêîùè æõîëãéê:íå�ïä éóëìàþåîéñ çåê�ï÷ é îáäåöîïó�ø÷ óìáâïí óíùóìå
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ÷ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÔ ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÎÁÄ£Ö-ÎÙÈ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÊ Ó ÏÔËÒÙÔÙÍ ËÌÀÞÏÍ. îÉ ÓÁÍÙÅ �ÅÒ×ÙÅ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁ-ÆÉÞÅÓËÉÅ �ÒÉÍÉÔÉ×Ù { �ÒÏÔÏËÏÌ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÉÑ ËÌÀÞÁ äÉÆÆÉ{èÅÌÌÍÁ-ÎÁ [8℄ É ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÁ RSA [27℄, { ÎÉ ÂÏÌÅÅ �ÏÚÄÎÉÅ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉÎÅ �ÒÉ×ÅÌÉ Ë ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÎÁÄ£ÖÎÏÓÔÉ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ�ÒÏÔÏËÏÌÁ Ó ÏÔËÒÙÔÙÍ ËÌÀÞÏÍ. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÁÄ£ÖÎÙÅ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁ-ÆÉÞÅÓËÉÅ �ÒÉÍÉÔÉ×Ù Ó ÓÅËÒÅÔÎÙÍ ËÌÀÞÏÍ; × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÁÑËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÑ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÁÞÁÌÁÓØ Ó ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÔÁËÉÈ �ÒÉÍÉÔÉ×Ï× {ÏÄÎÏÒÁÚÏ×ÙÈ ÂÌÏËÎÏÔÏ× [29,34℄; ÎÏ ÄÁÖÅ ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÎÁÄ£ÖÎÏÇÏ �ÒÏÔÏ-ËÏÌÁ Ó ÓÅËÒÅÔÎÙÍ ËÌÀÞÏÍ, ÇÄÅ ÄÌÉÎÁ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ �ÒÅ×ÙÛÁÌÁ ÂÙ ÄÌÉÎÕËÌÀÞÁ, �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÅ ÕÄÁ£ÔÓÑ.ëÏÎÅÞÎÏ, ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÁÄ£ÖÎÏÓÔÉ ÂÙÌÏ ÂÙ ÔÒÕÄ-ÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ, ×ÅÄØ ÉÚ ÎÅÇÏ ÎÅÉÚÂÅÖÎÏ ÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ ÂÙ, ÞÔÏ P 6= NP: ×ÌÀÂÏÊ ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÅ Ó ÏÔËÒÙÔÙÍ ËÌÀÞÏÍ �ÒÏÔÉ×ÎÉË ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÅÔÕÇÁÄÁÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÂÉÔÙ ÏÔ�ÒÁ×ÉÔÅÌÑ É ÔÅËÓÔ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ�ÏÄÔ×ÅÒÄÉÔØ ÄÏÇÁÄËÕ, �ÏÌÕÞÉ× ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ÛÉÆÒ. îÏ ÄÅÌÁ ÏÂÓÔÏÑÔÅÝ£ ÈÕÖÅ: ÎÅÔ É ÕÓÌÏ×ÎÙÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ÕÓÔÁÎÏ-×ÉÔØ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ËÁËÉÍÉ-ÌÉÂÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍÉ �ÒÅÄ�Ï-ÌÏÖÅÎÉÑÍÉ (ÔÁËÉÍÉ, ËÁË P 6=NP ÉÌÉ BPP 6=NP) É ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊÎÁÄ£ÖÎÏÓÔØÀ. îÅÄÁ×ÎÏ �ÏÑ×É×ÛÉÅÓÑ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÁ ÒÅ-Û£ÔËÁÈ ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÈ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÕÀ ÎÁÄ£ÖÎÏÓÔØëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÎÁÄ£ÖÎÏÓÔØ × ÓÌÁÂÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÓÈÅÍÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÆÕÎË�ÉÉ ÓÓÅËÒÅÔÏÍ, ÄÏËÁÚÕÅÍÁÑ ÎÁÄ£ÖÎÏÓÔØ.òÁÂÏÔÁ �ÅÒ×ÏÇÏ Á×ÔÏÒÁ ÂÙÌÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÓÔÉ�ÅÎÄÉÁÌØÎÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÏÊ \ñÎÄÅË-ÓÁ" É ÇÒÁÎÔÏÍ òææé 11-01-12135-ÏÆÉ-Í-2011. òÁÂÏÔÁ ×ÔÏÒÏÇÏ Á×ÔÏÒÁ ÂÙÌÁ �ÏÄÄÅÒ-ÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÁÍÉ òææé 11-01-12135-ÏÆÉ-Í-2011 É 11-01-00760-Á, Á ÔÁËÖÅ ÇÒÁÎÔÏÍðÒÅÚÉÄÅÎÔÁ òæ ÄÌÑ ×ÅÄÕÝÉÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÛËÏÌ îû-3229.2012.1 É ÇÒÁÎÔÏÍ ðÒÅÚÉÄÅÎÔÁòæ ÄÌÑ ÍÏÌÏÄÙÈ ËÁÎÄÉÄÁÔÏ× ÎÁÕË íë-6628.2012.1.65



66 á. ð. äá÷ùäï÷, ó. é. îéëïìåîëïÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ × ÈÕÄÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÍÅÀÔ ÄÅÌÏ Ó ÚÁ-ÄÁÞÁÍÉ, NP-ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÁÌÏ×ÅÒÏ-ÑÔÎÁ [2, 9, 25, 26℄.éÚ×ÅÓÔÎÙ �ÏÌÎÙÅ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ �ÒÉÍÉÔÉ×Ï×:ËÁË ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ [11, 23, 39, 40℄, ÔÁË É ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍ Ó ÏÔ-ËÒÙÔÙÍ ËÌÀÞÏÍ [12,13℄. ïÄÎÁËÏ ÏÎÉ ÔÏÖÅ ÎÅ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ Ó×ÑÚÁÔØ ËÒÉ-�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÕÀ ÎÁÄ£ÖÎÏÓÔØ Ó ËÌÀÞÅ×ÙÍÉ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÍÉ ÔÒÁÄÉ-�ÉÏÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. ëÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ ÅÝ£ ÏÞÅÎØ ÄÁÌÅËÏ ÄÏ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ÄÏËÁÚÕÅÍÏÎÁÄ£ÖÎÙÈ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÊ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÁÑ �ÒÉÒÏÄÁ ÉÍÅÀ-ÝÉÈÓÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ Ï �ÏÌÎÏÔÅ ÎÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÔÕ ÉÌÉÉÎÕÀ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÕÀ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ ÔÒÕÄÎÏ ×ÚÌÏÍÁÔØ ÄÌÑ ËÌÀÞÅÊËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. ïÄÎÁËÏ ÉÍÅÎÎÏ ËÌÀÞÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ-ÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌÅÊ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈËÏÎÓÔÒÕË�ÉÊ, ×ÅÄØ ÉÈ �ÒÏÔÏËÏÌ ÚÁÝÉÝ£Î ËÌÀÞÏÍ ÏÄÎÏÊ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊÄÌÉÎÙ. áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×, ËÁË �ÒÁ×É-ÌÏ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÀÔ �ÒÑÍÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ë ÉÈ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔÉ, ÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÊ ÎÁÄ£ÖÎÏÓÔÉ ÍÏÖÅÔ ÏËÁ-ÚÁÔØÓÑ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÏÊ ÎÁÄ£ÖÎÏÓÔÉ: �ÏÞÅÍÕ ÔÒÕÄÎÏ×ÚÌÏÍÁÔØ RSA ÄÌÑ 2048-ÂÉÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ? íÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ËÔÏ-ÔÏ ÓÍÏÖÅÔ�ÏÓÔÒÏÉÔØ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ×ÚÌÁ-ÍÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ ÉÌÉ ÉÎÏÊ �ÒÏÔÏËÏÌ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ËÌÀÞÅÊ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÒÅ-ÁÌØÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÅÊÓÑ ÄÌÉÎÙ? îÉËÁËÉÈ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÈ �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÊ ËÜÔÏÍÕ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ:ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ ÄÌÉÎÙ ËÌÀÞÅÊ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ × �ÒÉÎ�É�É-ÁÌØÎÏ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞ, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÖÅ ÄÏÌÇÏÅ×ÒÅÍÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌÉÓØ × ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ (ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁÍÎÏÖÉÔÅÌÉ É ÄÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ), ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ\ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ" �Ï ÄÌÉÎÁÍ ËÌÀÞÅÊ, ÎÏ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ ÎÉËÁËÉÈ ÓÕ�ÅÒ�Ï-ÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÎÉÖÎÉÈ Ï�ÅÎÏË ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, É �ÏÌÕÞÅÎÉÅ ÉÈ× ÂÌÉÖÁÊÛÅÍ ÂÕÄÕÝÅÍ ËÒÁÊÎÅ ÍÁÌÏ×ÅÒÏÑÔÎÏ. äÒÕÇÉÅ Ï�ÁÓÎÏÓÔÉ ÁÓÉÍ-�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÏÄÈÏÄÁ ÚÁËÌÀÞÁÀÔÓÑ × ÎÅÁËËÕÒÁÔÎÏÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉÓ×ÅÄ�eÎÉÊ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÈ ÎÁÄ£ÖÎÏÓÔÉ (ÓÍ. [19{21℄ É ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉË ÜÔÉÍ ×ÙÚ×Á×ÛÉÍ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÙÅ ÏÔËÌÉËÉ �ÕÂÌÉËÁ�ÉÑÍ).÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÉÄÅÁÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ ×ÙÞÉÓÌÅ-ÎÉÊ ÄÌÑ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ ÎÕÖÄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÈÅÍÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ { ÏÄ-ÎÁ ÉÚ ÎÅÍÎÏÇÉÈ ÍÏÄÅÌÅÊ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Á ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ, Á ÎÅ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÎÏË ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ,



óèåíîáñ óìïöîïó�ø ìéîåêîùè æõîëãéê 67ì. óÔÏËÍÁÊÅÒ × Ó×ÏÅÊ ÄÉÓÓÅÒÔÁ�ÉÉ �ÒÉ×£Ì ÆÕÎË�ÉÀ, ÌÀÂÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁ-�ÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÂÉÎÁÒÎÏÊ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÓÈÅÍÙ ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ ÒÁÚÍÅÒÁ
6 616 ÄÏÌÖÎÁ ÉÍÅÔØ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 10123 ÇÅÊÔÏ× [3,31,33℄. äÁÎÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚÕÞÅÎÁ: ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÓÈÅÍ-ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë 1980-Í ÇÇ. É ÒÁÎØÛÅ; × ÎÉÈ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÁÚÁÓÌÕÇÁ ÏÔÅÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÕÞ£ÎÙÈ [5, 24, 32, 33, 41, 42, 44{46, 48{53℄. ïÄ-ÎÁËÏ, ÈÏÔÑ ÓÈÅÍÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÇÌÑÄÉÔ �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×ÎÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ ×Ù-ÞÉÓÌÅÎÉÊ, ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÏÍ ÔÁËÏÇÏ �ÏÄÈÏÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏ, ÞÔÏ,ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÌÅÔÎÉÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ, ÍÙ ÄÏ ÓÉÈ �ÏÒ ÏÞÅÎØ �ÌÏÈÏ�ÏÎÉÍÁÅÍ, ËÁË ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÉÖÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ × ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ. îÁÉÌÕÞ-ÛÉÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÎÉÖÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÈÅÍÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÂÁ-ÚÉÓÅ ÄÌÑ Ñ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÂÅÚ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÏÔ ÞÉÓÌÁ ×ÈÏÄÏ×, ÄÁ É ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÔÁÍ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅÂÏÌØÛÉÅ: ÔÁË, ÌÕÞ-ÛÁÑ ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÄÌÑ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ B

n → B ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ×ÓÅÇÏÌÉÛØ 3n− o(n) [5, 24, 32, 36℄. ÷ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ ÇÏÄÙ �ÅÎÔÒ ÕÓÉÌÉÊ × ÔÅÏÒÉÉÓÈÅÍÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÍÅÓÔÉÌÓÑ ÎÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ ÓÏ ÓÈÅÍÁÍÉÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÇÌÕÂÉÎÙ É/ÉÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍÙÈ ×ÎÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ [1, 3, 6, 10, 14, 30, 35, 37, 38, 47℄, ÏÄÎÁËÏ × ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅ-ÓËÏÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÍÙ ×ÒÑÄ ÌÉ ÓÍÏÖÅÍ ÕÂÅÄÉÔØ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ,ÓËÁÖÅÍ, ÓÈÅÍÙ ÔÏÌØËÏ ÇÌÕÂÉÎÙ 64 É ÎÅ ÂÏÌØÛÅ.÷ ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ×Ï�ÒÏÓÁ Ï ÔÏÍ, ËÁË ÄÏ-ËÁÚÁÔØ ÎÁÌÉÞÉÅ ÈÏÔØ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ (�ÕÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÊ) ÒÁÚÎÉ�Ù ÍÅÖÄÕÓÈÅÍÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÞÅÓÔÎÏÇÏ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ×ÚÌÏÍÁ. ÷ 1992 ÇÏÄÕáÌÅÎ èÉÌØÔÇÅÎ [15℄ ÓËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÌ ÆÕÎË�ÉÀ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÔÁËÏÅ ÄÏËÁ-ÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÁÊÔÉ ÕÄÁÌÏÓØ: ÆÕÎË�ÉÀ èÉÌØÔÇÅÎÁ �ÏÞÔÉ ×Ä×ÏÅ (× 2−o(1)ÒÁÚ) ÔÒÕÄÎÅÅ ÏÂÒÁÔÉÔØ, ÞÅÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ. åÇÏ �ÒÉÍÅÒ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊÆÕÎË�ÉÅÊ ÎÁÄ GF (2) Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÌÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ×, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË × ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ÎÅÊ ÍÁÔÒÉ�Å ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×ÍÎÏÇÏ. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÎÁÂÌÀ-ÄÅÎÉÑ ìÁÍÁÎØÉ É óÜ×ÉÄÖÁ [22, 28℄: ËÁÖÄÙÊ ÂÉÔ ×ÙÈÏÄÁ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÍÎÏÇÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, É ÜÔÉ ÂÉÔÙ ×ÓÅ ÒÁÚÎÙÅ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÉÖÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÈ ×ÓÅÈ×ÍÅÓÔÅ ×ÚÑÔÙÈ. èÉÌØÔÇÅÎ �ÒÏÄÏÌÖÉÌ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÎÁÄ£Ö-ÎÙÈ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ × [16,17℄.üÔÁ ÒÁÂÏÔÁ ÂÙÌÁ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÁ ×ÔÏÒÙÍ Á×ÔÏÒÏÍ, ü. á. çÉÒÛÅÍ Éï. íÅÌÁÎÉÞ [18,43℄. ÷ [18℄ ÂÙÌÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÁ �ÅÒ×ÁÑ (ÌÉÎÅÊÎÁÑ) ËÏÎÓÔÒÕË-�ÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÓÅËÒÅÔÏÍ (trapdoor funtions), ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÎÁÄ£ÖÎÙÈ ×



68 á. ð. äá÷ùäï÷, ó. é. îéëïìåîëïÓÌÁÂÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, Ó �ÏÒÑÄËÏÍ ÎÁÄ£ÖÎÏÓÔÉ 2522 , Á × [43℄ ÂÙÌÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÏÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÓÅËÒÅÔÏÍ Ó �ÏÒÑÄËÏÍ ÎÁÄ£ÖÎÏÓÔÉ 75 .îÁÓÔÏÑÝÁÑ ÒÁÂÏÔÁ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÓÈÅÍÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ É ÎÏ×ÙÍ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÓÅËÒÅÔÏÍ, ÄÏËÁÚÕÅÍÏÎÁÄ£ÖÎÙÈ × ÓÌÁÂÏÍ ÓÍÙÓÌÅ. ÷ ÒÁÚÄÅÌÅ 2 ÍÙ ××ÏÄÉÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÑ. ÷ ÒÁÚÄÅÌÅ 3 �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ (ÎÅËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏÅ) ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÊÓÈÅÍÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, Ô.Å. ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÉÎÔÅÒÅÓ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÎÉÖÎÉÈ Ï�ÅÎÏË ÓÈÅÍÎÏÊ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔÉ. ÷ ÒÁÚÄÅÌÅ 4 �ÏÄÒÏÂÎÏ ÁÎÁÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ ÍÅÔÏÄ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ ÇÅÊÔÏ×(gate elimination) ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÓÈÅÍ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, Á× ÒÁÚÄÅÌÅ 5 ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÁÚÄÅÌÁ 4 �ÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ ÄÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÎÏ×ÙÈËÏÎÓÔÒÕË�ÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÓÅËÒÅÔÏÍ, ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÎÁÄ£ÖÎÙÈ ×ÓÌÁÂÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, É ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ ÉÈ Ï�ÅÎÏË ÎÁÄ£ÖÎÏÓÔÉ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙÕÌÕÞÛÁÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ [18℄, ÄÏËÁÚÙ×ÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �n → 2 É ÌÉÎÅÊÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ Ó ÓÅËÒÅÔÏÍ, ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÎÁÄ£ÖÎÁÑ × ÓÌÁÂÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, Ó ÄÌÉÎÏÊËÌÀÞÁ pi(n) = ti(n) = n, ÄÌÉÎÏÊ ×ÈÏÄÁ É ×ÙÈÏÄÁ (n) = m(n) = ⌈�nn⌉É �ÏÒÑÄËÏÍ ÎÁÄ£ÖÎÏÓÔÉ 54 .óÌÅÄÕÅÔ ÓÒÁÚÕ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ É × ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÅ, É × ÄÒÕÇÉÈ ÒÁÂÏÔÁÈ Ï�ÒÉÍÉÔÉ×ÁÈ, ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÎÁÄ£ÖÎÙÈ × ÓÌÁÂÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÏÄÎÏÒÁ-ÚÏ×ÁÑ ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÁ (ÆÕÎË�ÉÑ Ó ÓÅËÒÅÔÏÍ) Ó ÄÌÉÎÏÊ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ, ÌÉÛØ× Ä×Á ÒÁÚÁ �ÒÅ×ÙÛÁÀÝÅÊ ÄÌÉÎÕ ËÌÀÞÁ, É Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÔÏÖÅ ÌÉ-ÎÅÊÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ, ËÏÎÅÞÎÏ, �ÒÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÎÁÄ£ÖÎÙÈ × ÓÌÁÂÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉ-ÞÅÓËÉÈ �ÒÉÍÉÔÉ×ÁÈ ÎÅ ÉÍÅÀÔ, É ÎÁÛÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ÓËÏÒÅÅ ËÏÂÌÁÓÔÉ ÔÅÏÒÉÉ ÓÈÅÍÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÞÅÍ Ë ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ. üÔÁ ÒÁÂÏÔÁÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÖÕÒÎÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÓÉÅÊ ÓÔÁÔØÉ [7℄.
§2. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÄÁÄÉÍ ÔÏÞÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÈÅÍÙ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ

Bn;m ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ 2m2n ÆÕÎË�ÉÊ f : B
n → B

m, ÇÄÅ B = {0; 1} { �ÏÌÅÉÚ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ 
 { ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊf : B
m → B (m ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÎÙÍ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ f). �ÏÇÄÁ 
-ÓÈÅÍÁ{ ÜÔÏ Á�ÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó ÍÅÔËÁÍÉ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ×ÅÒÛÉÎ ÔÒÅÈ ÔÉ�Ï×:
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• Ä×ÕÈ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ×ÈÏÄÑÝÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ 0, ÍÁÒËÉÒÏ×ÁÎÎÙÈËÁË 0 É 1,
• ×ÅÒÛÉÎ ×ÈÏÄÑÝÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ 0 (×ÅÒÛÉÎ, × ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ×ÈÏÄÑÔÒ£ÂÒÁ), ÍÁÒËÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÏÄÎÏÊ ÉÚ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ; xn,
• ×ÅÒÛÉÎ, ÍÁÒËÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ f ∈ 
, × ËÏÔÏÒÙÅ×ÈÏÄÉÔ ÓÔÏÌØËÏ Ò£ÂÅÒ, ËÁËÏ×Á ÁÒÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.÷ÅÒÛÉÎÙ �ÅÒ×ÏÇÏ ÔÉ�Á ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ, ×ÔÏÒÏÇÏ { ×ÈÏÄÁ-ÍÉ, Á ÔÒÅÔØÅÇÏ { ÇÅÊÔÁÍÉ1. òÁÚÍÅÒ ÓÈÅÍÙ { ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÇÅÊÔÏ× × ÎÅÊ.ëÁÖÄÙÊ ÇÅÊÔ 
-ÓÈÅÍÙ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ, ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÙ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ 0 É 1.óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÓÈÅÍÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ f : B

n → B
m × ÂÁÚÉÓÅ
 Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÒÁÚÍÅÒ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ 
-ÓÈÅÍÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ×ÙÞÉÓÌÑ-ÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ f , Ô.Å. ÓÈÅÍÙ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ m ×ÅÒÛÉÎ (ÇÅÊÔÏ×, ×ÈÏÄÏ×ÉÌÉ ËÏÎÓÔÁÎÔ), ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÆÕÎË-�ÉÉ f ËÏ ×ÈÏÄÎÙÍ ÂÉÔÁÍ. þÔÏÂÙ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÅÚ ÏÇÏ×ÏÒÏË ÕÓÔÒÁÎÉÔØÕÎÁÒÎÙÅ ÇÅÊÔÙ, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ × ÇÅÊÔÅ (�ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ) ×ÙÞÉÓÌÑ-ÅÔÓÑ ËÁË ÓÁÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÅÇÏ ÆÕÎË�ÉÉ (ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÈÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ),ÔÁË É ÅÇÏ ÏÔÒÉ�ÁÎÉÅ. îÁÛÁ ÍÏÄÅÌØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ { ÜÔÏ ÂÕÌÅ×Ù ÓÈÅÍÙÓ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ ÂÉÎÁÒÎÙÍÉ ÇÅÊÔÁÍÉ; ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ËÁÖÄÙÊ ÇÅÊÔÓÈÅÍÙ ÍÁÒËÉÒÕÅÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ 16 ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ B2;1. ÷ ÄÁÌØ-ÎÅÊÛÅÍ ÞÅÒÅÚ C(f) ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ ÓÈÅÍÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ f × ÂÁÚÉÓÅ

B2;1, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ ×ÓÅÈ ÂÉÎÁÒÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. íÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ-�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÇÅÊÔ × ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÏÂÏÉÈ ×ÈÏÄÏ×,Ô.Å. ÎÅÔ ÇÅÊÔÏ×, ÍÁÒËÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ É ÕÎÁÒÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑ-ÍÉ Id É ¬. üÔÏ ÎÅ ÕÍÁÌÑÅÔ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, �ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÇÅÊÔÙ ÌÅÇËÏÉÓËÌÀÞÉÔØ ÉÚ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ ÓÈÅÍÙ, ÎÅ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÑ Å£ ÒÁÚÍÅÒ. þÅÒÅÚC�(f) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ÓÈÅÍÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ×ÙÞÉ-ÓÌÑÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ f ∈ Bn;m ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÄÏÌÅ � Å£ ×ÈÏÄÏ× (ÄÌÉÎÙ n).ïÞÅ×ÉÄÎÏ, C�(f) 6 C�(f) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ f É ×ÓÅÈ � 6 �.á. èÉÌØÔÇÅÎ ××£Ì ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈf ∈ Bn;n �ÏÎÑÔÉÅ ÍÅÒÙ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ (measure of one-wayness)MF (f) = C(f−1)C(f)(ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ C(f) { ÒÁÚÍÅÒ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÈÅÍÙ Ó ÂÉÎÁÒÎÙÍÉ ÇÅÊ-ÔÁÍÉ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÊ f). òÅÚÕÌØÔÁÔÙ èÉÌØÔÇÅÎÁ ÚÁËÌÀÞÁÌÉÓØ × ÔÏÍ,1÷ ÒÕÓÓËÏÑÚÙÞÎÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÔÅÒÍÉÎ \×ÅÎÔÉÌØ"; ÌÅÔ ÓÏÒÏË ÎÁÚÁÄÏÎ ÂÙÌ ÏÂÝÅÕ�ÏÔÒÅÂÉÔÅÌÅÎ.



70 á. ð. äá÷ùäï÷, ó. é. îéëïìåîëïÞÔÏ ÏÎ ÎÁÛ£Ì �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÊ {fn}∞n=1 Ó ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍÉ(ÂÏÌØÛÉÍÉ ÅÄÉÎÉ�Ù) ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉlim infn→∞

MF (fn);ËÏÔÏÒÙÅ èÉÌØÔÇÅÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔ �ÏÒÑÄËÏÍ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ (order of one-wayness).ïÔ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ �ÅÒÅÊÄ£Í Ë ÆÕÎË�ÉÑÍ Ó ÓÅËÒÅÔÏÍ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÆÕÎË�ÉÉ pi; ti;m;  : N → N. óÅÍÅÊ-ÓÔ×Ï ËÁÎÄÉÄÁÔÏ× × ÆÕÎË�ÉÉ Ó ÓÅËÒÅÔÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÒÏÅË C = {(Seedn;Evaln; Invn)}∞n=1, ÇÄÅ:
• {Seedn}∞n=1 { ÜÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÓÈÅÍ �ÏÒÏÖÄÅÎÉÑ ËÌÀÞÅÊSeedn : B

n → B
pi(n) × B

ti(n);
• {Evaln}∞n=1 { ÜÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÀ ÓÈÅÍEvaln : B

pi(n) × B
m(n) → B

(n); Á
• {Invn}∞n=1 { ÜÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÀ ÓÈÅÍInvn : B

ti(n) × B
(n) → B

m(n);�ÒÉÞ£Í ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n, ËÁÖÄÏÇÏ s ∈ B
n (ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÇÅÎÅÒÁÔÏ-ÒÁ) É ËÁÖÄÏÇÏ t ∈ B

m(n) (ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ)Invn(Seedn;2(s);Evaln(Seedn;1(s); t)) = t;ÇÄÅ Seedn;1(s) É Seedn;2(s) { �ÅÒ×ÙÅ pi(n) ÂÉÔ (\�ÕÂÌÉÞÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ-�ÉÑ", publi information) É �ÏÓÌÅÄÎÉÅ ti(n) ÂÉÔ (\ÓÅËÒÅÔ", trapdoorinformation) ×ÙÈÏÄÁ ÓÈÅÍÙ Seedn(s), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÚÄÅÓØ ÞÉÓÌÏ n { ÜÔÏ �ÁÒÁÍÅÔÒ ÎÁÄ£ÖÎÏÓÔÉÆÕÎË�ÉÉ Ó ÓÅËÒÅÔÏÍ, ÄÌÉÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈÞÉÓÅÌ. äÌÉÎÕ ×ÈÏÄÁ ÆÕÎË�ÉÉ Ó ÓÅËÒÅÔÏÍ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÌÉ ÞÅÒÅÚ m(n),ÞÅÒÅÚ (n) { ÄÌÉÎÕ Å£ ×ÙÈÏÄÁ, Á ÞÅÒÅÚ pi(n) É ti(n) { ÄÌÉÎÕ �ÕÂÌÉÞÎÏÊÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ É ÓÅËÒÅÔÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. íÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÔÁËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÆÕÎË�ÉÊ \ËÁÎÄÉÄÁÔÏÍ", �ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 2 ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÇÏ×Ï-ÒÉÔÓÑ Ï ÎÁÄ£ÖÎÏÓÔÉ, Á ÔÏÌØËÏ ××ÏÄÑÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊÉ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ.þÔÏÂÙ �ÏÎÑÔØ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁÄ£ÖÎÁ, ÎÕÖÎÏ ××ÅÓÔÉ �ÏÎÑÔÉÅ×ÚÌÏÍÁ ÆÕÎË�ÉÉ. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, �ÒÏÔÉ×ÎÉË ÄÏÌÖÅÎ ÏÂÒÁÔÉÔØÆÕÎË�ÉÀ, ÎÅ ÚÎÁÑ ÓÅËÒÅÔÁ.



óèåíîáñ óìïöîïó�ø ìéîåêîùè æõîëãéê 71ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. óÈÅÍÁ Advn ÕÓ�ÅÛÎÏ ÏÂÒÁÝÁÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ËÁÎÄÉÄÁ-ÔÏ× × ÆÕÎË�ÉÉ Ó ÓÅËÒÅÔÏÍ {Seedn;Evaln; Invn} ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ ÄÌÉÎÙ n, ÅÓ-ÌÉ ÄÌÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ U , ×ÚÑÔÏÇÏ �Ï s ∈ B
n É m ∈ B

m(n)(�Ï ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁ É ×ÈÏÄÁÍ),Pr(s;m)∈U [Advn(Seedn;1(s);Evaln(Seedn;1(s);m)) = m℄ > 12 :úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÄÁÖÅ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÊÆÁËÔ, Á ÉÍÅÎÎÏ ÎÁÄ£ÖÎÏÓÔØ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÊ × ÓÌÁÂÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁ s, Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ÔÁËÉÈÞÉÓÅÌ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ËÁÎÄÉÄÁÔÏ× ×ÆÕÎË�ÉÉ Ó ÓÅËÒÅÔÏÍ C = {(Seedn;Evaln; Invn)}∞n=1 ÉÍÅÅÔ �ÏÒÑÄÏË ÎÁ-Ä£ÖÎÏÓÔÉ k ∈ R, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ
{Advn}∞n=1, × ËÏÔÏÒÏÊ Advn ÕÓ�ÅÛÎÏ ÏÂÒÁÝÁÅÔ C ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ ÄÌÉÎÙ n,lim infn→∞

min{C(Advn)C(Seedn) ; C(Advn)C(Evaln) ; C(Advn)C(Invn) } > k:éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ,lim infn→∞

min{C1=2(fpi(n)+(n))C(Seedn) ; C1=2(fpi(n)+(n))C(Evaln) ; C1=2(fpi(n)+(n))C(Invn) }

>k;ÇÄÅ ÆÕÎË�ÉÑ fpi(n)+(n) ∈ Bpi(n)+(n);m(n) ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ(Seedn;1(s);Evaln(Seedn;1(s);m)) 7→ m:ðÒÉ×ÅÄ£Í ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÒÏÓÔÙÈ �ÒÉÍÅÒÏ×. åÓÌÉ ÓÅËÒÅÔÎÏÇÏ ËÌÀÞÁ ÎÅÔ×Ï×ÓÅ (pi(n) = 0), ÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ËÁÎÄÉÄÁÔÏ× × ÆÕÎË�ÉÉ Ó ÓÅËÒÅ-ÔÏÍ {(Seedn;Evaln; Invn)}∞n=1 ÉÍÅÅÔ �ÏÒÑÄÏË ÎÁÄ£ÖÎÏÓÔÉ 1, Ô.Ë. �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÈÅÍ {Invn}∞n=1 ÕÓ�ÅÛÎÏ ÅÇÏ ÏÂÒÁÝÁÅÔ. åÓÌÉ
{(Seedn;Evaln; Invn)}∞n=1ÒÅÁÌÉÚÕÀÔ ÆÕÎË�ÉÀ Ó ÓÅËÒÅÔÏÍ × ÏÂÙÞÎÏÍ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ, ÎÅ ×ÓÌÁÂÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÔÏ k = ∞. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, k =∞ ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ Ï�ÅÎËÉ ÎÁ ÒÁÚ-ÍÅÒ ÓÈÅÍ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ �ÒÏÓÔÏ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏ �ÒÅ×ÙÛÁÀÔ Ï�ÅÎËÉÎÁ ÒÁÚÍÅÒ ÓÈÅÍ ÞÅÓÔÎÙÈ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× �ÒÏÔÏËÏÌÁ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ �ÒÏ-ÔÉ×ÎÉËÕ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ O(n log n) ÇÅÊÔÏ×, Á ÞÅÓÔÎÏÅ ÕÞÁÓÔÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏ. ëÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÄÁÖÅ ÔÁËÉÈ Ï�ÅÎÏË ÎÁ ÒÁÚÍÅÒ ÓÈÅÍ ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÂÉ-ÎÁÒÎÙÈ ÇÅÊÔÏ×, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ ÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ, �ÏËÁ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ.



72 á. ð. äá÷ùäï÷, ó. é. îéëïìåîëïóÌÅÄÕÅÔ Ñ×ÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÍ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÏÂ ÏÄÎÏ-ÒÁÚÏ×ÏÊ ÎÁÄ£ÖÎÏÓÔÉ. ðÒÏÔÉ×ÎÉË ÍÏÖÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏÇÅÊÔÏ×, ÏÂÒÁÝÁÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ËÁÎÄÉÄÁÔÏ× × ÆÕÎË�ÉÉ Ó ÓÅËÒÅÔÏÍ ×ÔÏ-ÒÏÊ ÒÁÚ ÄÌÑ ÔÏÊ ÖÅ �ÁÒÙ ËÌÀÞÅÊ: ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÎ ÍÏÖÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÅ-ËÒÅÔÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ É ÕÓ�ÅÛÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ Å£ ×ÔÏÒÉÞÎÏ. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, × ÎÁÛÉÈ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑÈ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÏ×ÏÇÏ ×ÈÏ-ÄÁ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÎÏ×ÕÀ �ÁÒÕ ËÌÀÞÅÊ (ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ, ÎÏ×ÏÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁ).
§3. îÅËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÈÅÍÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊîÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ �ÏÄÓÞ£ÔÏÍ ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÏ ÓÈÅÍÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀÎÅ ÍÅÎÅÅ 1n2n. ÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ: ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÌÉ ÎÅÌÉÎÅÊ-ÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ? ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎË-�ÉÉ Ó ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÎÉÖÎÉÍÉ Ï�ÅÎËÁÍÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ.ïÔÓÙÌËÉ Ë ÜÔÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ × [4, 16℄, ÎÏ ÎÁÍ ÎÅ ÕÄÁÌÏÓØÎÁÊÔÉ �ÏÄÒÏÂÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï × ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ; ÍÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Ï ÚÄÅÓØ, Á ÔÁËÖÅ ÕÔÏÞÎÑÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, �ÏÌÕÞÁÑ ÔÏÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑËÏÎÓÔÁÎÔ.�ÅÏÒÅÍÁ 2.(1) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ Æn, ÞÔÏ ÓÈÅÍÎÁÑÓÌÏÖÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ � : {0; 1}n →{0; 1}nÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ Æn n2logn , É limn→∞

Æn = 1.(2) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ n0(�), ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏn > n0(�) ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ � : {0; 1}n →

{0; 1}n, ÞØÑ ÓÈÅÍÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ (1− �) n22 logn .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1. ÷ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ. ðÕÓÔØ A { ÍÁÔÒÉ�Á, ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÉ �. ðÏÌÏÖÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ n ÒÁ×ÎÙÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ä×ÏÊËÉ.íÙ ÂÕÄÅÍ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ A ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷×ÅÄ£Í �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ i,ËÏÔÏÒÁÑ ÂÕÄÅÔ �ÒÏÂÅÇÁÔØ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÓÔÒÏËÉ ÄÌÉÎÙ l = q logn, ÇÄÅq { ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÏÚÖÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ×ÈÏÄÙ � ËÁËx = ( x1 ··· xn ) É �ÒÅÄ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊi · ( xj+1:::xj+l ), ÇÄÅ j ËÒÁÔÎÏ l. þÔÏÂÙ �ÏÄÓÞÉÔÁÔØ ËÁÖÄÕÀ ÔÁËÕÀ ËÏÍÂÉ-ÎÁ�ÉÀ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ q logn ÇÅÊÔÏ×, ÔÁË ËÁË i { ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÓÔÒÏËÁ,ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ Ö£ÓÔËÏ ÚÁÛÉÔØ × ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÓÈÅÍÙ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,



óèåíîáñ óìïöîïó�ø ìéîåêîùè æõîëãéê 73ÞÉÓÌÏ ÇÅÊÔÏ×, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÈ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ �ÒÅÄ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ Ï�Å-ÎÉÔØ Ó×ÅÒÈÕ ËÁË2q·logn ·
nq · logn · (q logn− 1) 6 nq · n = nq+1:ðÕÓÔØ A1; A2; · · · ; An { ÓÔÏÌÂ�Ù A. äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ A · x,�ÏÄÓÞÉÔÁÅÍA·x=(A1 ::: Al )( x1...xl )⊕(Al+1 ··· A2l )( xl+1...x2l )⊕: : :⊕(An−l+1 ··· An )( xn−l+1...xn ) :ëÁÖÄÏÅ ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ, ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÈ × ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ, ÂÙÌÏ ×Ù-ÞÉÓÌÅÎÏ ÒÁÎÅÅ, ÎÁ ÜÔÁ�Å �ÒÅÄ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÔÁË ÞÔÏ ×Ó£, ÞÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑÓÄÅÌÁÔØ { �ÏÄÁÔØ ÎÁ ×ÈÏÄ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÇÅÊÔÁ (ÎÉËÁ-ËÉÈ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÇÅÊÔÏ× ÎÅ ÎÕÖÎÏ). ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ �ÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÅÝÅn · (nl − 1) ÇÅÊÔÏ× ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ �ÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ XOR. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÇÅÊÔÏ×, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÒÅÚÕÌØÔÁ-ÔÁ, ÒÁ×ÎÏ nq+1 + n ·

( nq · logn − 1) = nq+1 + n2q · logn − n:÷ÙÂÉÒÁÑ q = 11+� , �ÏÌÕÞÉÍ ×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÓÈÅÍÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ(1 + �) n2logn + o( n2logn) ÄÌÑ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÙÈ �.åÓÌÉ ÖÅ n { ÎÅ ÓÔÅ�ÅÎØ Ä×ÏÊËÉ, ÔÏ ÞÁÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÏÔÎÏÓÑÝÕÀÓÑ ËÏ×ÈÏÄÁÍ Ó �ÅÒ×ÏÇÏ �Ï ⌊n=(q · logn)⌋ · q · logn, ÏÂÓÞÉÔÁÅÍ ×ÙÛÅÏ�ÉÓÁÎÎÙÍÓ�ÏÓÏÂÏÍ, Á ÏÓÔÁ×ÛÕÀÓÑ �ÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÇÒÕÂÏÊ ÓÉÌÏÊ, �ÏÔÒÁÔÉ× �ÏÒÑÄËÁq · logn · n ÇÅÊÔÏ×.2. îÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ. îÉÖÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ �ÏÌÕÞÉÍ �ÏÄÓÞ£ÔÏÍ. ðÕÓÔØ q =(1−�) n22 logn . ï�ÅÎÉÍ T { ÞÉÓÌÏ ÓÈÅÍ ÒÁÚÍÅÒÁ 6 q. ëÁÖÄÕÀ ÓÈÅÍÕ ÍÏÖÎÏÏ�ÉÓÁÔØ, ÚÁÄÁ× �Ï Ä×Á ×ÈÏÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÇÅÊÔÁ É ÅÇÏ ÔÉ� (ÏÄÉÎ ÉÚÛÅÓÔÎÁÄ�ÁÔÉ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ q > nT 6
qn · (16 · (n+ q)2))qq! 6 qn · (16e)q · (n+ q)2qqq

6 qn · (16e)q · (2q)2qqq = qn · (64e)q · q2qqq= qn · (64 · e · q)q 6 (64 · e · q)q+n 6 (n2)(1−�)· n22 logn+n= (22 logn)(1−�)· n22 log n+n = 2(1−�)n2+2n logn:



74 á. ð. äá÷ùäï÷, ó. é. îéëïìåîëïîÏ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ n ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÓÏÓÔÁ×ÌÑ-ÅÔ 2n2 , ÞÔÏ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2(1−�)n2+2n logn. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÁÊ-ÄÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÞØÑ ÓÈÅÍÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ (1− �) n22 logn . �

§4. íÅÔÏÄ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ ÇÅÊÔÏ× ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊíÅÔÏÄ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ ÇÅÊÔÏ× (gate elimination) { ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÄÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÎÉÖÎÉÈ Ï�ÅÎÏË ÎÁ ÓÈÅÍÎÕÀÓÌÏÖÎÏÓÔØ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. ïÎ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÓÑ ÄÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ×ÓÅÈ ÒÁÎÅÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÎÉÖÎÉÈ Ï�ÅÎÏË [5,24,32,36℄. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÉÄÅÑ ÜÔÏ-ÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ f É ÓÈÅÍÕC { ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÉÚ ×ÓÅÈ ÓÈÅÍ, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÉÈ f , { É ÚÁÄÁÄÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ×ÈÏÄÏ× x, �ÏÌÕÞÉ× ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÈÅÍÕ, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÕÀÆÕÎË�ÉÀ f |x=. �Å�ÅÒØ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÓÈÅÍÕ C ÍÏÖÎÏ Õ�ÒÏÓÔÉÔØ, �ÏÔÏÍÕÞÔÏ ÇÅÊÔÙ, ×ÈÏÄÁÍÉ ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÙÌ x, ÓÔÁÌÉ ÌÉÂÏ ÕÎÁÒÎÙÍÉ (Á ÏÔÒÉ-�ÁÎÉÅ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÎÅÓÔÉ × ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÇÅÊÔ), ÌÉÂÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÍÉ (ÔÏÇÄÁÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÇÅÊÔÏ× ÕÄÁÓÔÓÑ ÉÓËÌÀÞÉÔØ). ï�ÒÅÄÅÌÉ×,ÓËÏÌØËÏ ÇÅÊÔÏ× ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÉÓËÌÀÞÁÔØ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÉÎ-ÄÕËÔÉ×ÎÏ �Ï×ÔÏÒÑÔØ ÜÔÕ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙÏÄÎÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ, ÕÓÔÒÁÎÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ �ÏÍÏÖÅÔ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÄÏÌÖÎÏÅÞÉÓÌÏ ÇÅÊÔÏ×. þÉÓÌÏ ÇÅÊÔÏ×, ÉÓËÌÀÞ£ÎÎÙÈ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ Ï�ÅÎËÏÊ ÄÌÑ ÓÈÅÍÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ f .þÁÓÔÏ ÕÄÁÅÔÓÑ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÉÓËÌÀÞÁÅÍÙÊ ÇÅÊÔ ÎÅÌÉÎÅ-ÅÎ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, AND ÉÌÉ OR). �ÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ ÅÇÏ×ÈÏÄÁ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÇÅÊÔ ÏÂÒÁÔÉÌÓÑ × ËÏÎÓÔÁÎÔÕ É, ËÁË ÓÌÅÄ-ÓÔ×ÉÅ, �ÏÚ×ÏÌÉÌ ÂÙ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÇÅÊÔÙ ÎÁ ÜÔÏÍ ÛÁÇÅ.ïÄÎÁËÏ × ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÍÅÔÏÄ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ ÇÅÊÔÏ×ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ É �ÏÜÔÏÍÕ ÎÅ ÍÏÖÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ ÎÁÌÉÞÉÅÎÅÌÉÎÅÊÎÙÈ ÇÅÊÔÏ× × ÓÈÅÍÅ. ÷Ï�ÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÅÅ ×Ù-ÞÉÓÌÑÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÈ ÇÅÊÔÏ×, ÏÓÔÁ£ÔÓÑÉÎÔÅÒÅÓÎÏÊ ÏÔËÒÙÔÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÏÊ × ÔÅÏÒÉÉ ÓÈÅÍÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.ðÒÏ�ÅÓÓ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ ÇÅÊÔÏ× × ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ó×ÅÄÅÎË Ä×ÕÍ �ÒÏÓÔÙÍ ÉÄÅÑÍ. éÄÅÑ 1 �ÒÏÓÔÁ É ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÁ×ÎÏ, ÔÏÇÄÁ ËÁËÉÄÅÑ 2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏ×ÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ É ÂÕÄÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÁ �ÒÉ �ÏÌÕ-ÞÅÎÉÉ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÎÏ×ÏÇÏ ÓÌÁÂÏÚÁÝÉÝ£ÎÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ �ÒÉÍÉÔÉ×Á ×ÒÁÚÄÅÌÅ 5. éÄÅÑ 2 ÏÂÏÂÝÁÅÔ ÉÄÅÀ 1, ÎÏ ÍÙ ×Ó£ ÒÁ×ÎÏ �ÒÉ×ÅÄ£Í ÉÄÅÀ 1:ÏÎÁ �ÒÏÝÅ, ÎÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏ×ÍÅÝÁÅÔ ×ÓÅ ÒÁÎÅÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ �ÒÉ£ÍÙ ÉÓ-ËÌÀÞÅÎÉÑ ÇÅÊÔÏ×, ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÅ × ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.



óèåíîáñ óìïöîïó�ø ìéîåêîùè æõîëãéê 75�ÁË ËÁË ÍÙ ÒÁÂÏÔÁÅÍ Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÂÕÄÅÔÕÄÏÂÎÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÁÔÒÉ� ÎÁÄ F2; �ÏÄ ÓÈÅÍÎÏÊ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØÀ ÍÁÔÒÉ�Ù C�(A) ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ ÓÈÅÍÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A−i ÍÁÔÒÉ�Õ A ÂÅÚ i-ÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓ-ÌÉ ÍÁÔÒÉ�Å A ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÑ f , ÔÏ ÍÁÔÒÉ�Å A−i ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÅÔ ÆÕÎË�ÉÑ f |xi=0. åÓÌÉ × ÍÁÔÒÉ�Å A �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÔÏÌÂÅ�Ai, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÈÏÄÁ xi; ÄÁÌÅÅ ÍÙÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÕÌÅ×ÙÅ ÓÔÏÌÂ�Ù × ÍÁÔÒÉ�ÁÈ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ; ÔÁËÉÅÍÁÔÒÉ�Ù ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ.éÄÅÑ 1. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ × ÔÅÞÅÎÉÅ n ÛÁÇÏ× ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÕÄÁÌÑÔØ ÈÏÔÑÂÙ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÇÅÊÔÕ. �ÏÇÄÁ C(f) > n.�ÅÏÒÅÍÁ 3. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ � ∈ [0; 1℄. ðÕÓÔØ P =
{Pn}∞n=1 { ÎÁÂÏÒ �ÒÅÄÉËÁÔÏ×, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ ÎÁ ÍÁÔÒÉ�ÁÈ ÎÁÄ F2, ÏÂÌÁ-ÄÁÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

• ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ P1(A), ÔÏ C�(A) > 1;
• ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Pn(A), ÔÏ É Pm(A) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏ-ÇÏ 1 6 m 6 n;
• ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Pn(A), ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑPn−1(A−i).�ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÈÏÔÑ ÂÙ n + 1 ÓÔÏÌÂÅ�,ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Pn(A), ÔÏ C�(A) > n.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×ÅÄ£ÔÓÑ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ �Ï ÉÎÄÅËÓÕ i.éÚ �ÅÒ×ÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á P ÓÒÁÚÕ ÖÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÂÁÚÕ ÉÎÄÕË�ÉÉ, Á Ó �ÏÍÏÝØÀÏÓÔÁÌØÎÙÈ �ÏÌÕÞÉÍ ÛÁÇ ÉÎÄÕË�ÉÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÈÅÍÕ C, ÒÅÁÌÉÚÕÀ-ÝÕÀ A. éÚ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ P É ÂÁÚÙ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏÓÈÅÍÁ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ, Á ÚÎÁÞÉÔ, × ÎÅÊ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÇÅÊÔ. òÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ xi, ×ÈÏÄÑÝÕÀ × �ÅÒ×ÙÊ ÇÅÊÔ (ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ �ÏÄÓÌÏ×ÁÍÉ \�ÅÒ×ÙÊ ÇÅÊÔ" ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ ÔÅÈ ÇÅÊÔÏ×, ×ÈÏÄÙËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÔÏÌØËÏ ÓÏ ×ÈÏÄÁÍÉ ÓÈÅÍÙ, ÎÏ ÎÅ Ó ×ÙÈÏÄÁÍÉ ÄÒÕ-ÇÉÈ ÇÅÊÔÏ×, Ô.Å. ÇÅÊÔ, �ÅÒ×ÙÊ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ).úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ C ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ f ÎÁ ÄÏÌÅ � ×ÈÏÄÏ×, ÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊËÏÎÓÔÁÎÔÙ  ∈ {0; 1} C |xi= ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ f |xi= ÎÁ ÄÏÌÅ � ×ÈÏÄÏ×. åÓÌÉÍÙ �ÏÄÓÔÁ×ÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ  ×ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÍÙ�ÏÌÕÞÉÍ ÓÈÅÍÕ C |xi=, ÒÁÚÍÅÒ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ size(C) − 1 ÇÅÊÔÏ× ÉËÏÔÏÒÁÑ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ A−i ÈÏÔÑ ÂÙ ÎÁ ÄÏÌÅ � ×ÈÏÄÏ×. �



76 á. ð. äá÷ùäï÷, ó. é. îéëïìåîëïîÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÏÔÕ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÄÏ ÎÅÄÁ×ÎÅÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÜÔÏÂÙÌ, �Ï ÓÕÔÉ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÄÏÓÔÕ�ÎÙÊ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔ ÄÌÑ Ï�ÅÎËÉ ÓÈÅÍ-ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. ïÂÙÞÎÏ ÄÌÑ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÏÓØ ÅÝ£ ÂÏ-ÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ Ó ÓÅÒÅÄÉÎÙ 1970È.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1 ( [22,28℄; [15, �ÅÏÒÅÍÙ 3 É 4℄; [18, ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1℄ ).(1) ðÕÓÔØ f : B
n → B ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ n�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Ô.Å. ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑa1; : : : ; ai−1; ai+1; : : : ; an ∈ B, ÞÔÏ f(a1; : : : ; ai−1; 0; ai+1; : : : ; an)

6= f(a1; : : : ; ai−1; 1; ai+1; : : : ; an). �ÏÇÄÁ C(f) > n− 1:(2) ðÕÓÔØ f = (f (1); : : : ; f (m)) : B
n → B

m, ÇÄÅ f (k) { k-Ñ ËÏÍ�ÏÎÅÎ-ÔÁ f . åÓÌÉ m ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ f (i) �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊÉÚ ÎÉÈ C(f (i)) >  > 1, ÔÏ C(f) > +m− 1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1 �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × [18℄. ðÅÒ-×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ, ÎÏ ×Ó£ ÖÅ ÚÁÍÅÔÉÍ ÄÌÑ �ÏÌÎÏÔÙ ËÁÒÔÉÎÙ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ ÏÎÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 ÄÌÑPn(A) = \A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÔÒÏËÕ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÈÏÔÑ ÂÙ n+ 1 ÅÄÉÎÉ�Á":éÄÅÑ 2. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ �ÒÏÔÑÖÅÎÉÉ n ÛÁÇÏ× ÜÌÉÍÉÎÁ�ÉÉ ÇÅÊ-ÔÏ× × ÓÈÅÍÅ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ×ÈÏÄ, Ó ÉÓÈÏÄÑÝÅÊ ÓÔÅ�ÅÎØÀ �ÏËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ 1 É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, × m ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× Õ ÜÔÏÇÏ ×ÈÏÄÁ ÉÓÈÏ-ÄÑÝÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ 2 (Ô.Å. ÏÎ ÓÏÅÄÉÎ£Î Ó Ä×ÕÍÑ ÇÅÊÔÁÍÉ,Á ÎÅ Ó ÇÅÊÔÏÍ É ×ÙÈÏÄÏÍ). �ÏÇÄÁ C(f) > n+m.�ÅÏÒÅÍÁ 4. îÁÚÏ×£Í ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÁÔÒÉ�Ù ÕÎÉËÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ × Ó×ÏÅÊ ÓÔÒÏËÅ. ðÕÓÔØ P =
{Pn}∞n=1 { ÎÁÂÏÒ �ÒÅÄÉËÁÔÏ×, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ ÎÁ ÍÁÔÒÉ�ÁÈ ÎÁÄ F2 ÉÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ:

• ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ P1(A), ÔÏ C(A) > 1;
• ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Pn(A), ÔÏ É Pm(A) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏ-ÇÏ 1 6 m 6 n;
• ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Pn(A), ÔÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ i, ÅÓÌÉi-Ê ÓÔÏÌÂÅ� ÍÁÔÒÉ�Ù A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÕÎÉËÁÌØÎÙÊÜÌÅÍÅÎÔ, ÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Pn−1(A−i), ÉÎÁÞÅ { ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑPn−2(A−i).�ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ n+1 ÓÔÏÌ-ÂÅ� É ×ÓÅ ÓÔÏÌÂ�Ù ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n ×Ù�ÏÌ-ÎÑÅÔÓÑ Pn(A), ÔÏ C(A) > n É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, C 34 (A) > n.



óèåíîáñ óìïöîïó�ø ìéîåêîùè æõîëãéê 77äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×ÅÄ£ÔÓÑ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï n. äÌÑ n = 1ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, Ô.Ë. ÅÓÌÉ C(A) = 1, ÔÏ É C 34 (A) = 1: ×ÙÈÏÄÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÂÉÎÁÒÎÏÇÏ ÇÅÊÔÁ g × Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÈÅÍÅ (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ,ÞÔÏ ×ÓÅ ÇÅÊÔÙ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ, Ô.Ë. ÕÎÁÒÎÙÅ É ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÅ ÇÅÊÔÙ ×ÎÁÛÉÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÈ ÍÏÖÎÏ ÕÄÁÌÉÔØ ÉÚ ÓÈÅÍÙ ÂÅÚ �ÏÔÅÒÉ ÏÂÝÎÏÓÔÉ)ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ÔÒ£È ÞÅÔ×ÅÒÔÑÈ ×ÈÏÄÏ× ÍÏÖÅÔ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ Ó ÌÀÂÏÊ ÉÚ×ÈÏÄÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (Á ÅÓÌÉ ×Ó�ÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÌÉ-ÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÔÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ �ÏÌÏ×ÉÎÅ, Ô.Å. ÄÁÖÅ C 12 (A) = 1).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÅÒ×ÙÊ ÇÅÊÔ g × Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÈÅÍÅ, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÅÊA ÎÁÂÏÌÅÅ ÞÅÍ � ×ÈÏÄÏ× ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ � > 34 . ðÏÓËÏÌØËÕ g { �ÅÒ×ÙÊ, ÅÇÏ×ÈÏÄÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÈÏÄÁÍÉ ÓÈÅÍÙ; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ ÚÁ xi É xj . ÷ÏÚÍÏÖÎÙÔÒÉ ÓÌÕÞÁÑ.1. ïÄÉÎ ÉÚ ×ÈÏÄÏ× g, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ xi, ÓÏÅÄÉÎ£Î ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ×ÙÈÏ-ÄÏÍ yk. �ÏÇÄÁ, �ÏÄÓÔÁ×É× × xi ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÏÄÉÎÇÅÊÔ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ yk ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÒÏËÅ Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÎÅÎÕ-ÌÅ×ÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ, ÔÏ ÅÓÔØ i-Ê ÓÔÏÌÂÅ� ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÕÎÉËÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ,É ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Pn−1(A−i). �Å�ÅÒØ, ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉ-ÅÍ ÉÎÄÕË�ÉÉ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ C�(A−i) > n − 1, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÉÓÈÏÄÎÁÑÏ�ÅÎËÁ ×ÅÒÎÁ (ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÇÅÊÔ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ËÁË ÆÕÎË�ÉÀ, ÔÁË É Å£ ÏÔÒÉ�ÁÎÉÅ, ÔÁË ÞÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÉÎ-×ÅÒÔÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÙÈÏÄÏ× { ÎÅ �ÒÏÂÌÅÍÁ).2. ïÄÉÎ ÉÚ ×ÈÏÄÏ× g, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ xi, ÓÏÅÄÉÎ£Î Ó ÅÝ£ ÏÄÎÉÍ ÇÅÊÔÏÍ. �Ï-ÇÄÁ, ÕÓÔÁÎÏ×É× xi × ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ÉÓËÌÀÞÉÔØ Ä×Á ÇÅÊÔÁ. ðÏÓ×ÏÊÓÔ×ÁÍ Pn ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Pn−2(A−i), Á ÚÎÁÞÉÔ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ-×ÁÔØÓÑ ÉÎÄÕË�ÉÏÎÎÙÍ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅÍ, �ÏËÁÚÙ×ÁÀÝÉÍ, ÞÔÏ C�(A−i)
> n− 2.3. îÉ xi, ÎÉ xj ÎÅ ×ÈÏÄÑÔ × ÄÒÕÇÏÊ ÇÅÊÔ ÉÌÉ × ×ÙÈÏÄ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ A{ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅ ÏÔ xi É xj , Á ÔÏÌØËÏ ÏÔ g(xi; xj); �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÈÅÍÙ,×ÙÞÉÓÌÑÀÝÅÊ A ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 34 ×ÈÏÄÏ×, ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. A ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔxi É xj �Ï ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ, �ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ×ÓÅ Å£ ÓÔÏÌÂ�Ù ÒÁÚÌÉÞÎÙ; × ÞÁÓÔ-ÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ xi, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ×ÙÈÏÄyk, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÊ ÏÔ xi, ÎÏ ÎÅ ÏÔ xj : yk = xi⊕ ⊕x∈X x, ÇÄÅ xj =∈ X . ó ÄÒÕÇÏÊÓÔÏÒÏÎÙ, �ÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ ÇÅÊÔ × Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÈÅÍÅ, ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØ-ÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÊ ÏÔ xi, ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ É ÏÔ xj , ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅÚÎÁÞÅÎÉÑ a É b, ÞÔÏ g(0; a) = g(1; b). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÚÎÁ-ÞÉ×ÁÎÉÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÌÉÂÏ ÎÁ ×ÈÏÄÅ Ó (xi = 0; xj = a), ÌÉÂÏ



78 á. ð. äá÷ùäï÷, ó. é. îéëïìåîëïÎÁ ×ÈÏÄÅ Ó (xi = 1; xj = b) ÓÈÅÍÁ ÏÛÉÂ£ÔÓÑ, ÞÔÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÏÛÉÂËÕÈÏÔÑ ÂÙ ÎÁ 14 ÏÔ ×ÓÅÈ ×ÈÏÄÏ×. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ � ∈ [0; 1℄. ðÕÓÔØ
R = {Rn}∞n=0 É Q = {Qm}∞m=0 { Ä×Á ÎÁÂÏÒÁ �ÒÅÄÉËÁÔÏ×, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈÎÁ ÍÁÔÒÉ�ÁÈ ÎÁÄ F2 É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ:

• R0(A) É Q0(A) ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÓÔÉÎÎÙ;
• ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ R1(A), ÔÏ C(A) > 1;
• ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Rn(A), ÔÏ É Rk(A) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ0 6 k 6 n;
• ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Rn(A), ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ i ×Ù�ÏÌÎÑ-ÅÔÓÑ Rn−1(A−i);
• ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Q1(A), ÔÏ C(A) > 1;
• ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Qm(A), ÔÏ É Qk(A) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÌÀ-ÂÏÇÏ 0 6 k 6 m;
• ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Qm(A), ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ i ×Ù�ÏÌÎÑ-ÅÔÓÑ Qm−1(A−i);
• ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Qm(A) É ÍÁÔÒÉ�Á A−i ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÏÌØÛÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏË, ÞÅÍ A (Ô.Å. ÕÄÁÌÅÎÉÅ i-ÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á �ÒÉ×ÏÄÉÔË ÕÄÁÌÅÎÉÀ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÉ), ÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Qm(A−i).÷ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÈÏÔÑ ÂÙ n + 1ÒÁÚÌÉÞÎÙÊ ÓÔÏÌÂÅ�, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ n É m, n > m, ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑRn(A) É Qm(A), ÔÏ C(A) > n+m É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, C 34 (A) > n+m.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4 ÄÌÑ Pn(A) =

∃k ∈ [0::n℄Rk(A) ∧Qn−k(A). �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2 ( [18, ìÅÍÍÁ 5℄ ). ðÕÓÔØ t; v > 1, Á � { ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑÎÁÄ F2 Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ A. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÔÏÌÂ�Ù A ÒÁÚÌÉÞÎÙ,ËÁÖÄÁÑ ÓÔÒÏËÁ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ v ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, É �ÏÓÌÅÕÄÁÌÅÎÉÑ ÌÀÂÙÈ t ÓÔÏÌÂ�Ï× A ÍÁÔÒÉ�Á ÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÈÏÔÑ ÂÙÏÄÎÕ ÓÔÒÏËÕ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÈÏÔÑ ÂÙ Ä×Á ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. �ÏÇÄÁC(�) > v + t É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, C 34 (�) > v + t.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÏÚØÍ£Í Rn(A) = \ðÏÓÌÅ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÌÀÂÙÈ n ÓÔÏÌÂ-�Ï× × A �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ ÓÔÒÏËÁ", Q0(A)= \true" É Qm(A) = \ëÁÖÄÁÑ ÓÔÒÏËÁ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ m+ 1 ÅÄÉ-ÎÉ�Õ" ÄÌÑ m > 0. �ÏÇÄÁ Rt+1(A) É Qu−1(A) ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ, É R É Q



óèåíîáñ óìïöîïó�ø ìéîåêîùè æõîëãéê 79ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1, Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÖÎÏ �Ï-ÌÕÞÉÔØ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ Ï�ÅÎËÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Qm ÄÌÑ m > 0ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù, × ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ÅÄÉÎÉ�Õ; �ÏÜÔÏÍÕ × ÍÅÔÏÄÅ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ ÇÅÊÔÏ× ÄÌÑ �ÅÒ-×ÙÈ u−1 ÛÁÇÏ×, Á ÚÁÔÅÍ × ÔÅÞÅÎÉÅ t−u+2 ÛÁÇÏ×, ÂÕÄÅÔ ÉÓËÌÀÞÁÔØÓÑÏÄÉÎ ÇÅÊÔ. ��ÁËÖÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4 ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÎÏ×ÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÔ×ÁÖÎÏ ÄÌÑ ÎÏ×ÏÊ ÓÌÁÂÏÚÁÝÉÝ£ÎÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3. ðÕÓÔØ t > v > 2. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ A { ÍÁÔÒÉ�ÁÒÁÚÍÅÒÁ v× t, �ÒÉÞ£Í ×ÓÅ Å£ ÓÔÏÌÂ�Ù ÒÁÚÌÉÞÎÙ, É ËÁÖÄÙÊ ÓÔÏÌÂÅ� AÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ Ä×Á ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ (ÈÏÔÑ ÂÙ Ä×Å ÅÄÉÎÉ�Ù).�ÏÇÄÁ C(A) > 2t− v É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, C 34 (A) > 2t− v.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÏÚØÍÅÍ Pn(A) =\ÕÄ×ÏÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈÓÔÏÌÂ�Ï× A ÚÁ ×ÙÞÅÔÏÍ ÞÉÓÌÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏË A ÂÏÌØÛÅ ÌÉÂÏ ÒÁ×-ÎÏ n". �ÏÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ P2t−v(A), Á P ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÔÅÏÒÅÍÙ 4. �÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÒÁÓÛÉÒÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ÒÅÚÕÌØÔÁ-ÔÙ ÎÁ ÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÓÈÅÍÎÕÀ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ, ÒÁ×ÎÕÀ ÓÕÍÍÅ ÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ; ËÏÎÔÒ�ÒÉÍÅÒÙ, ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ËÁË\mass prodution", ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [36℄. ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊÉ ÍÅÔÏÄÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ ÇÅÊÔÏ× Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍ 3 É 4 �ÏÄÏÂ-ÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏ. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂÏÂÝÁÅÔ ÌÅÍÍÕ 6ÉÚ [18℄.�ÅÏÒÅÍÁ 5. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ � ÚÁÄÁÎÁ ÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ




A1 0 ··· 00 A2 ··· 0... ... ...0 0 ··· Ak ;ËÁÖÄÁÑ Aj ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 4 Ó �ÒÅÄÉËÁÔÁÍÉ Pj =
{P jn}∞n=1, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ j ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ nj, ÞÔÏ P jnj (Aj) ×Ù�ÏÌÎÑ-ÅÔÓÑ. �ÏÇÄÁ C(�) >

k
∑j=1nj .



80 á. ð. äá÷ùäï÷, ó. é. îéëïìåîëïäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 4 Ó �ÒÅÄÉËÁÔÏÍ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÍÉÚ ÉÓÈÏÄÎÙÈ �ÒÅÄÉËÁÔÏ×:Pn = ∨i1+:::+ik=nP 1i1 ∧ P 2i2 ∧ : : : ∧ P kik :�Å�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ P = {Pn}∞n=1 ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 4 (ÔÁË ËÁË ÕÄÁÌÅÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á ÚÁÄÅÊ-ÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÂÌÏËÁ), É ÄÌÑ ÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù×Ù�ÏÌÎÅÎ �ÒÅÄÉËÁÔ Pn1+:::+nk . �

§5. æÕÎË�ÉÉ Ó ÓÅËÒÅÔÏÍ, ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÎÁÄ£ÖÎÙÅ ×ÓÌÁÂÏÍ ÓÍÙÓÌÅ÷ ÎÁÛÅÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÄÅÑÍÉ ÉÚ [18℄: ÓÎÁÞÁÌÁÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÓÌÁÂÏÚÁÝÉÝ£ÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ-ËÁÎÄÉÄÁÔÁ, ÄÌÑ ×ÚÌÏÍÁ ËÏ-ÔÏÒÏÊ ÂÕÄÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×ÒÅÍÑ ÂÏÌØÛÅÅ, ÞÅÍ ÄÌÑ ÄÅÛÉÆÒÏ×ËÉ, ÏÄÎÁËÏÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÚÁÎÉÍÁÔØ ÅÝÅ ÂÏÌØÛÅÅ ×ÒÅÍÑ. úÁÔÅÍ ÍÙ ÄÏÂÁ×ÉÍË ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÂÌÏË ÉÚ ÓÌÁÂÏÚÁÝÉÝ£ÎÎÏÊ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÆÕÎË-�ÉÉ É × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÓÉÌØÎÏ Õ×ÅÌÉÞÉÍ ×ÒÅÍÑ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅÄÌÑ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ, ÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁÔÒÕÄÎÉÍ ËÁË �ÒÏ�ÅÓÓ ÄÅÛÉÆÒÏ×-ËÉ, ÔÁË É �ÒÏ�ÅÓÓ ×ÚÌÏÍÁ. ðÏÄÏÂÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ �ÏÄÒÏÂÎÏ Ï�ÉÓÁÎÁ× [18℄.÷×ÅÄ£Í ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ. þÅÒÅÚ Un ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ×ÅÒÈ-ÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ ÒÁÚÍÅÒÁ n×n, ÏÂÒÁÔÎÕÀ Ë Ä×ÕÈÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ:Un = ( 1 1 ··· 10 1 ··· 1... ... ...0 0 ··· 1) ; U−1n = ( 1 1 0 ··· 00 1 1 ··· 0... ... ... ...0 0 0 ··· 1) ;ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ U2n { ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, × ËÏÔÏÒÏÊ ÎÏÌÉ É ÅÄÉ-ÎÉ�Ù ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ × ÛÁÈÍÁÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ:U2n =  1 0 1 ··· (n−1)mod2 nmod20 1 0 ··· nmod2 (n−1)mod2... ... ... ... ...0 0 0 ··· 0 1 

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÞÁÓÔÏ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎ-ÎÙÅ ÉÚ ÍÁÔÒÉ� ÍÅÎØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ËÁË ÉÚ ÂÌÏËÏ×; ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ( Un Un ) {ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÁ n×2n, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÂÌÏËÏ×.



óèåíîáñ óìïöîïó�ø ìéîåêîùè æõîëãéê 81ìÅÍÍÁ 1.(1) C 34 (Un) = n− 1.(2) C 34 (U2n) = n− 2.(3) C 34 (U−1n ) = n− 1.(4) C 34 (( Un Un )) = 2n− 1.(5) 3n− 6 6 C 34 (( U2n Un )) 6 C(( U2n Un )) 6 3n− 3.(6) 3n− 4 6 C 34 (( Un U−1n )) 6 C(( Un U−1n )) 6 3n− 2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÉÖÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÉÚ �ÕÎËÔÏ× 1{3 ÏÞÅ×ÉÄÎÙ: × ÍÁÔÒÉ-�ÁÈ ÎÅÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÓÔÒÏË, É ÎÉ ÏÄÉÎ ×ÈÏÄ, ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÇÏ (Ä×ÕÈ ÄÌÑ�ÕÎËÔÁ 2) ÎÅ �ÒÉÓÏÅÄÉÎ£Î ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ Ë ×ÙÈÏÄÕ. îÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁÄÌÑ �ÕÎËÔÁ 4 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ �ÏÄÓÞ£ÔÏÍ: �ÅÒ×ÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÍÁÔÒÉ�ÙÓÏÄÅÒÖÉÔ 2n ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ Å£ ×ÙÞÉ-ÓÌÉÔØ, �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ 2n − 1 ÇÅÊÔ. îÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÄÌÑ �ÕÎËÔÁ5 (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, 6) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 3: ÍÁÔÒÉ�Á ( U2n Un ) (ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ( Un U−1n )) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 3 �Å-ÌÉËÏÍ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÒ£È (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Ä×ÕÈ) ÓÔÏÌÂ�Ï×, É ÍÙÍÏÖÅÍ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ 3 ÄÌÑ t = 2n− 3 (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,t = 2n− 2) É u = n.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÅÒÈÎÉÈ Ï�ÅÎÏË ÍÙ �ÒÉ×ÅÄ£Í Ñ×ÎÙÅ ËÏÎÓÔÒÕË-�ÉÉ. äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�Ù ÉÚ �ÕÎËÔÁ 1 ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÓÔÒÏ-ËÁ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÏÌØËÏ × ÏÄÎÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÙÍÏÖÅÍ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ×ÈÏÄÙ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ: outi = outi+1 ⊕ ini. âÏÌÅÅ ÔÏ-ÇÏ, outn = inn, É ÄÌÑ ÅÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÅ ÎÕÖÎÏ ÇÅÊÔÏ×. �Á ÖÅ ÉÄÅÑÒÁÂÏÔÁÅÔ É ÄÌÑ �ÕÎËÔÁ 2, ÎÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ outn É outn−1 ×ÙÞÉÓÌÑÀÔ-ÓÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ, Á outi = outi−2 ⊕ ini. þÔÏÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÍÁÔÒÉ�ÕÉÚ �ÕÎËÔÁ 3, ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍ ËÁÖÄÕÀ ÓÔÒÏËÕ. äÌÑ ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎÉÑ 4 ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÄÅÅÊ ÉÚ [18℄. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ( Un Un ) · ( ab ) =Un · a ⊕ Un · b = Un · (a ⊕ b). éÓ�ÏÌØÚÕÅÍ n ÇÅÊÔÏ× ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑa⊕ b, Á ÚÁÔÅÍ �ÏÌÕÞÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ó �ÏÍÏÝØÀ n− 1 ÇÅÊÔÏ×. äÌÑ ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎÉÑ 5 É 6 ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ (A B ) · ( ab ) = A · a ⊕ B · b. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÍÙ ÒÁÚÄÅÌÉÌÉ �ÒÏ�ÅÓÓ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÙ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×, �Ï-ÓÌÅ ÞÅÇÏ ÚÁ n ÇÅÊÔÏ× ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ËÁËXOR �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ. �



82 á. ð. äá÷ùäï÷, ó. é. îéëïìåîëïäÌÑ �ÅÒ×ÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ �ÏÌÏÖÉÍ ÄÌÉÎÙ �ÕÂÌÉÞÎÏÇÏ ËÌÀÞÁ pi, ÓÅ-ËÒÅÔÎÏÇÏ ËÌÀÞÁ ti, ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ m É ÚÁËÏÄÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ  ÏÄÉ-ÎÁËÏ×ÙÍÉ É ÒÁ×ÎÙÍÉ n. ðÏÌÏÖÉÍti = Un · pi;  = ( U−1n Un ) · (mpi ) :÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÚÌÏÍÝÉËÕ �ÒÉÄ£ÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÍÁÔÒÉ�Õ( Un Un ) · ( ti ) = ( Un U2n ) · ( pi ) :ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÂÅÚ ÓÅËÒÅÔÁ (×ÚÌÏÍ) ÔÒÕÄ-ÎÅÅ, ÞÅÍ Ó ÓÅËÒÅÔÏÍ (ÞÅÓÔÎÏÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ), ÎÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÒÑÍÏÇÏ ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁ×ÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÚÌÏÍÁ, �ÏÜÔÏÍÕ ÎÁÚ×ÁÔØÄÁÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÎÁÄ£ÖÎÏÊ × ÓÌÁÂÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÎÅÌØÚÑ.äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ Ó�ÒÁ×ÉÔØÓÑ Ó ÜÔÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÏÊ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÁÂÏÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÀÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ A É ÏÒÇÁÎÉÚÕÅÍ �ÒÏÔÏËÏÌ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (ÞÅÒÅÚ In ÚÄÅÓØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á):Seedn = ( UnIn ) · s = ( tipi ) ;Evaln = ( U−1n Un 00 0 A) · (m1pim2 ) = ( 12 ) ;Invn = ( Un Un 00 0 A−1 ) · ( 1ti2 ) = (m1m2 ) :�Å�ÅÒØ ×ÚÌÏÍÝÉËÕ �ÒÉÄ£ÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔØAdvn = (Un U2n 00 0 A−1 ) · ( 1pi2 ) = (m1m2 ) :÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÌÁÂÏÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ A ×ÏÚØÍ£Í ÏÄÎÕ ÉÚ ÌÉ-ÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ 2− �, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ èÉÌØÔÇÅÎÏÍ, ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ � > 0 [15℄; ÍÁÔÒÉ�Õ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ×ÏÚØÍ£Í �ÏÒÑÄËÁ �n,ÇÄÅ � ÂÕÄÅÔ ×ÙÂÒÁÎÁ ÎÉÖÅ. äÌÑ ÔÁËÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù C 34 (A) = �n + o(n), ÉC 34 (A−1) = (2− �)�n+ o(n). �Å�ÅÒØ ÌÅÍÍÁ 1 É ÔÅÏÒÅÍÁ 5 ÄÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ:C 34 (Seedn) = n− 1;C 34 (Evaln) = 3n+ �n+ o(n) = (3 + �)n+ o(n);C 34 (Invn) = 2n+ (2− �)�n+ o(n) = (2 + (2− �)�)n+ o(n);C 34 (Advn) = 3n+ (2− �)�n+ o(n) = (3 + (2− �)�)n+ o(n):ðÏÒÑÄÏË ÎÁÄ£ÖÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ �ÒÏÔÏËÏÌÁ ÒÁ×ÅÎ



óèåíîáñ óìïöîïó�ø ìéîåêîùè æõîëãéê 83limn→∞

(min(C3=4(Advn)C(Evaln) ; C3=4(Advn)C(Invn) ; C3=4(Advn)C(Seedn) ))= min(3 + (2− �)�3 + � ; 3 + (2− �)�2 + (2− �)�) :üÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ �ÒÉ � = 11−� , É ÜÔÏÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÒÁ×ÅÎ 5−4�4−� , ÞÔÏ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 54 �ÒÉ �→ 0. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ�ÅÏÒÅÍÕ 1.
§6. úÁËÌÀÞÅÎÉÅ÷ ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌÉ ÓÈÅÍÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÌÉ-ÎÅÊÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ Ä×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÂÝÉÈ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÙÒÁÖÁÀÔ ÍÅÔÏÄ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ ÇÅÊÔÏ× ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, É �ÏÌÕÞÉÌÉ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÁÖÎÙÈ ÓÌÅÄ-ÓÔ×ÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÄÁÌÏÓØ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÎÏ×ÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÓÅËÒÅÔÏÍ, ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÎÁÄ£ÖÎÙÈ × ÓÌÁÂÏÍ ÓÍÙÓÌÅ.ðÏÒÑÄÏË ÎÁÄ£ÖÎÏÓÔÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊÒÁÎÅÅ [18℄. ëÏÎÅÞÎÏ, × ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÅ ËÏÎÓÔÒÕË-�ÉÉ, ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÎÁÄ£ÖÎÙÅ × ÓÌÁÂÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ×ÒÑÄ ÌÉ ÍÏÇÕÔ ÎÁÊÔÉ ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ, ÏÄÎÁËÏ ÏÎÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÁÖÎÙÍÉÓ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÜÔÏÊ ÓÔÁ-ÔØÉ É ÒÁÂÏÔ [18, 43℄ { ÜÔÏ �ÅÒÅÄÎÉÊ ËÒÁÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÄÏËÁÚÕÅÍÙÈÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× Ï ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÎÁÄ£ÖÎÏÓÔÉ; ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ (Ó ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÊ ÒÁÚÎÉ�ÅÊ ÍÅÖÄÕÞÅÓÔÎÙÍÉ ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍÉ É ×ÚÌÏÍÝÉËÏÍ), ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÌÉÎÅÊ-ÎÙÅ ÎÉÖÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÎÁ ÓÈÅÍÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ × ÏÂÝÅÍÂÁÚÉÓÅ, ÞÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÏÔËÒÙÔÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÏÊ ÔÅÏÒÉÉÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, × ÒÁÚÄÅÌÅ 3 ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÜÔÉ Ï�ÅÎËÉ {ÄÁÌÅËÏ ÎÅ �ÒÅÄÅÌ ×ÏÚÍÏÖÎÏÇÏ ÄÁÖÅ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÎÅÇÏ×ÏÒÑ ÕÖÅ Ï ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÈ.íÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ Ä×Á ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ ×ÜÔÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ �ÒÉÍÉ-ÔÉ×Ù, ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÎÁÄ£ÖÎÙÅ × ÓÌÁÂÏÍ ÓÍÙÓÌÅ. óËÏÒÅÅ ×ÓÅÇÏ, �ÏÒÑÄËÉÎÁÄ£ÖÎÏÓÔÉ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ × ÎÁÛÉÈ ÒÁÂÏÔÁÈ, ÍÏÖÎÏ ÕÌÕÞÛÉÔØ; ×ÏÚÍÏÖ-ÎÏ, ÕÄÁÓÔÓÑ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÏ×ÙÈ �ÒÉÍÉÔÉ×Ï× (�ÒÏÔÏ-ËÏÌÏ× ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÉÑ ËÌÀÞÁ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× Ó ÎÅÒÁÚÇÌÁÛÅÎÉÅÍ É Ô.�.),



84 á. ð. äá÷ùäï÷, ó. é. îéëïìåîëïÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÎÁÄ£ÖÎÙÈ × ÓÌÁÂÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, É �ÒÅÄßÑ×ÉÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÉÅ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ. �ÁËÉÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÓÆÅÒÕ �ÒÉ-ÍÅÎÉÍÏÓÔÉ ÍÅÔÏÄÏ× ÎÁÄ£ÖÎÏÓÔÉ × ÓÌÁÂÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÎÏ ÎÁÓÔÏÑÝÉÊ �ÒÏ-ÒÙ× ÎÁ ÜÔÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ×ÒÑÄ ÌÉ ÍÏÖÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ. óÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÑÓÎÏ,ÞÔÏ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÅ ÉÎÔÅÒÅÓÙ ÔÒÅÂÕÀÔ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊÉ �ÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÊ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÓÈÅÍÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ. ó 1980-ÈÇÇ. × ÓÈÅÍÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÙÌÏ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÎÏ×ÙÈ �ÒÏÒÙ×ÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁ-ÔÏ×; ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÅ ÎÉÖÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ, ÓÒÁ×ÎÉ× ÞÉÓÌÏÓÈÅÍ É ÆÕÎË�ÉÊ, ÎÏ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ �ÏÌÕÞÉÔØ ÎÅ ÕÄÁ£ÔÓÑ: ÌÕÞ-ÛÁÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ { ÜÔÏ Ï�ÅÎËÁ 3n − o(n), ÄÏËÁÚÁÎÎÁÑ ×1984 Ç. [5℄. îÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× ÎÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÄÅÑÔØÓÑ ÎÁÎÅÌÉÎÅÊÎÙÅ ÎÉÖÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÈÅÍÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, É ÄÌÑ ÔÁËÉÈ Ï�ÅÎÏË �Ï-ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÁ �ÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÏ ÎÏ×ÙÈ ÍÅÔÏÄÏ×. ÷ÁÖÎÏÓÔØ ÔÁËÏ-ÇÏ �ÒÏÒÙ×Á ÔÒÕÄÎÏ �ÅÒÅÏ�ÅÎÉÔØ; ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÎÁÄ£ÖÎÙÅ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉ-ÞÅÓËÉÅ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ { ÜÔÏ ÌÉÛØ ÏÄÎÏ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÄÌÑÎÅÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÉÖÎÉÈ Ï�ÅÎÏË ÓÈÅÍÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.âÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔÉ. íÙ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÙ ü. á. çÉÒÛÕ É ï. íÅÌÁÎÉÞ ÚÁ �ÌÏ-ÄÏÔ×ÏÒÎÙÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×, �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÈ ×ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÅ, Á ÔÁËÖÅ ÁÎÏÎÉÍÎÙÍ ÒÅ�ÅÎÚÅÎÔÁÍ, ÞØÉ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ �Ï-Ú×ÏÌÉÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÕÌÕÞÛÉÔØ ÔÅËÓÔ ÓÔÁÔØÉ.ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. M. Ajtai, �11-formulae on �nite strutures, | Annals Pure Appl. Logi. 24 (1983),1{48.2. M. Ajtai, C. Dwork, A publi-key ryptosystem with worst-ase/average-ase equiv-alene, in: Proeedings of the 29th Annual ACM Symposium on Theory of Com-puting (1997), pp. 284{293.3. E. Allender, Ciruit omplexity before the dawn of the new millennium, in: Proeed-ings of the 16th Conferene on Foundations of Software Tehnology and TheoretialComputer Siene (1996), pp. 1{18.4. N. Alon, M. Karhmer, A. Wigderson, Linear iruits over GF(2), | SIAM J.Comput. 19, No. 6 (1990), 1064{1067.5. N. Blum, A boolean funtion requiring 3n network size. | Theor. Computer Si.28 (1984), 337{345.6. R. B. Boppana, M. Sipser, The Complexity of Finite Funtions. | Handbook The-or. Computer Si., Volume A: Algorithms and Complexity / Ed. by J. van Leeuwen.The MIT Press/Elsevier, 1990.7. A. Davydow, S. I. Nikolenko, Gate elimination for linear funtions and new feeblyseure onstrutions, in: Proeedings of the 6th Computer Siene Symposium inRussia, Leture Notes in Computer Siene. Vol. 6651 (2011), pp. 148{161.
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