
�������� ���� �	
���

�������� � ���	
� ������

������ � ������
�∗

�� �� ���� �� �� 	�
���
�

������������������� ���������
��������������� ��������� �� ! " ������#�

�����$���$ "������� ����

�����������	
����
��
�������	���������

�� �������� �		
 ��

��������� � 1992 ���� �� ��	
��� ������� �������	 ������ ���������� ��������� ����� ����!
�����"�#���� ����������$ � ���� �������� �	��
������� � 
����� 
��
��� %���� "����� ����!
����� �	���� �&�����
$ #�� ��#��	��
$ � �	�����
 ��� '��� (��������������) ��� � ���) �	��!
���
 �� � ����� � �������	
��� &������ ��*����+ ���	�#������) 	�,
 � �������� #��	� ���
(� ��&��� ��	
���� '�� ������� ���&	������) � 2+�
� �	����#����* ���������"�� ���������� "����� )�	)-��) &������� ����������� �	) �����!
��	�� ���	������) �	-#� � ��"����* �������$ � �� ����) ��� ������������� � �������� �	-#��
���������-��) � &��� "����* � ��������� .� �����	���� ���	������) ��	
���� � ������ ���

	����� � 
����� 
��
�� ������� 
 
�������/ � �,�* ���������� �������� ����������� �����!
��� &�	
,� ������ � �&��0��� "�����$ #�� #����� �#������ �������	� (����� � ��������
#��	� ���+�

�	
���� �	��1 "�����$ ���������� � �	�&�� ����	�$ � ���) �	�����
$ ���� �����$
"����� � ���������

∗2�� #����#�* ��������� "��� 3�����)$ ����� 4556 78!79!77:;7!�$ ����� 2�������� 45 ��������

����0� ��#� ,��	 <= ;>����778�9$ ��������� "�������	
� ���	������* 4�<�



��������%
�������������������� ��������&

��������������� ��������� �� ! " ������#�
�����$���$ "������� ����

'()'(*+,-
./ 012 -0 '202345637 829:30;2<0 ./ -02=>.? *<40@0602 ./ A:012;:0@B4

CD"!�%E ��F"G���
� ! G���&��#

��FG�DD�C�H
! � I����J � " !�#���#J " � !��K��J � " !�������#J " � C�������#J � " ��������#J

" " �#���#J D L G���������J ! � G������#���&J � � G���KJ I I D��M�J L ! ����&��#��J
� L ��N#����#J � � ��O��J C " �������J ! � ������#J � � P������



� �����

! ������� O�������Q 30 ��� �R�� ��S�������� ���MK�� ��������#� ��S����RQ ���O�����T������Q
O��������# � ����R�R� ��U���J ������ �� ��Q O�� �� ��V���#��� �� ������� ����S����M��#� �Q ���
��W�����X �� ��S����#���� ����S����M��#� Y��� ���S��W�� #����� �R P �= NPZJ �� ����S����M��#�J
����#������ �� �����������Q Y�� S�#��&V�Q �� ���������$ S�����Z O���O���W���&Q ����������$
���W����� ! �� #���& ��� O���R� O������#R ��& ������������Q T���N�$ [\2?]^ � ���O��������
� ����R�R� ��U��� �S#����R [_`++�a^ Y�� ���W� [b_'�^ZJ ��� ����� �� �#&S��R � ����#�R��
O���O���W���&�� �����������$ ����������$ ������ ���W����� I���� ����J ����O���������& O���
���� O���������M�RQ �#��c���$ �� ����#�&�� ����W�R ����S��MJ ��� �� ��� ���& ���������& �Q���
����W�� �� ��$ ��� ���$ ���������$ ����� ��U�� ! ��V��J O������#�&���&J ��� ���O�����T��
�V� ����M ������ �� ����Q����� �����	�
� ����W�RQ ��������N�$ � ����R�R� ��U��� 

���� �R �� ��W�� ����S��M �#��QO���������M��U ��S��N� ��W�� ���W����MU �����RQ ������
����# O�������� � #S���V���J ��W�� �� �R ����S��M ��� ���	�����	� ��S��N�d ! 1992 ����
"��� e��M���� [_@>f�^ ����� O�������M T���N�UJ �������M ������U ����� ���W���J ��� #R����
���M ��� O����� O������#�&�� ����$ ����$��U T���N�U ��� GF (2) � �����N�$J � ������$ ����
������#RQ g�������#J �� S��� # �������$ � ��$ ������#RQ g�������# ����� ��S��N� # ���W���
��&Q O��������& �S �����W���� ����U����& D����M� � �g#��W� [\-]hJ-:?]	^X ��W�R$ ��� #RQ���
�����#���M�� S�#���� �� �����Q ����# #Q���J � #�� g�� ���R ����#����#�U� ��S�R� T���N�&�J
�����#����M��J �� ������ O����� #R������M #�� g�� T���N�� ���S� ! ������#� ������ #R�������$
S���M ���������#����& ����& ��V�& �����MX ��������#� ��$��# # ����#���$ �Q���J ������& ��W��
��O��MS�#��M O���S#��M�R� ������R� ����#���� ��$�R �������J ��� �� ����$ ������ ������ �W��
���M ����� ���M�RQ �N����J O����� ��� �S#����R� ��W��� �N���� �Q����$ ���W����� ��� O���R�
������R� ��S���� ����$�R �� ��������#� #Q���# [i>6jJk27]^ 

! �����&V�$ ������ �R O������#�&�� ��������N�U ������� ���O�����T�������� O������#�J
����W���� # ������ ��R���X ����W��U # ������ ��R��� T���N�U � �������� l���R O������M
g��� ��S��M���J ��W�� ����S��M ��W�UU �N���� �� �Q����U ���W����M �O���������$ T���N��m
�R ��O��MS��� ����� ����U����& ��$��#J O�� O���V� �������� # #��M�����&�R� ���R O��K����
#��� �R�� ����S��R #�� #RK��O��&���R� ��W��� �N���� 

��K� ��������N�& ������� �S �#�Q T���N�$J ����RQ # �����U ��������N�U ! O��#�$ T���N��
S����� #S���V��� Ynl����oZ ���W���J ��� S����� ������UV��� YnI���oZJ � #� #����$ T���N��
S����� #S���V��� ���W���J ��� S����� ��������UV��� Yn"���RoZ �R ����W��J ��� ���� ����M
#Q��� O����M O��#�$ T���N��J � ����M p #����$J �� S����� l���� ������ ���W���J ��� S����� �
"���RJ � I��� P�����M�� ��#��&J ���W����M ����V���& Y��������#���&Z ��S ��O��MS�#���& ����
�����$ ��T����N�� ����� O� ���MK�$ ���� # 25

22 ��S� ���MK�J ��� ���W����� �������� ������#���&J
��������#���& � ������N�� ��U��$ 

! ��S���� � �R ���� ��S�#R� �O��������& ! ��S���� h O��#�����& ��������& O������#����M�
��& ������ p �R ������#��#��� �����������R� �#�$��#� �����NJ ����#����#�UV�Q ���������� ��
S#���� ���W�RQ T���N�$ ��S��� j �����W�� ��S�� ��S�#��� ������ ����U����& ��$��#J �����R�
�R O��MS����& ��& ����S����M��#� ��W��Q �N���� �Q����$ ���W�����J � ���W� O�����&�� g���
����� # ��������� ����W����� # ������ ��R��� ! ��S���� a �R O��#���� �������M�R$ O�����
��������N��J ��& �������� �W� S������ ��S��N� ��W�� #S���V���� � �����R�� ����������� 
������NJ # ��S����Q 	 � ] O������#���� ��������N�& ����W��$ # ������ ��R��� T���N�� � ������
��� # ��V�� #���J ��S���  �����W�� ����S����M��#� ����� ���M�RQ �������$ ����W����� O����#
����� ����RQ O����#����#J � # ��S���� f ����W��U��& O����N���M�R� ��O��#����& ���M��$K�Q
�������#���$ 
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���S����� ����S Bn,m ���W���#� #��Q 2m2n
T���N�$ f : B

n → B
mJ ��� B = {0, 1} p O��� �S �#�Q

g�������# ��K�$ #R��������M��$ �����MU &#�&U��& ����#���� �Q��R � O���S#��M�R�� ������R�
�� ��$���� I���#���& �Q��� p g�� �N���������$ ��O��#����R$ ���TJ ��W��& #��K��� ��������
���� �� ����� �� ������ #Q��&V��� ����� Y����� #��K��R ��SR#�U��& �����
� ���
�J ��� �����

����
�ZJ ��� �#� #Q��&V�Q ����� Y����� #��K��R ��SR#�U��& �����
��Z G�W�R$ ��$� O������
�������$ ����#���$ T���N��$J �� ���M �U��$ �S K������N��� T���N�$ �S B2,1 �������R� ��$�R
O������R ��� ������ YO� ��Q�������� O������� �R ���W� ��O������J ��� #RQ���� ��W�� �R�M
��������� #R����&����� # ��$�� S������&m ����� ����S�� �R ��W�� �S��W��M ��K��Q ��$��#q
����N���$Z �Q��� � n #Q����� � m #RQ����� ������#���R� ����S�� #R����&�� T���N�U �S Bn,m 

��S��� �Q��R �R ����� ���S�����M ��� Size ���
��� �������� Y��� O����� ��������Z
T���N�� f J ���S�������& ����S C(f)J p g�� ������MK�� ��������#� ��$��# # �Q���J #R����&UV�$
f J �� ���M

C(f) = min
c:∀x c(x)=f(x)

Size(c).

����& �Q��� ��SR#����& ����
����� ���
�� ��& T���N�� f  ��W�� ��S O����� ��V����� O����
O������MJ ��� ��W�R$ ��$� �Q��R �����#���M�� S�#���� �� ����Q #Q���#J �� ���M ��� # �Q��� ���
T���N�$q�������� � �����RQ T���N�$ Id � +r,J O����� ��� ����� ��$�R ����� ����U���M �S
�Q��RJ �� �#�����#�& ��������#� ��$��# # ��$ 

" e��M���� ##s� ��& ��W��$ ������
�� Y��t����#��$Z T���N�� fn ∈ Bn,m O��&��� 
���
��������� � �����
 �
���� Y;2:4632 ./ /225>2 .<2�u:v<244Z

MF (fn) =
C(f−1

n )
C(fn)

Y��O�����J ��� C(f) p ��S��� �������M��$ �Q��R �S ������RQ ����#���Q T���N�$J �����S�UV�$
fZ ��S��M���R e��M����� S���U�����M # ���J ��� �� ��Ks� O������#����M����� T���N�$ {fn}∞n=1

� �����#���M�R�� �����������
lim inf

n→∞MF (fn),

�����R� e��M���� ��SR#��� �������
 ��������
���� Y.3w23 ./ .<2�u:v<244Z ��� ��S��M���R �R
O�������� ������� # ��S���� j 

��� O���������& ##���� #��M�� �����M��� �O��������� ����$��#� T���N�$ � ��������J O�����
��� # ��������� ���W����� # ������ ��R��� #�W�� ��W��& ��������� ������M�� �O��������� �
������ �� ��#��W���� � �����#���� ���W����� � �������������J �R ��S#��� g�� ��������N�U
���������
 � �	����� � �������
 

����������� � ����$��#� ���������# # T���N�� � �������� � ��� ������

C = {Keyn,Evaln, Invn},

����

	 Keyn � ��� ��
������ ��
����	� �� ���
 Keyn : B
n → B

pi(n) × B
ti(n)!

	 Evaln � ��� ��
������ ��"����� �� �	����� ���
 Evaln : B
pi(n) × B

m(n) → B
c(n)! �

	 Invn � ��� ��
������ ���� �� �� �	����� ���
 Invn : B
ti(n) × B

c(n) → B
m(n)!

� � ������)��#�* 	��������� �����#����) ����� ?����	
@$ � 	�� ����� ���� � &�	 �&0����)�� <� �� �
������ ��� ������&	)�
�



���"#
 ��� ������� n! ������� ��"������ "���� ���������� s ∈ B
n � ������� ���� ���� m ∈

B
m(n)

Invn(Keyn,2(s),Evaln(Keyn,1(s),m)) = m,

��� Keyn,1(s) � Keyn,2(s) � ������ pi(n) ����� $%�	���"��� �����
����&! '()*+, +-./0123+/-4 �
��������� ti(n) ����� $%������&! 302'5//0 +-./0123+/-4 ������ ���
� Keyn(s)! ��������������6

��$��� �R ����� T�����M�� ��t&���� ��R�� �O��������& � l���� n p g�� O������� ���sW�
�����J ����� �����M���� ����� ���������� �����$�RQ ����� F���� #Q��� T���N�� �R ���S������
����S m(n)J ����S c(n) p ����� �s #RQ���J � ����S pi(n) � ti(n) p ����� O�������$ ��T����N�� �
������� ����#����#���� �R ��SR#��� ����� ����$��#� T���N�$ n����������oJ O����� ��� # �O���
������� � ������ �� ��#�����& � ���sW�����J � ���M�� ##��&��& ���S������& ��& ��S��������$
� ������#��#����& �����������M ����V���& !� #��Q ��������N�&QJ #������UV�Q�& # �����&V�$
������J m(n) = c(n) � pi(n) = ti(n)J �� �R ����� ��S���R� ���M ��������M�� ��V�� �O��������� 

l���R O��&�MJ ������M�� T���N�& ���sW��J ��W�� ##���� O��&��� #S���� T���N�� ��T���
���M�� ��#��&J O����#��� ���W�� �������M T���N�UJ �� S��& ������� �R ##���� ��O�K�R$ #S���
��� ����V���� � #���&�����MU ����� 50% YO�SW� �R ���������� � O����#����#J ���UV�Q ���MK��
#���&������ ��O�Q�Z 

l���S C1/2(f) �R ����� ���S�����M �������M�R$ ��S��� �Q��RJ ������& #R����&�� T���N�U
f ∈ Bn,m �� ����� ��� O���#��� �s #Q���# Y����R nZ ���#����J C1/2(f) ≤ C(f) ��& �U��$ T���N��
f  

����������� 
 ���
� N ��O�K�� ����V��� ��
������ ���������� � �	����� � �������
 f ��
������ ����� n! ���� ��� �����
������ ������������� U ! ������� �� ��"����
 "����
 ����������
s ∈ B

n � �����
 m ∈ B
m(n)!

Pr
s,m∈U

[
N(Keyn,1(s),Evaln(Keyn,1(s),m)) = m

]
>

1
2
.

�������� � 7� ��
�
 ���� 
� � ������8�
 ������
 ����� ������ ���	����9 
� ������
!
"�� �� ���� ���
� �� �
���� 	���8�� ������� ����������� ��
� ��
������ �	����� �� ��&
������ �����M���� ����� ���������� s! �� ��� ��� ������� ��"������ "���� s ����� ���������
����#� �������� ����� � �� 
���� "�
 50% ��	"���6

l���R ����$��#� T���N�$ � �������� �R�� ���sW�R�J # ��������� ���sW����� # ������ ��R���
����������J ����R ����V�UV�� �Q��R �R�� Q��M ������� Y# ����������� ����� ��SZ ���MK�J ���
�Q��RJ �����#�UV�� # ��� #R�������� 

����������� � ��
������ ���������� � �	����� � �������
 f �
��� O��&��� ���sW����� k!
���� ��� ������ ����������������� ���
 {Nn}∞n=1! ������� 	���8�� ���� ��� f �� ������
����� ����� n!

lim inf
i→∞

min
{

Size(Nn)
C(Keyn)

,
Size(Nn)
C(Evaln)

,
Size(Nn)
C(Invn)

}
≥ k.

�������� 
 :�� ��
�"���� � ��
�"���� ;! �� ��
�
 ���� 
� ������
 ����� ������ ���	��
���! � �
����

lim inf
n→∞

{
C1/2(fpi(n)+c(n))

C(Keyn)
,
C1/2(fpi(n)+c(n))

C(Evaln)
,
C1/2(fpi(n)+c(n))

C(Invn)

}
≥ k,

��� fpi(n)+c(n) ∈ Bpi(n)+c(n),m(n) ����������
(
Keyn,1(s),Evaln(Keyn,1(s),m)

)
� m6



�������� � <���� ���� �� ����
����� ���������� ���"�� ��� �������� ������� � ������
"�� ��� �������� �� ����������� ������� ���#������6 =����� 
� ���������
 ��8� ���	��
���� ��� ����� �����������! � ��� �� ����� ���������� ����� ������6

�������� � ����	�� ���� ��
����! "�� 
� ������
 �����"������ �� �����#�������$ ���
�#������6 >�������� 
���� ���������� 
��8�� ����"����� ������! ���� �� ��
������

���������� � �	����� � �������
 ������ ��� ��� ��� �� ���� ���"��� �����
��! �� 
����

��"����� �������	� �����
���� � 	���8�� ���������� �# �����"��6 ?���
 ������
! � ��8��
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! �����UV�Q ��S����Q �R ��S�������� ��������N�U T���N�� � ��������J ���sW��$ # ������
��R���J � � ����$��#� ���������# # T���N�U � ��������J � �������� ����� �����#���M�R$ O��&���
���sW����� 

� ������� �������  !�
��"

!�� ��K� ��������N�� ����#��R �� ����$��$ T���N�� f : B
n → B

nJ ��& ������$ " e��M����
����S��J ��� ��� &#�&���& ������������$ # ������ ��R��� � O��&���� ���sW����� 3/2 [_@>f�^ �R
����������& �������J ����� n ≡ 0 (mod 4)J O� O�������J �����R� ����� �S��W��R ���M ��W� 
x������J ��� �O��������� h ��S O������ #R���W�#��� g�� �����������X ��& n �≡ 0 (mod 4) ��W��
O����� ����������M �Q���J ����� #Q��� ������$ O������#�&�� ����$ ������MK�� ���&V���& �� 4
�����J O��#��Q��&V�� n 

! ���M��$K�� �R ���S����� �����N� T���N�� e��M����� f ����S A ! ��W��$ ������ A ���&�
O� �#� �����NR Y�� ��������� � ��� ��$ZJ ����� O�������$ ������J # ������$ �����N N��RQ ���X
# O��#�� �����N�J # �����N� �n

2 	 � # O�������� �����N� !�� �����NR A � A−1X

Ax =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 0 . . . 0 . . . 0 0 0
0 1 1 . . . 0 . . . 0 0 0
0 0 1 . . . 0 . . . 0 0 0
   

   
   

   
   

   
   

0 0 0 . . . 0 . . . 1 1 0
0 0 0 . . . 0 . . . 0 1 1
1 0 0 . . . 1 . . . 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

x, A−1x =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 . . . 0 1 1 . . . 1 1
1 0 . . . 0 1 1 . . . 1 1
1 1 . . . 0 1 1 . . . 1 1
   

   
   

   
   

   
   

1 1 . . . 0 1 1 . . . 1 1
1 1 . . . 1 1 1 . . . 1 1
1 1 . . . 1 0 1 . . . 1 1
1 1 . . . 1 0 0 . . . 1 1
   

   
   

   
   

   
   

1 1 . . . 1 0 0 . . . 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

x.

x������J ��� # ��W��$ ������ A−1 ���M O� ���MK�$ ���� �n
2 	 ������#RQ g�������# Y�����NZJ �

�n
2 	�& ������ � #�#�� ����$ �� �����W�� 



G���� �����NR A−1J ��� ���W� O���������& �s �#����� A−2J �����R$ #R��&��� ���

A−2x =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 1 . . . 1 1 1 1 0 1 . . . 1 0 1
1 1 1 1 . . . 1 1 1 0 1 0 . . . 0 1 0
0 1 1 1 . . . 1 1 1 1 0 1 . . . 1 0 1
1 0 1 1 . . . 1 1 1 0 1 0 . . . 0 1 0
0 1 0 1 . . . 1 1 1 1 0 1 . . . 1 0 1
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
1 0 1 0 . . . 1 1 1 0 1 0 . . . 0 1 0
0 1 0 1 . . . 0 1 1 1 0 1 . . . 1 0 1
1 0 1 0 . . . 1 0 1 0 1 0 . . . 0 1 0
0 1 0 1 . . . 0 1 0 1 0 1 . . . 1 0 1
1 0 1 0 . . . 1 0 1 1 1 0 . . . 0 1 0
0 1 0 1 . . . 0 1 0 1 1 1 . . . 1 0 1
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
0 1 0 1 . . . 1 0 1 1 1 1 . . . 1 0 1
1 0 1 0 . . . 0 1 0 1 1 1 . . . 1 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

x,

���� n ������& �� 4 Y������ O�g���� �R ��������#����& g��� �������Z x������J ��� � g��$
�����NR ��W��& ������ �����W�� O� ���MK�$ ���� n

2 �����Nm ����� ����J �s �������M�R� �����J
�����&V�� �S �����NJ ��#O���U� � �������M�R�� ������� �����NR A−1J �����&V��� �S ����$J �
�����M��� O���������#� O���R�� ���&�� � �����N��� # K�Q������ O��&��� 

��� ���W� ���������� �����N� A ��S����� n × 2nJ �����&V�& �S A−2 � A−1J ���O���W���RQ
���� S� ������X

A =
(
A−2 A−1

)
.

��� O������U��& �����UV�� �#�$��#� A−1 � A 

��� � >	�� n ≡ 0 (mod 4)6 ?����

;6 @�� ������� A $�! ������������! A−14 �����"��6

A6 @ ������ ������ 
������ A−1 $��������������! A4 ��� �� 
��8�� 
��� n
2 $��������

�������! 5n
4 4 ���	����� ���
�����6

B6 >���� 	������� ����! ���
� ��	� $��������������! ����! ���
� ����4 �������� 
������ A−1

$��������������! A4 � ��� ��������� �� ������� 
��� ���� ������ � ��	
� ���	����
� ����


����
�6

C������������6 ���#�� ��#��W����� ���#���� 
������ �����NR A−1 � ������� i �����W�� n

2 + i ������#RQ g�������# ��& i ≤ n
2 � n

2 + n − i
������#RQ g�������# ��& i ≥ n

2  ����� ����S��J #����� ��#��W����� #RO���&���& ��& �����NR
A−1 ! �� W� ����� #���&J i�& ������ A−2 �����W�� O� ���MK�$ ���� 3n

4 − i
2 ������#RQ g�������#

��& i ≤ n
2 � O� ���MK�$ ���� n

2 + 1
2 (i − n

2 − 1) ������#RQ g�������# ��& i ≥ n
2  ��g���� i�& ������

A−2 �����W�� O� ���MK�$ ����
n

2
+ i +

3n
4

− i

2
=

5n
4

+
i

2
������#RQ g�������# ��& i ≤ n

2 � O� ���MK�$ ����

n

2
+ n − i +

n

2
+

1
2
(i − n

2
− 1) =

7n
4

− 1
2
(i − 1) ≥ 5n

4



������#RQ g�������# ��& i ≥ n
2  

F���W�� ��O��M �����$ O���� ����R ������M�� # A−1 ���M ������J N������ �����&V�& �S
�����NJ O���s��& ������M #�� �����NR g��$ �����NRJ ����� ������J ����R # ������ �������M ���M��
���� �����N� �� W� ����� #���� ��& ��#�$ ����� �����NR A−2 Y�������� #������� �� �s O��#�U
������ZJ � ���W� ��& O��#�$ ����� �����NR A−2J S� ����U������ �s O��������� �����N� Y��������
#������� �� �s O������UU ������Z 
�

# ��
�$%�� &"���

! g��� ��S���� �R ������� ������ ��O����� �����R ����S����M��#� �N����J ��O��MS�#���R� #
������Q e��M�����J � S���� ##��s� ����� ����U����& ��$��# ��� ����#��$ ����� ����S����M��#�
��W��Q �N���� # g��$ ������ e��M���� ����S�� #�� �#�� �N���� O�� O���V� �����UV��� #��M��
O������� ����U����&J #O��#R� ���������� D����M�$ � �g#��W�� 

����������� � �������������� � !"#
� $����% 3 � 4�& ;6 >���������
! "�� �	����� f :
B

n → B ����������� ������� �� ������ �� n ����� ����
�����! �� ��� ��� ������ i
����	��� ����� ���"���� a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an ∈ B! "��

f(a1, . . . , ai−1, 0, ai+1, . . . , an) �= f(a1, . . . , ai−1, 1, ai+1, . . . , an).

?���� C(f) ≥ n − 1.
A6 >	�� f = (f (1), . . . , f (m)) : B

n → B
m! ��� f (k) � ��� k�� ��
������� �	����� f 6 D��� ��� m

�	�����E��
������ f (i) ������� �����"��! � ��� ������ �� ��� C(f (i)) ≥ c ≥ 1! �� C(f) ≥
c + m − 1.

C������������6 � ���������� �������M��U �Q��� ��S���� sJ #R����&UV�U f  ������M�� f
S�#���� YS���M � ����� �R ����� ��#����M nS�#����oJ ���& # #��� n�����#���M�� S�#����oZ
�� #��Q n �#��Q O�������RQJ � ��W���� �S #Q���# �Q��R ���W�� �R�M O� ���$��$ ���� ����
��Q��&V�� ����� ������M�� �Q��� �������M��J � ��W���� �S ����#K�Q�& ��$��# # ��$J �����J
#�S��W��J #RQ���J ��W� ���W�� �R�M O� ���$��$ ���� ���� ��Q��&V�� ����� ��g���� # �Q���
���W�� �R�M O� ���$��$ ���� s + n− 1 �s��� � �����$ ������RJ # �Q��� �S s ������RQ ��$��#
�� ��W�� �R�M ����� ��� 2s �s��� ��g���� 2s ≥ s + n − 1 

� ���������� �Q���J #R����&UV�U f  �������J ��� # ��$ ���M O� ���MK�$ ���� c − 1 ��$��#J
�� #R����&UV�Q ������U T���N�U �Q����$ ���W����� c ��� ����� Y# ������#� ����Q ��$��#
��W�� ����������M O��#R� c − 1 ��$��# # ���������� ��O����������� O��&���Z �� ��& #R�
�������& �U��$ T���N��q���O�����R f (i) ��������& ����#��M O� ���MK�$ ���� �Vs ���� ��$�J
O���s� O���������& ����#�&�M O� ������ ��$�� ��& ��W��$ ���O�����RJ #��M ���� ��#R$ ��$�
����#�&�� ���M�� ���� ��#�U T���N�U ��� � O��������& ����Q�����& �N���� # c+m−1 ��$��# 


�

�N���� e��M����� ����S��R �����UV�� ����S��X ������� ����SR#����& �N���� �� ���W����M
#R�������& ������ ���� #RQ��� Y��O�����J O�����M�� # ��W��$ ������ A ���M O� ���$��$ ���� n

2
�����NJ �� �������M��& ���W����M ��W��$ ���O�����R Ay �����#�&�� n

2 − 1ZJ � �S ��Q O������
U��& ��W��� �N���� �� ���W����M #R�������& #��$ T���N��J �� ���M ����V���& A−1 Y��O�����J
���W����M #R�������& Ay �����#�&�� n

2 + n − 2 = 3n
2 − 2Z 

G���� ����J # ���O�����T�� ��R��� W������M�� ����S��M �� ���M�� �N���� # Q��K�� ������J
�� ���W� ��� T���J ��� O����#��� ���O������ �������M T���N�U �� S�������M��$ ���� �s #Q���# 
���#R� K���� � ����S����M��#� g���� ��#��W����& ��W�� ����M �����UV�$ T��� 



����������� 
 C�� ������ �� 
����� A! A2! A ����� ���
�! ������	� �� 
���� "�
 
��

��
���� ��������
�� ��� ��"���� ��"������� ����������	� �� �	����� ����"����� ������!
���� ��� �	����� �� �� ����� "�
 1

2 ���� ������6

! ������Q e��M����� g��� T��� ����SR#���& O�� O���V� �����UV��� ����M O������� ����U�
����& Y������� ��� ��W� &#�� �� �T��������#���Z 

��� 
 F���
����
 �	����� f =
⊕n

i=1 xi6 C�� ������ �	����� g! ������� �����������
������� ����� �� m �� ���� ����
����� ��� m < n!

Prx1,...,xn [f(x1, . . . , xn) = g(xi1 , . . . , xim)] =
1
2
.

C������������6 ������M�� m < nJ ��V���#��� ����$ ����� j ∈ 1..nJ ��� g �� S�#���� �� xj  
y�� S�����J ��� ��& ��W���� ������ S������$ #��Q �����M�RQ O�������RQ ��& ������ �S S������$
xj ��S��M��� #R�������& g ��#O����� � ��S��M����� f J � ��& ������� S������& �� ��#O����� y��
S�����J ��� f ���������& �� g # �������� �� 1

2 �#��Q #Q���# 
�
������ �����W����& #O���� ���������� ��& ������������� # ������ ��R��� O� e��M����� ��&

�#�������$ �����NR A−1X ������� �R O�����&�� O��#�U ����M O�����W���& � � O�������J ���
���W����M ��W���� #RQ��� O� ���MK�$ ���� n

2 − 1J � S���� #����& ����M O�����W���& � ��s� ���
W������U �N���� # 3n

2 − 1 ��$��# I���� ����J ���� � �Q��R ��$��# ���MK�J ��� ��������&J ���� �S
�s #RQ���# ���S��W�� ���W�� ����� S�#����M �� ���MK��� ����� #Q���RQ O�������RQJ ��� ��W�� 
" g��J O� ����� �J ���������� ��s� ��� ���U �K���� # 1

2  
������ # g��$ ������ �R O��MS����& ���W� � O�&������M�R�� �����N���J � ���SR#����&J ���

����������� O������ �����W����� �W� �� ��� S��������M�� �������� # g��� ������ ��g���� ���
O���s��& ��O��MS�#��M �����$ �O���� ����S����M��#� ��W��Q �N����J � ������ �����"���� ������J
������� �� ��Q O�� �R�� ��O��MS�#��� #� #��Q ����S����M��#�Q ��W��Q �N���� �� ��S���R �Q��
O���S#��M���� #��� [k27]^ 

����#��& ���& g���� ������ p �������#��� �����W����� �����UV��� #��� ���������� T����
N�U f � O�����#�� ��������� S������� c # ��������U O��������U xJ O�����# ����� ����S�� �Q���J
#R����&UV�U T���N�U f |x=c y�� �Q��� ��W�� �O������MJ O����� ��� ��$�RJ # �����R� #Q�����
g�� O��������&J ��O��M ���� ����� �����R�� Y� ����N���� ��W�� ������M �S �Q��RJ O������& ���
���M �� �����UV�� ��$�RZJ ���� � #�#�� O��#�������M # ��������R Y� ����� ��W�� ����� ����&�M
� �Q O������#Z !�W�R$ �����$ S���M ���J ����� ��$� ��������J ��O����� ��$�J #R����&UV�$
���tU��N�U z+8 ��� ��StU��N�U r( ! g��� ������ #����� #�S��W�� #R����M ����� S�����
��� ��& #Q���J ��� ��$� ������ ���������R� y��� O��N��� ��W�� O�����W��M �������#��J O���
��W�� #R�����M O��Q��&V�U O��������UJ #Q��&V�U # ����������� ��������#� ��$��# ���#����J
��������#� ����U�s��RQ # ������� g���� O��N���� ��$��# O������#�&�� ����$ ��W�UU �N���� ��
�Q����U ���W����M f  

! ��K�$ ������ ����U����� ��$��# ��O��MS�#��� # ����$ �S �#��Q O�����$K�Q T��� !�� ���#�
��& �����J ������U �R O�SW� O������� � ��������UV�� ��� �����N�� 

��� � >	�� t, u ≥ 16 >���������
! "�� χ : B
v(n) → B

n � ��� �������� �	����� � 
�������

X ��� ����
 GF (2)6 >���������
 �����! "���

	 ��� ������� X �����"��9

	 � ������ ������ X ��� �� 
��8�� 
��� u ���	����� ���
�����9
	 ����� 	������� ����� t �������� X � 
������ ��# � # ��������� ������! ������� �� ��

������� 
��� ��� ���	����� ���
����6



?���� C(χ) ≥ u + t �! ����� ����! C1/2(χ) ≥ u + t6

C������������6 ���������� �Q���J #R����&UV�U χ �� ����� ��� 1
2 �s #Q���# x�T��������

����$������M ��O����������$ O��&��� �� �s #Q���Q �R ����� ���S�����M T���N�UJ ������U �Q��
�� #R����&�� �� ��
�
 ����J ����S h Yh �� ��&S����M�� ����$��J �� ���W�� ��#O����M � χ ��
���MK����#� #Q���#Z 

���������� ���R$ #��Q��$ ��$� g O� S�T������#������ O��&��� ������M�� g p ���R$ #��Q�
��$J #Q��&V�� # ���� �s��� ���W�R ���� �S #Q���# �Q��R ���S����� �Q ����S x � y �� ����� �J
�� ���� �S g��Q #Q���# �� ��W�� ��� O� ���� �R�M #RQ���� �Q��RJ #��M ��W� O���� �������& O���
#RQ u − 1 �����N�# �S �����NR X ��W��& ������ ����� �����W��M O� ���MK�$ ���� �#� �����NRJ
�� ���M ��W�R$ #RQ�� ����� S�#����M O� ���MK�$ ���� �� �#�Q O�������RQ 

!�S��W�R �����UV�� ������ 

� ���� �S O�������RQJ #Q��&V�Q # gJ ��O����� xJ #Q���� ���W� # ����$������M �����$ ��$� !
g��� ������J O�����#�# �U��� S������� #����� xJ �R ���W�� ����U���M �#� ��$�� 

� g p ��$�J #R����&UV�$ ������$��U T���N�UJ � �� xJ �� y �� O���U��& �� #Q�� ������ ��$��� 
���� � g ���M O������J ��J O�����#�# # ������#� x O��Q��&V�U ���������J �R ���W�� ����U���M
� ��� ��$� gJ � ��� O������#J �� ���M O� ���MK�$ ���� �#� ��$�� 
���� W� � g ��� O������#J g�� S�����J ��� g &#�&���& #RQ����m ���������� g��� #RQ�� hi ����
χi S�#���� �� ����$����� �����$ O��������$ zJ �R ��������� #���&������ �K���� # 50%J ���&&
S������& z F�& g���� ���������� �#� ��S����RQ S������& O��������$ z Y0 � 1ZJ � S�T��������
S������& #��Q �����M�RQ O�������RQ F�& ������ �S S������$ z T���N�& h ����� ��O�������
��#��M ��#���R$ ��#��J O����� ���

hi(. . . , z = 0, x = a, y = b, . . .) = hi(. . . , z = 1, x = a, y = b, . . .)

Yhi �� S�#���� �� zZJ ��

χi(. . . , z = 0, x = a, y = b, . . .) �= χi(. . . , z = 1, x = a, y = b, . . .),

O����� ��� χi = z ⊕ . . . " ���� χi = xJ χi = yJ χi = x ⊕ y ��� χi = x ⊕ y ⊕ 1J �R ��W��
S������M g �� ����$�R$ ��$� Y� �� � ��� �������#��ZJ �����R$ ����� ����� #R����&�M χim O��
����$ S����� # �Q��� ���MK� ������ �� �S������&J O�����M�� � g ��� ����$ �����#����M��J �R
O�O����� # ����#�& �����& h 

h g #R����&�� ����$��U T���N�UJ � �� xJ �� y �� O���U��& �� #Q�� ������ ��$��� ! g���
������ h �� S�#���� �� x ��� y O� �����M�����J � S�#���� ���M�� �� x ⊕ y F�& �Q��RJ ������&
#R����&�� �R χ �����J g�� S������ �RJ ��� # �����N� A ���M �#� ��#O���UV�Q �����N�J ���
O��#���� � O����#�����U 
�� ��K� �Q��� #���� ��KM OR�����& O�����S��M χ F�#�$�� O���W��J ��� # g��� ������ h
���������& �� χ O� ���$��$ ���� �� O���#��� �#��Q #Q���# !��O��#RQJ S������J ��� O�����M��
χ S�#���� �� x � y O� �����M�����J ��V���#��� #RQ�� χiJ �����R$ S�#���� ���M�� �� ����$ �S
g��Q O�������RQJ ��O����� x Y�����Q #�S��W�����$ �R�M �� ��W��J O�����M�� χ ����$��Z 
����� χi = x ⊕ ⊕

z∈Z zJ ��� y /∈ Z !�S��W�R �#� �����&X ���� #RQ�� hi T���N�� h S�#���� ��
x ⊕ yJ ���� �� �� S�#���� �� �� xJ �� �� y 
! O��#�� ������ ���������� �#� ��S����RQ S������& O��������$ y Y0 � 1ZJ � S�T��������
S������& #��Q �����M�RQ O�������RQ F�& ������ �S S������$ y T���N�& h ����� ��O�������
��#��M ��#���R$ ��#��J O����� ���

hi(. . . , y = 0, x = a, . . .) �= hi(. . . , y = 1, x = a)



Y����� �R ���&�� S������� yJ �R ��� ���R� ���&�� x ⊕ yZJ ��

χi(. . . , y = 0, x = a, . . .) = χi(. . . , y = 1, x = a),

O����� ��� χi #�#�� �� S�#���� �� y !� #����� ������ �����W����� ����������J �� ���&�M
��W�� S������� xX h �� �S����� S������� #RQ���J � χ �S����� 

����� ����S��J O��� #�� ������ A �����W�� ���MK� ������ ������#��� g�������J �R ��W��
����U���M O� ���MK�$ ���� �#� ��$�� O���� O�������#�� ����$ O��������$m ����� ��SR#��M ���
��� O�������R� nQ���K���o !���� g�� ���� ��� O� ���$��$ ���� 2(u − 1) ��$��# x������J ���
O�������#�� O��������$ g�#�#������� �������U �����N� �S �����NR 

l�� O���S�$�s�J ����� �R ������ #�� nQ���K��o O�������R�d �R O�����W��� ��� W� O��N���
����U����& ��$��#� y��� O��N��� ��W�� O�����W��M �� ��Q O��J O��� # �����N� O�������#���
Q��& �R ���� ������ � �#��& ������#R�� g���������X ���� Q��& �R ���� ����& ������ ���MJ S�����J
�Q��� ���W�� �R�M �����#���M��$J �J S�����J #��Q��$ ��$� ��V���#��� ���#��J ��O��M #�S��W��
�Vs � �����$ Y� # ������ #R�������� T���N�� χJ � # �s O�����W����ZJ ����� ���� �S #Q���RQ
O�������RQ ���S� W� O���s��& �� #RQ�� #��$ T���N��J � �RJ ����� ����S��J ���W�� ����U���M
S� ���� K�� ���M�� ���� ��$� ������ ����U����� ������ ��$�� O���� O�������#�� O��������$ ���
���������#��� # �U��� ������ ����� ����S��J �R �������� ����U��� O� ���MK�$ ����

2(u − 1) + ((t + 1) − (u − 1)) = u + t

��$��# 
�

! �#��Q ��������N�&Q �R ����� ��O��MS�#��M � ���������������M�R� �����NR G������J n���
�����#�� &���oJ ��� ��#������� #R�������� �#�Q T���N�$J � �����RQ �� #Q��RJ �� #RQ��R ��
O�������U��&J ���W�� �R�M �� O��V�J ��� �Q #R�������� O� �����M�����J � ��W�&& �N���� ���W�
�� O������M�& ��� ����� ����#����#�UV�Q ��W��Q �N���� ��J ��� �� �������J g��� T��� # ���
V�� ������ ��#����J ��� O���S���J ��O�����J # [k27]J -2B0@.< 10.2^ ��g���� �R O���W�� ���M��
�����R$ �����$J ��& ��������UV�Q ��� ����$�RQ T���N�$ F�& &������ �S��W���& �R �������
����W�� ��S��M��� ��& �#�Q �����#J � S���� ���O��������� ��� �� O���S#��M��� �Q ��������#� 

��� � >	�� 
������ X1 ���
���
 n×v1(n) � 
������ X2 ���
���
 w(n)×v2(n) 	���������
���� 	������
 ��

� B � ����
����
� u1(n) $��������������! u2(n)4 � t1(n) $��������������!
t2(n)46 $=�
���
! "�� ��� 
��	� ��� ���
�	�����
� � �
�� ������ ���
��64
=�����"�
 "���� ζ(x(1),x(2)) = (X1x

(1),X2x
(2)) �	�����! �������#��	� ���"��������������


������� (
X1 0
0 X2

)
.

?����

C(ζ) ≥ u1(n) + t1(n) + u2(n) + t2(n) − 1

�! ����� ����!

C1/2(ζ) ≥ u1(n) + t1(n) + u2(n) + t2(n) − 1.

C������������6 F���S����M��#� O���� O�#���&�� ����S����M��#� ����R h x������J ��� �����
�R O�����#�&�� O��������U �S x(1)J ��� ������ �� ���&�� # �����N� X2J � �������� ����� ����S��J

� � ��������	
���� '��* 	���� ��� ���� &�	� &� � � �����	���
$ � ����� ��	�#��
 ����	
��� �� ���������) 9$
� �� ����� ����	
���� '�� ��������	
���� �0A ��� � 	���� ;�



�R O�����#�&�� nQ���K��o O�������R� Y�����R� O�S#��&U� ����U���M �#� ��$��Z �� ��Q O��J
O��� ��� ���MJ � S���� O�����#�&�� nO��Q��o O�������R� Y�����R� ����U��U� ���M�� ���� ��$�Z
������� ��� ������ 
������ ���� ���� �S �����N ���#����S����&J �� ���M # ��$ �� ����s��&
����� � �#��& ������#R�� g��������� Yg�� ��W�� O���S�$�� O���� ����J ��� �R O�����#�� #
��s ui(n) − 1 nQ���K�QoJ � S���� ti(n) − ui(n) + 2 �����Q O�������RQZJ �R O����� O�����#�� #��
�����M�R� O�������R�J ����#����#�UV�� g��$ ����� ���������������M��$ �����NR Y�� ����U��&
�� ������ ��$�� p �����N� �#�s �W� ����������Z � S������ � ��$ 

������ ��W�� ������M�& ���J ��� ���� �S #Q���# # #��Q��$ ��$� O����Q���� �S x(1)J � �����$ p
�S x(2) y�� ������ �� ���&��J ����� ��� O�������R� nQ���K��o ��� ��� nO��Q��o ������ ����
nQ���K�o ���M�� ���� �S ��QJ �����N�& ������� ���&���&J � ��� O���s��& O���O��#����M ������
1q3 �S ����S����M��#� ����R h 

���#R� �#� �����& O��Q��&� ������X �R O�����#�&�� S������� # �� �S O�������RQJ ������&
O�S#��&�� ������M �#� ��$�� �����$ h #�s �Vs �� ��W�� O���S�$�� # �Q���J #R����&UV�$ T����
N�U ζ �����J O����� ��� � ��� #�s �Vs ��#�S��W�R �������#R� �����NRJ �� � # O�����W����
����S����M��#� ����� �� ���������& �� ����R h 
�
��� ' >	�� �������� �	����� ζ ������������ ���"�������������� 
�������

ζ
(
x(1),x(2), . . . ,x(m)

)
=

⎛
⎜⎜⎜⎝

X1 0 . . . 0
0 X2 . . . 0
666
666

666

0 0 . . . Xm

⎞
⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎝

x(1)

x(2)

666

x(m)

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

� 
������ Xj 	������������ 	������
 ��

� B � ����
����
� uj(n) � tj(n)! ��������������
$
������ 
��	� ��� ���
�	�����
� � �
�� ������ ���
��46 ?����

C(ζ) ≥
m∑

j=1

(uj(n) + tj(n)) − m + 1

�! ����� ����!

C1/2(ζ) ≥
m∑

j=1

(uj(n) + tj(n)) − m + 1.

C������������6 !�� �����W����& �� ����U����� ��$��# ����U��& ��#�� �#�Q #Q���RQ O�������
�RQ y�� O�������R� ����� O����Q����M �S �� ����� ��� �#�Q ��S����RQ �����# �����NR T���N��
ζ �����#����M��J ����S����M��#� # ������ ������ O������MU ��������� ����S����M��#� ����R j 


�
�T���������� ��O��M O�&�R� ������#�& g��Q ���� � �����������R� ����R � ��������RQ

��������UV�Q ��� �����N�Q 

��� � >	�� n, n′ ≡ 0 (mod 4)!

α(x) = A−1x, α2(x) =
(
A−1 A−2

)
x, α∗(x) =

(
A−1 A−2 0
0 0 A−1∗

)
x,

��� A−1∗ ������"��� 
�����	 � ��� �� ���	��	���! "�� � A−1! �� � ���
������� n′ �
���� n6
?����

C(α) ≥ 3n
2

− 2, C(α2) ≥ 13n
4

− 5, C(α∗) ≥ 3n′

2
+

13n
4

− 7,



�! ����� ����!

C1/2(α) ≥ 3n
2

− 2, C1/2(α2) ≥ 13n
4

− 5, C1/2(α∗) ≥ 3n′

2
+

13n
4

− 7,

C������������6 ������� �S ����R h � ����R j O�������#��$ ����S���RQ # ����� � �N���� ��
u(n) � t(n) Y# ���������J t(n) = n − 2 ��& �����NR A−1J � ��& �����NR A t(n) = 2n − 5Z 
�

� �����$ ������RJ #���� �����UV�& #��Q�&& �N���� 

��� � ����	� �� 	���������� �����6

;6 �	 ����	�� ���
� ���
��� 3n
2 − 1! ��"����� �� ������	� �	����� φ : B

n → B
n � 
�������

A−16

A6 �	 ����	�� ���
� ���
��� 7n
2 ! ��"����� �� ������	� �	����� φ : B

2n → B
n � 
�������(

A−1 A
)
.

B6 �	 ����	�� ���
� ���
��� 5n
2 −1! ��"����� �� ������	� �	����� φ : B

2n → B
n � 
�������(

A−1 A−1
)
.

C������������6 � ������� O������� ���MK�U �����
⊕n/2

i=1 xi Y�� g�� O���������& n
2 −1 ��$��#Z 

x����J O������#����M�� ����#�&& #Q��R xiJ i = n
2 ..nJ �R ���W�� #R������M #RQ��R yiJ i = n

2 ..nJ
� # ��S��M���� O�������& ����� #��Q #Q���#

⊕n
i=1 xi Y�� g�� �$�s� �Vs n

2 ��$��#Z ������NJ
O��#R� n

2 #RQ���# O�������& O������#����M�R� n#R��������o O��#RQ n
2 #Q���# �S ����R #��Q

#Q���# Y�Vs n
2 ��$��#Z 

� �R ���M�� ��� #R&�����J ��� ��& ���� ����R �����S�#��M ��#�U ����M g��$ �����NRJ ��W�R
3n
2 −1 ��$��# x���� �R O����� O����#�� � ��W���� #RQ��� O� �����M����� O� �#� ����J �����R�

��W�� ����#��M �S O��#�$ ����� Y# O�������$ ������ p ��� ����Zm g�� S�$�s� �Vs 2n+1 ��$��# 
h x������J ��� # ������ ������

φ(a, b) =
(
A−1 A−1

) (
a
b

)
= A−1(a ⊕ b)

��& �U�RQ a, b ∈ B
n ��g���� �R ������� ���W�� a⊕b Y��� S�$�s� n ��$��#ZJ � S���� �����S���

A−1 Y��� S�$�s� �Vs 3n
2 − 1 ��$��#Z 


�

' (����"��" ���)�

��R��� ����M O���S�� O��#���� O�����$ � ����&��R$ O����� ����#��$ ��������N��J O��W�� ���
�������M O������� �O��R#��M ����S����M��#� # ��V�� ������ ! g��� ��S���� �R O���W�� O�����
��������N�� T���N�� � ��������J ���sW��$ # ������ ��R��� 

G�� �R �W� �O�������J #�� ��������N�� S���M ����#��R �� ����$��$ T���N�� f : B
n →

B
nJ ��S���������$ " e��M������ [_@>f�^ ������MK�� nJ ��& �������� f ��$��#����M�� �������

�������MJ ��� #R������MJ ��#�� 7J �� O�����M�� ��� ��W��J ����R n �������M �� 4J �R # g���
O������ ����� ���������#��M n = 8 Y����� ����J # �������Q ��S���� ] �R ��O��MS��� α = 1Z ���



g���

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 1 1
1 0 0 1 0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, A−1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 1 1 1 1 1
1 0 0 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 1 1 1 1
1 1 1 0 0 1 1 1
1 1 1 0 0 0 1 1
1 1 1 0 0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, A−2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 1 0 1 0 1
1 1 1 0 1 0 1 0
0 1 1 1 0 1 0 1
1 0 1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1 0 1
1 0 1 1 1 0 1 0
0 1 0 1 1 1 0 1
1 0 1 1 1 1 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

! ������ ������ C(f) = 9J C(f−1) = 11J C(f−2) = 11 
��K �������� # T���N�� � �������� ����� �����&�M �S �����UV�Q ���O������# 

Key8 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 1 1 1 1
1 0 0 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 1 1 1 1
1 1 1 0 0 1 1 1
1 1 1 0 0 0 1 1
1 1 1 0 0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, Eval8 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

Inv8 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

D���� O��#����MJ ���J ��$��#����M��J

Inv8

(
Key8,2(r)

Eval8(Key8,1(r),m)

)
= m



��& ��W���� #Q��� m ∈ B
8 � �U��$ ����#�$ ������ Y�����M���� S������&Z r ∈ B

8J ��� Key8,1(r)
� Key8,2(r) p O��#�& � #����& O���#��� YO��#R� � #���R� #����M ���Z Key8(r)J ����#����#���� 
D���� ] O�S#��&�� �N����M ���W����� g��Q T���N�$X

C(Key8) = 11,
C(Eval8) = 29,
C(Inv8) = 30.

�����#����J ����R �������M g�� T���N�U � ��������J O���s��& #R������M �����UV�U T����
N�UX

Adv8 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 1 0 1 0 1 0 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 1 0 1 0 1 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 1 1 0 1 0 1 1 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

�� ����� 	J
C(Adv8) ≥ 31.

����� ����S��J �R O������� T���N�U � ��������J ���sW��U # ������ ��R���J ��& ������$ �����
V���� ��S S����& ���������� ��U�� S������� O� ���MK�$ ���� 31 ��$�J # �� #���& ��� #R��������
����$ T���N�� � �s ����V���� � �������� ��W�� �����S�#��M S� 29 � 30 ��$��# ����#����#���� 
y�� S�����J ��� g��� �������� # T���N�� � �������� �����J ��� ���S��MJ O��&��� ���sW�����
31
30 Yn��� ���S��MoJ O����� ��� �O��������� h ���������#��� ���M�� O�����R O�� �����&V���& �
������������� nZ ! ���M��$K�� �R ����V�� g�� ��������N�U � ����W�� O��&��� ���sW�����
25
22  

* +� 
�����!
���

{W� O���� #�s ����#� ��& ����J ����R O������#��M ��������N�� ��K�Q T���N�$ � ��������J ���
��S���� ���sW�RQ # ������ ��R��� ! g��� ��S���� �R ���������� �#� ��S����R� ��������N��
���������# # T���N�� � �������� �� ���� �S ��Q �� ��������m �� # �����UV�� ��S���� �R �Q
��#������J � �W� �������N�& ����� ����M �����#���M�R$ O��&��� ���sW����� 

! O��#�$ ��������N�� ����V���� � �������� �R�����J ��� ����V���� ��S �������J ��J � ��W��
����UJ O�&��� #R�������� T���N�� �Vs ���W��� ! �������Q �O��������& � �R O������#�&��
��������� # T���N�� � �������� � �������#R�� ������� �����M�RQ ����� ����������J O�������$
��T����N��J �������J #Q��� � #RQ���X

c(n) = m(n) = pi(n) = ti(n) = n.



�g�O��� O���S#���� O��� �S O�������$ ��T����N�� � ������� (pi, ti)J ��� ti p g�� ���� �����M���
����� ����������J � pi = A(ti) Y����� ����S��J �� ��������� ��W�� 3n

2 + O(1) ��$��#Z ! g��$
��������N�� #R�������� T���N�� O���S#���� ��� c ��& ����V���& m �����UV�� ����S��X

Eval(pi,m) = A−1(pi) ⊕ A(m).

!�� �����N� #R�������& T���N��X

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 . . . 0 1 1 . . . 1 1 1 1 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0
1 0 . . . 0 1 1 . . . 1 1 0 1 1 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0
1 1 . . . 0 1 1 . . . 1 1 0 0 1 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
1 1 . . . 1 1 1 . . . 1 1 0 0 0 . . . 1 1 0 . . . 0 0 0
1 1 . . . 1 0 1 . . . 1 1 0 0 0 . . . 0 1 1 . . . 0 0 0
1 1 . . . 1 0 0 . . . 1 1 0 0 0 . . . 0 0 1 . . . 0 0 0
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
   

   
1 1 . . . 1 0 0 . . . 1 1 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 1 1 0
1 1 . . . 1 0 0 . . . 1 1 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 1 1
1 1 . . . 1 0 0 . . . 0 1 1 0 0 . . . 1 0 0 . . . 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

!��Q�UU �N���� �� �Q����U ���W����M �R �W� ����S��� # ����� ]m ��W�� #R������M g��
T���N�U �Q���$ ��S���� 7n

2  
����V���� � �������� O����Q���� �����UV�� ����S��X

Inv(ti, c) = A−1(A−1(pi) ⊕ c) = A−1(ti ⊕ c).

I�������& ����$����� Y�������J ��� �N���� �S O���R��V�Q O������T�# S���M ��O�������RJ O��
���� ��� # �����N� ����V���& O���� �������#RQ �����N�#Z g�� �Q��� ��W�� �����S�#��M S� 5n

2 −1
��$��#X ������� S� n ��$��# ��W�� #R������M ti⊕ cJ � S���� O�������M A �Vs S� 3n

2 − 1 ��$��# Y�� 
����� ]Z 

������NJ O����#���� O���s��& ����V��M T���N�U ����� ���W�R� �O������J �� #��M �� S����
tiX

m = A−1(A−1(pi) ⊕ c) = A

(
pi
c

)
.

�� ����� 	J �Q����& ���W����M g��$ T���N�� �� ���MK� 13n
4 − 5 ��$��#J � ��W�R$ O����#��� �

����� ��� 13n
4 −5 ��$���� # �#�s� ���O��&W���� �� ���W�� �s #R������M ����� ��� �� 50% #Q���# 

! g��$ ��������N�� #R�������� T���N�� ���SR#����& ���W���J ��� ����V���� ��S ������� 
l���R g�� ��O��#��MJ ���������� �����U ��������N�UJ ���W� ����$��#� ���������# # T���N��
� �������� �� ��O��M c(n) = m(n) = n � pi(n) = ti(n) = 0J �� ���M ��#�R� ��s��� ������$
��T����N��J �� ��������$J �� O�������$J S���M ��� y�� ��������N�& p O����� �����������&&
T���N�& e��M����� P�����M�� T���N�� �O�����&U��& �����UV�� ����S��X

Evaln(m) = A(m),
Invn(c) = A−1(c),

Advn(c) = A−1(c).

G������J g�� #�#�� �� T���N�� � ��������J #��M ����V���� �����S����& #���V� ��S� #�&����
������� F�& ����V���& m ����R |m| = n #R����&UV�& T���N�U �Q��� ������� �S n + 1 ��$��#J
� ����V����J O� ����� ]J ������� �Q�� ��S����� �� ���MK� 3n

2 − 1 ��$��# ��W��& ��g���� #�
#����$ ��������N�� #R����&�M T���N�U �����J � ����V��M ������J ��� ��& O����#����J ��� �
��& �������� ��������� O�������� 



, �)"����  !�
��" � �
���)- ���.���� � ���/�) �)���

! O���R��V�� ��S���� �R O�������� �#� ����$��#� ���������# # T���N�� � �������� ! ����� �S
��Q #R����&�M T���N�U �R�� �����J � ����V��M ���W��J � # ������ ����V���� � �������� �R��
O����R�J � #R�������� � ����V���� ��S ������� p ���W�R�� 

��O��M ��t������ g�� �#� T���N�� ! ��S��M���� � ����V���� � ��������J � #R�������� T����
N�� ���W���& O��V�J ��� ����V���� ��S ������� 

��S����� #Q�� �� �#� �����X O��#�U ����M m1 ����R n O��#������ ��K�$ O��#�$ Y����� ���#��
��M��$Z ��������N��J � �� #����$ ����� m2 ����R αn O������� #����U ��������N�U �R #R�����
α O�SW�J ���J ����R �������S���#��M ���������M��U ���W����M ��& O����#���� 

��O��M ��W�R$ �������� �O��R#����& ���������������M��$ �����N�$X

Evaln(pi,m) =
(

A−1 A 0
0 0 A∗

)⎛
⎝ pi

m1

m2

⎞
⎠ =

(
c1

c2

)
;

Invn(ti, c) =
(

A−1 A−1 0
0 0 A−1∗

)⎛
⎝ti

c1

c2

⎞
⎠ =

(
m1

m2

)
,

Advn(pi,m) =
(

A−2 A−1 0
0 0 A−1∗

)⎛
⎝pi

c1

c2

⎞
⎠ =

(
m1

m2

)
,

��� A′ ���S������ �����N� � ��$ W� ���������$J ��� � AJ �� ��& ��S�������� αn #����� n �����
# �������Q �O��������& � �R O������� ����$��#� ���������# # T���N�� � ��������J ��� #Q��R �
#RQ��R T���N�� ������� �����M���� ����� ����������J � ���W� O�������$ ��T����N�� � �������X

pi(n) = ti(n) = n,

c(n) = m(n) = (1 + α)n.

D���� ] ��s� #��Q��� �N���� ���W����� #R�������& T���N�� � ����V���& � ��������X

C(Evaln) ≤ 7n
2

+ αn + 1,

C(Invn) ≤ 5n
2

+
3αn

2
− 2.

" ����� 	 ��s� ��W�UU �N���� ���W����� ����V���& T���N�� ��S �������X

C1/2(Advn) ≥ 13n
4

+
3αn

2
− 7.

����� ����S��J ����R O������M ����$��#� ���sW�RQ # ������ ��R��� T���N�$ � ��������J ���
���������� #R����M α ���J ����R

13
4

+
3α
2

>
7
2

+ α,

13
4

+
3α
2

>
5
2

+
3α
2

.

!����� ����#����#� ���#���M��J � �S O��#��� O��������&J ��� α > 1
2  



�R �R Q����� �������S���#��M O��&��� ���sW����� # ������ ��R��� Y�� �O��������� hZm
O�����M�� ������N�& ������� # g��$ ��������N�� #����� ������ �R����� #R�������& � ����V���&
� ��������J �R �� ����� ���� �������S�����

min
{

lim
n→∞

C1/2(Advn)
C(Invn)

, lim
n→∞

C1/2(Advn)
C(Evaln)

}
= min

{
13
4 + 3α

2
5
2 + 3α

2

,
13
4 + 3α

2
7
2 + α

}
.

y�� #R��W���� ��������� ��������� O�� α = 2J � O��&��� ���sW����� O�� g��� ��������� 25
22  

! ����� �R ����S��� �����UV�U ������� 

$����� � �	 ����	�� ��
������ ���#���� � �����
 �
���� �	����� � �������
 � ������

��"������ "���� ���������� pi(n) = ti(n) = n! �����
� ����� � ������ �	����� c(n) = m(n) = 3n
� �������
 ���#������ � �����
 �
���� 25

22 6

0 1!�
��� � �
���) � 2
���������3��" &������" ���.������

�R O�������� ��������N�U ����$��#� ����$�RQ ���sW�RQ # ������ ��R��� T���N�$ � ��������J
�����R� ���������#���J ��� �U��& �Q��� � ������ ��$��# ����� ���������� �� ���W�� �������M
g�� T���N�� �� ����� ��� 50% �Q #Q���# 

��$��� �R ��O��MS��� g�� ��������N�UJ ����R ��S���M ������� � ��O��O���������M�R�� ���
�����&�� ���sW����� Y� ������ 2−c

√
n+o(

√
n)Z ���S����� ����S h T���N�UJ ������U O����#���

���W�� �R� #R����&�M # O���R��V�� ��S����J � �s �����N� p ����S X 
���������� ����$��U T���N�U HJ �O�����s���U �����UV�$ ���������������M��$ �����N�$X

H
(
x(1),x(2), . . . ,x(m)

)
=

⎛
⎜⎜⎜⎝

X 0 . . . 0
0 X . . . 0
   

   
   

0 0 . . . X

⎞
⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎝

x(1)

x(2)

   
x(m)

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

�� ����� aJ �Q����& ���W����M H �����#�&�� O� ���MK�$ ���� m(C(h)−1) ��S�������� �����NR
X �����#�&U� (1 + α)n × (2 + α)nm ##��s� ��& ������#� ���S������� n′ = (1 + α)n 

��� ( G�������	�
 
����"��� p6 D��� ���
� ��"������ �	����� H �� ����� "�
 1
p(m) ����

�# ������! � ��� ������� ����� H�

	 ��� ������� X �����"��9

	 ������ ������ X �������� �� 
���� u ���	����� ���
�����9
	 ����� 	������� �� X ����� t �������� �����8���� 
������ ��# � # �������� �� �������


��� ���	 �����	 � �� 
���� "�
 ��	
� ���	����
� ���
����
�9

�� �������� ���� ���
� ���������� �� 
���� (u + t)(m − log p(m))6

C������������6 ���W�� #���� #�O�����J ��� H ������� �S m �����M�RQ �����# � ��O��������
UV����& ���W���#��� O�������RQ Xim ���S����� hi = H |Xi  ������M�� Xi �� O�������U��&J
�K���� # #R�������� T���N�$ hi ��S�#����RX ���� �Q��� C #R����&�� T���N�U hi �� ���� βi

�s #Q���#J � T���N�U hj p �� ���� βj �s #Q���#J ��� �� ��W�� #R������M H ����� ��� �� ����
βiβj �s #Q���# �����#����M��J # �����N� H ���M �� ����� log p(m) �����#J ��� �Q��� C ��W�� ����
O�S#����M �K����M�& �� N���$ O���#��� #Q���# �� O���&W���� g���� ����S����M��#� �R �����
��SR#��M �Q n�W���R��o ������� 



����� g���� S�������& �R ���#� �������� �� W� ����� ����S����M��#� ������� ����U����&
��$��#J � �������� �R �W� ������M�� ��S O�������� ���������� #��Q��$ ��$� # ��������� ���
O����������� O��&��� � �#� O�������RQJ �����R� # ���� #Q��&� ! ����S����M��#� ����R j �R
��SR#��� O�������R� nQ���K���o � nO��Q���o # S�#�������� �� ����J #Q��&� �� ��� # ����J # ���
����� #�� nQ���K��o O�������R� �W� S���������M �� g��� ��S �R ������ �� W� �����J �� S������
��SR#��� #�� O�������R� # n�W���RQo �����Q nO��Q���o 

G�� � # O���R��V�Q ����S����M��#�QJ ���� # #��Q��$ ��$� #Q���� Q��& �R ���� nO��Q�&o
O��������&J �R O���#��� S������� ������ �$ � ������ �� g��� K��� �S �Q��R #���� ���� ��$� "
����� # #��Q��$ ��$� #Q��&� �#� nQ���K�Qo O�������RQJ �R #����� ����� #�S��W����M ������M
��� ������� �#� ��$�� �S �Q��R F�#�$�� ������� O�������� ���������� g�� �����N�U 

����� ���� ����� #�S������M #�s �� W� ��� ����#�RQ �����&J �����R� �R ���������#��� #
����S����M��#� ����R h ������ �� g��� ��S �R �� ��W�� O�����#��M # �������� �� S�������J
������� Q���� O�����#��M �� g��� ��S ��� O���s��& #�s #���& ����#��M�& # ��$ O���#��� #Q���#J
�� ������$ �Q��� �K������& �� ����� ��� O���#��� ����#K�Q�& #Q���# YO�����M�� ��Q����& �Q���
�K������& �� ����� ��� �� 1

2 �� #��Q #Q���#J ����& O���Q��� ���W�� ��V���#�#��MZ ������ �R
��W�� ��t������M �����$ � O��#R$ ������ ��S O����� ��V�����X T������ ��W�� S�#����M ����U�
�����M�� �� x ∧ y �� # ���MK�$ ���O���J ��� �� x ⊕ ym ��� �����& �������#R�� �����W����&��
O��#��&� � #���&������ �K���� �� ����� 1

2  
������� ����S����M��#� O������MU O�#���&�� ����� h �R #��s� ����S����M��#� O� �����N��J

����U��& O� �#� ��$��J ���� # #��Q��$ ��$� #Q��&� �#� nQ���K�Qo O�������RQJ � O� ������J ����
���M ����� ��Q nO��Q�&o ����� ����S��J ��V�& ���W����M �� ���MK�J ��� ��������#� nQ���K�Qo
O�������RQJ ����W����� �� �#�J O�U� ��������#� ����#K�Q�& nO��Q�Qo O�������RQ n{W���R�o
����� O��Q�����& O������MU #R����R#��MX # ���N� ���N�#J �Q ���W����M � �� ����� ���� ��W��
�R�M ��#�� ���U ����� ����S��J �R O������� ��W�UU �N���� �Q����$ ���W����� (t + u)(m −
log p(m)) 
�

x������ ���W�J ��� ��O���#���� ��Q���RQ �����N # ���MK�U ���������������M��U ���������
N�U �� ���&�� O�������R Y# ��� ����� O��&��� �����������Z ����$��#� T���N�$ � ��������J
���sW�RQ # ������ ��R��� ����� ����S��J �R O������� �����UV�U ������� 

$����� 
 �	 ����	�� ��
������ ���#���� � �����
 �
���� �	����� � �������


C = {Keyn,Evaln, Invn}
� ������ ��"������ "���� ���������� pi(n) = ti(n) = n! �����
� ����� � ������ �	����� c(n) =
m(n) = 3n! ���
��
� ���������
�

C(Invn) ≤ 11n
2

+ O(1), C(Evaln) ≤ 11n
2

+ O(1), C(Keyn) = n + 1

� �������
 ���#������ � �����
 �
���� 25
22 6

H���� ����! �� ���� ���������! ���������� �� 
���� "�
 25
4 n − 5

2δ
√

n �����
�! �� ��������

������� ��� �	����� � �������
 �� ����� "�
 2−δ
√

n+o(
√

n) ���� �� ������ ��� ����� ���������

δ > 06

4 5�
�$%��

! �����&V�$ ������ �R O������#��� ��#�U ��������N�U ���O�����T�������� O������#�J ����W�
���� # ������ ��R��� y�� O��#�& �S#�����& ��������N�& ����S���� ����W��$ T���N�� � ������
���J Q��& n����W����Mo S���M ������� O������M # ����M ������������ ��R��� �O��������& h !��
�O���� #�S��W�RQ ��O��#����$ ��& ���M��$K�$ �����R 



� ��S�������M ����� ������#����U ��������N�U � #����& �S ��K�Q ��������N�$ Y��S ��U��ZJ �
������q��������M��� �Q ��t�������� �����������#�R 

� ��V���#���� ����K��M O��&��� ����W����� �������#�&���&J ��� ��������� ����K���� ����
�����R 25

22 ��W�� O������M ���������� O����� Y��O�����J #����� A′ ��W�� ��O��MS�#��M �����U
�����N� e��M�����J O��&��� ����W����� ������$ ��������& � 2 #����� 3

2Z ������ ���#����J
��� ����� ����U����& ��$��# �� O�S#���� ����S��M ����� ��� ����$�RQ �N���� ��g���� �O�
����S�N�& ��������R YO��� ��������� g�� ���MK� 2Z �� O������#�&���& ���&V�� ����� y��
��V�� � ����M ��V���#����� O��O&���#�� # ������ �Q����$ ���W�����J � ��� ��W���&J ���
���W�� O���S�$�� ���M�S�R$ O���R#J O��W�� ��� # ��O��MS�#����$ ���� ������ #R�������$
��W�� ����� ����S��M ����� ��� ����$�R� ��W��� �N���� 

h ��S�������M ��������N�� �����Q ����W�RQ # ������ ��R��� ���O�����T������Q O������#�# 
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