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1. Ââåäåíèå
Íàñòîÿùàÿ äèïëîìíàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà äàëüíåéøåìó ðàçâè-

òèþ èäåé, íàøåäøèõ ïåðâîå âîïëîùåíèå â ðàáîòå Í.À. Âàâèëîâà è
Ì.Ð. Ãàâðèëîâè÷à [VG02], à èìåííî � íîâîìó ñïîñîáó äîêàçàòåëü-
ñòâà ñòðóêòóðíûõ òåîðåì äëÿ ãðóïïØåâàëëå íàä êîììóòàòèâíûìè
êîëüöàìè, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïðèìåí¼í è äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâûõ,
áîëåå ñèëüíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ñòðóêòóðíûå òåîðåìû äëÿ ãðóïï Øåâàëëå óñòàíàâëèâàþò ñòàí-
äàðòíîå îïèñàíèå ïîäãðóïï, íîðìàëèçóåìûõ ýëåìåíòàðíîé ãðóï-
ïîé. Òî÷íåå ãîâîðÿ, îíè óñòàíàâëèâàþò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òàêèìè
ïîäãðóïïàìè è èäåàëàìè áàçîâîãî êîëüöà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äî-
êàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî êîììóòàòèâíîãî êîëüöà R, òàêîãî, ÷òî
2R + R2 = R, â ãðóïïå Øåâàëëå G(F4, R) èìååò ìåñòî ñòàí-
äàðòíîå îïèñàíèå ïîäãðóïï, íîðìàëèçóåìûõ ýëåìåíòàðíîé ãðóï-
ïîé E(F4, R). À èìåííî, äëÿ êàæäîé òàêîé ïîäãðóïïû H ñóùå-
ñòâóåò òàêîé åäèíñòâåííûé èäåàë I E R, ÷òî

E(F4, R, I) ≤ H ≤ C(F4, R, I),

ãäå E(F4, R, I) � ýëåìåíòàðíàÿ ïîäãðóïïà óðîâíÿ I, à C(F4, R, I)
� ïîëíàÿ êîíãðóýíö-ïîäãðóïïà óðîâíÿ I.

Ñàìà ïî ñåáå ýòà òåîðåìà íå ÿâëÿåòñÿ íîâûì ðåçóëüòàòîì. Ýòîò
ðåçóëüòàò äëÿ ãðóïï Øåâàëëå íàä êîììóòàòèâíûìè êîëüöàìè áûë
óñòàíîâëåí â ðàáîòàõ Àáå, Ñóäçóêè è Âàñåðøòåéíà ([A88], [A89],
[AS76], [Vas86]). Îäíàêî ñóùåñòâîâàâøèå äî ñèõ ïîð äîêàçàòåëü-
ñòâà ýòèõ ñòðóêòóðíûõ òåîðåì áûëè òåõíè÷åñêè ñëîæíûìè è ïëîõî
ïîääàâàëèñü îáîáùåíèþ ñ öåëüþ îïèñàíèÿ ïîäãðóïï, íîðìàëèçóå-
ìûõ íå âñåé ýëåìåíòàðíîé ãðóïïîé, à å¼ ÷àñòüþ, èëè, ê ïðèìåðó,
ïîäãðóïï GL(n,R), íîðìàëèçóåìûõ ýëåìåíòàðíîé ïîäãðóïïîé.

Íàèáîëåå ïîäõîäÿùèì äëÿ ïîäîáíîãî ðîäà îáîáùåíèé áûë ïîä-
õîä, ðàçâèòûé â ðàáîòàõ Í.À Âàâèëîâà, Å.Á. Ïëîòêèíà è À.Â. Ñòå-
ïàíîâà ([VPS90], [SV00], [VP96]). Ýòîò ìåòîä, íàçâàííûé ðàçëîæå-
íèåì óíèïîòåíòîâ, áûë îñíîâàí íà ãåîìåòðèè ìèíèìàëüíûõ ìîäó-
ëåé ãðóïï Øåâàëëå è, â êîíå÷íîì ñ÷¼òå, íà ðåäóêöèè ðàíãà. Áûëî
äîêàçàíî, ÷òî ðåäóêöèþ ìîæíî îñóùåñòâèòü ïðè ïîìîùè äâóõ òè-
ïîâ âû÷èñëåíèé: ýëåìåíòàðíûõ, ò.å. òåõ, â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ
ëèøü ñîîòíîøåíèÿ Ñòåéíáåðãà (ñì. [RSt75], [Ca72]), è ñòàáèëüíûõ,
ò.å. âû÷èñëåíèé, çàòðàãèâàþùèõ òîëüêî îäíó ñòðîêó èëè ñòîëáåö
ìàòðèöû ýëåìåíòà ãðóïïû Øåâàëëå â ïîäõîäÿùåì ïðåäñòàâëåíèè.
Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì ðàáîòû ñ ãðóïïàìè Øåâàëëå â ýòèõ äî-
êàçàòåëüñòâàõ ñòàëè âåñîâûå äèàãðàììû, îíè æå â äàííîì ñëó÷àå
êðèñòàëëè÷åñêèå ãðàôû.
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Äîêàçàòåëüñòâà ìåòîäîì ðàçëîæåíèÿ óíèïîòåíòîâ äàâàëè ÿâíûå
ôîðìóëû, çàâèñÿùèå ëèøü îò ñèñòåìû êîðíåé Φ, íî íå îò îñíîâ-
íîãî êîëüöà. Ýòè ôîðìóëû áàçèðîâàëèñü íà âëîæåíèÿõ â Φ ïîäñè-
ñòåì êîðíåé. Îäíàêî åñëè äëÿ êëàññè÷åñêèõ ãðóïï òî áûëè íåáîëü-
øèå ïîäñèñòåìû � A2 â Al, íàïðèìåð, � òî äëÿ èñêëþ÷èòåëüíûõ
ãðóïï ïîäîáíûå äîêàçàòåëüñòâà îêàçàëèñü ãîðàçäî ñëîæíåå òåõíè-
÷åñêè. Ýòî áûëî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî îíè òðåáîâàëè ôèêñàöèè çíàêîâ
ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò äåéñòâèÿ, ÷òî âíîñèëî ñóùåñòâåííûå òåõ-
íè÷åñêèå ñëîæíîñòè, è îïèðàëèñü íà âëîæåíèå äîâîëüíî áîëüøèõ
ïîäñèñòåì (íàïðèìåð, D5 è A5 â E6), ÷òî íå ïîçâîëÿëî íàäåÿòüñÿ íà
äîêàçàòåëüñòâî èíòåðåñíûõ îáîáùåíèé: ê ïðèìåðó, â 27-ìåðíîì è
ïðèñîåäèí¼ííîì ïðåäñòàâëåíèÿõ E6 ìàêñèìóì, íà ÷òî ìîæíî áûëî
ðàññ÷èòûâàòü, � ýòî îïèñàíèå ïîäãðóïï G(E6, R), íîðìàëèçóåìûõ
E(A5 + A1, R) è E(D5, R).

Â ðàáîòå [VG02] áûë ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà
ñòðóêòóðíûõ òåîðåì äëÿ ãðóïï òèïà E6 è E7. Îíî îáëàäàëî öå-
ëûì ðÿäîì ïðåèìóùåñòâ ïåðåä èìåâøèìèñÿ äî òåõ ïîð äîêàçàòåëü-
ñòâàìè. Îñíîâíûìè åãî äîñòîèíñòâàìè áûëî òî, ÷òî îíî îïèðàëîñü
ëèøü íà âëîæåíèÿ A2 ⊆ E6, E7, è òî, ÷òî â í¼ì íå èñïîëüçîâà-
ëîñü íèêàêîé èíôîðìàöèè î ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíòàõ äåéñòâèÿ, à
òàêæå íèêàêîé èíôîðìàöèè î çíàêàõ èëè âîîáùå î ÿâíîé ôîðìå
óðàâíåíèé íà îðáèòó âåêòîðà ñòàðøåãî âåñà. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî
äîëæíî ïîçâîëèòü îïèñàòü ïîäãðóïïû, íîðìàëèçóåìûå ýëåìåíòàð-
íîé ïîäãðóïïîé, îòâå÷àþùåé ïîäñèñòåìå Φ, äîêàçàòü ñòàíäàðòíîå
îïèñàíèå íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï â ñêðó÷åííûõ ôîðìàõ ýòèõ ãðóïï
è îïèñàòü ïîäãðóïïû â GL(27, R), íîðìàëèçóåìûå E(E6, R).

Îäíàêî íàèáîëåå åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì ðàáîòû [VG02] ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå äàííîãî â ýòîé ðàáîòå ìåòîäà äîêàçàòåëüñòâà
ê äðóãèì ãðóïïàì Øåâàëëå íàä êîììóòàòèâíûìè êîëüöàìè. Â äè-
ïëîìíîé ðàáîòå àíàëîã äîêàçàòåëüñòâà [VG02] ïðîâîäèòñÿ äëÿ ãðóïï
òèïà F4. Íåïîñðåäñòâåííîå íàïðàâëåíèå äàëüíåéøåé ðàáîòû � äî-
êàçàòåëüñòâî ñòðóêòóðíîé òåîðåìû äëÿ ñêðó÷åííûõ ãðóïï Øåâàë-
ëå òèïà 2E6, êîòîðàÿ óæå ÿâëÿåòñÿ íîâûì ðåçóëüòàòîì. Â äàëüíåé-
øåì ðàçâèòèå ýòèõ ìåòîäîâ äîëæíî ïîçâîëèòü äîêàçàòü è áîëåå
ñèëüíûå ðåçóëüòàòû î ñòðîåíèè ðåø¼òêè ïîäãðóïï G(Φ, R) .

Äîêàçàòåëüñòâî â íàñòîÿùåé ðàáîòå èìååò åù¼ îäíó îòëè÷èòåëü-
íóþ îñîáåííîñòü. Äåëî â òîì, ÷òî ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ â 27-
ìåðíîì (ïðèâîäèìîì) ïðåäñòàâëåíèè F4. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå ìíîãèå ðàññóæäåíèÿ óïðîùàþòñÿ, à ìíîãèå ñòàíîâÿòñÿ àá-
ñîëþòíî àíàëîãè÷íû ðàññóæäåíèÿì äëÿ ñëó÷àÿ E6.
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2. Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ
2.1. Ãðóïïû Øåâàëëå. Ïóñòü Φ � ïðèâåäåííàÿ íåïðèâîäèìàÿ
ñèñòåìà êîðíåé ðàíãà l (â îñíîâíîé ÷àñòè ðàáîòû ìû áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî Φ = F4), à P � ðåøåòêà, ëåæàùàÿ ìåæäó ðåøåòêîé êîð-
íåé Q(Φ) è ðåøåòêîé âåñîâ P (Φ). Ìû ôèêñèðóåì íà Φ íåêîòîðûé
ïîðÿäîê è îáîçíà÷àåì ÷åðåç Π = {α1, . . . , αl}, Φ+ è Φ− � ìíî-
æåñòâà ïðîñòûõ, ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ êîðíåé, îòâå-
÷àþùèå ýòîìó ïîðÿäêó. Íàøà íóìåðàöèÿ ïðîñòûõ êîðíåé ñëåäó-
åò [Bou76]. ×åðåç δ îáîçíà÷àåòñÿ ìàêñèìàëüíûé êîðåíü ñèñòåìû Φ
îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïîðÿäêà (â èíòåðåñóþùåì íàñ ñëó÷àå Φ = F4

èìååì δ = ( 2342 )). Îáîçíà÷èì ÷åðåç P (Φ)++ � ìíîæåñòâî äî-
ìèíàíòíûõ âåñîâ äëÿ ýòîãî ïîðÿäêà, íàïîìíèì, ÷òî îíî ñîñòîèò
èç íåîòðèöàòåëüíûõ öåëî÷èñëåííûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ âåñîâ ω̄1, . . . , ω̄l. ×åðåç W = W (Φ) îáîçíà÷àåòñÿ ãðóïïà
Âåéëÿ ñèñòåìû êîðíåé Φ.

Ïóñòü, äàëåå, R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ 1. Êàê õîðîøî èç-
âåñòíî, ïî ýòèì äàííûì ìîæíî ïîñòðîèòü ãðóïïó Øåâàëëå G =
GP (Φ, R), ÿâëÿþùóþñÿ ãðóïïîé òî÷åê íàä R íåêîòîðîé àôôèí-
íîé ãðóïïîâîé ñõåìû G = GP (Φ,−), íàçûâàåìîé ñõåìîé Øåâàëëå-
Äåìàçþðà. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè çàäà÷ ìîæíî îãðàíè÷èòü-
ñÿ îäíîñâÿçíûìè (óíèâåðñàëüíûìè) ãðóïïàìè, äëÿ êîòîðûõ P =
P (Φ).

Çàòåì ñëåäóåò âûáðàòü áàçèñ Øåâàëëå eα, α ∈ Φ, hi, 1 ≤ i ≤ l,
â êîìïëåêñíîé ïðîñòîé àëãåáðå Ëè L òèïà Φ è ïîñòðîèòü àëãåáðó
Øåâàëëå LR, íàòÿíóòóþ íà eα, hi, íàä R. Äëÿ ëþáûõ α, β, α+β ∈ Φ
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî [eα, eβ] = Nαβeα+β, ïðè÷åì äëÿ áàçèñà Øå-
âàëëå âñå ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû Nαβ öåëûå. Â äàëüíåéøåì ìû
ôèêñèðóåì íåêîòîðûé ïîëîæèòåëüíûé áàçèñ Øåâàëëå, äëÿ êîòî-
ðîãî Nαiβ > 0 êàæäûé ðàç, êîãäà αi + β ∈ Φ+ îáëàäàåò òåì ñâîé-
ñòâîì, ÷òî åñëè aj + γ = αi + β äëÿ êàêîãî-òî ïðîñòîãî êîðíÿ aj è
êàêîãî-òî ïîëîæèòåëüíîãî êîðíÿ γ, òî j > 0.

Âûáîð áàçèñà Øåâàëëå çàäàåò, â ÷àñòíîñòè, ðàñùåïèìûé ìàêñè-
ìàëüíûé òîð T(Φ, R) â ãðóïïå Øåâàëëå G(Φ, R) è ïàðàìåòðèçàöèþ
êîðíåâûõ óíèïîòåíòíûõ ïîäãðóïï Xα, α ∈ Φ, îòíîñèòåëüíî ýòîãî
òîðà. Ôèêñèðóåì ýòó ïàðàìåòðèçàöèþ, ïóñòü xα(ξ) � ýëåìåíòàðíûé
êîðíåâîé óíèïîòåíò, îòâå÷àþùèé α ∈ Φ, ξ ∈ R. Â äàëüíåéøåì ìû
áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèÿìè Ñòåéíáåðãà (R1) � (R8) ìåæ-
äó ýëåìåíòàìè xα(ξ), è, â îñîáåííîñòè, êîììóòàöèîííîé ôîðìóëîé
Øåâàëëå (ñì. [Bo73], [RSt75], [Ca72]) áåç âñÿêèõ ÿâíûõ ññûëîê.
Ãðóïïà Xα = {xα(ξ), ξ ∈ R} íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé êîðíåâîé
ïîäãðóïïîé, à ãðóïïà E(Φ, R) = 〈Xα, α ∈ Φ〉, ïîðîæäåííàÿ âñåìè
ýëåìåíòàðíûìè êîðíåâûìè ïîäãðóïïàìè, íàçûâàåòñÿ (àáñîëþòíîé)
ýëåìåíòàðíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû Øåâàëëå G(Φ, R).
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2.2. Ìîäóëè Âåéëÿ. Îáû÷íî ìû ðàññìàòðèâàåì ãðóïïó Øåâàë-
ëå âìåñòå ñ äåéñòâèåì íà ìîäóëå Âåéëÿ V = V (ω) äëÿ íåêîòîðîãî
äîìèíàíòíîãî âåñà ω. Âñþäó íèæå èíòåðåñóþùàÿ íàñ ãðóïïà Øå-
âàëëå òèïà F4 ðàññìàòðèâàåòñÿ íà êîíòðàãðàäèåíòíîì 27-ìåðíîì
ìîäóëå V (ω̄1). ×åðåç Λ = Λ(ω) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âåñîâ ìî-
äóëÿ V = V (ω) ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè.

Â äàëüíåéøåì ìû ôèêñèðóåì äîïóñòèìûé áàçèñ vλ, λ ∈ Λ, ìî-
äóëÿ V . Ìû ðàññìàòðèâàåì âåêòîð a ∈ V , a =

∑
aλv

λ, êàê ñòîëáåö
êîîðäèíàò a = (aλ), λ ∈ Λ. Ïðè ýòîì ýëåìåíò b êîíòðàãðàäèåíòíî-
ãî ìîäóëÿ V ∗ åñòåñòâåííî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê ñòðîêó b = (bλ),
λ ∈ Λ. Ðàçóìååòñÿ, ïî îòíîøåíèþ ê âåñàì Λ∗ êîíòðàãðàäèåíòíîãî
ìîäóëÿ V ∗ êàðòèíà îáðàòíàÿ: ýëåìåíòû V ∗ ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñòîëá-
öàìè b = (bλ), λ ∈ Λ∗, à ýëåìåíòû V � ñòðîêàìè a = (aλ), λ ∈ Λ∗.
Ïîýòîìó ìû åùå ðàç îáðàùàåì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ìû èíäåêñèðó-
åì êàê ñòîëáöû, òàê è ñòðîêè âåñàìè ìîäóëÿ V � èíäåêñû λ, µ, ν è
ò.ä. ïðèíàäëåæàò Λ. Èíûìè ñëîâàìè, íàì óäîáíî íóìåðîâàòü êîîð-
äèíàòû âåêòîðà èç V ∗ âåñàìè ìîäóëÿ V è çàïèñûâàòü èõ êàê ñòðîêè
(â òî âðåìÿ êàê îáû÷íî îíè íóìåðóþòñÿ âåñàìè ñàìîãî ìîäóëÿ V ∗

è çàïèñûâàþòñÿ êàê ñòîëáöû). Èìåííî ñ ýòèì îáñòîÿòåëüñòâîì ñâÿ-
çàíî òî, ÷òî ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå äåéñòâèå ýëåìåíòîâ ãðóïïû G
íà ñòðîêè, îòëè÷àþòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìóë äëÿ ñòîëáöîâ.

Îäèí èç ïðèíöèïèàëüíûõ òåõíè÷åñêèõ ìîìåíòîâ ñîñòîèò â òîì,
÷òî ýëåìåíòû ýòèõ ñòðîê ÿâëÿþòñÿ íå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûìè,
à ëèøü ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûìè, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîðÿäêîì íà
Λ, çàäàâàåìûì âûáîðîì ñèñòåìû ïðîñòûõ êîðíåé Π. À èìåííî, ìû
ïîëàãàåì, ÷òî λ ≥ µ, åñëè λ − µ =

∑
miαi, ãäå mi ≥ 0. Ïðè îïè-

ñàííîé âûøå èíòåðïðåòàöèè ýëåìåíòîâ ìîäóëÿ V ýëåìåíòû ãðóïïû
Øåâàëëå åñòåñòâåííî ìûñëèòü êàê ìàòðèöû g = (gλµ), λ, µ ∈ Λ, ïî
îòíîøåíèþ ê áàçèñó vλ. Êàê îáû÷íî, ñòîëáöàìè ýòîé ìàòðèöû ÿâ-
ëÿþòñÿ ñòîëáöû êîîðäèíàò âåêòîðîâ gvµ, µ ∈ Λ, ïî îòíîøåíèþ ê
áàçèñó vλ, λ ∈ Λ. Ìû áóäåì ÷àñòî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì îáî-
çíà÷åíèåì: µ-é còîëáåö ìàòðèöû g áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç g∗µ, à
λ-ÿ ñòðîêà � ÷åðåç gλ∗.

È, íàêîíåö, äëÿ äàëüíåéøåãî ñëåäóåò çàôèêñèðîâàòü íóìåðàöèè.
Íóìåðàöèÿ êîðíåé â F4 áóäåò ñëåäîâàòü ðèñ. 1 (íà ðèñ. 2 èçîáðà-
æåíà äèàãðàììà âåñîâ F4 ñ ìåòêàìè êîðíåé), à íóìåðàöèÿ âåñîâ �
ðèñ. 3 (êàê ñêàçàíî âûøå, ìû ìûñëèì ìíîæåñòâî âåñîâ ëèøü ÷à-
ñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì, îäíàêî äëÿ èäåíòèôèêàöèè åãî ýëåìåíòîâ
èõ ïîëåçíî ïðîíóìåðîâàòü); ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç wi i-ûé âåñ
â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé íóìåðàöèåé (â îáîçíà÷åíèè äëÿ ìàòðè÷íûõ
ýëåìåíòîâ gij ìû áóäåì îïóñêàòü w).
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Ðèñ. 3. Íóìåðàöèÿ âåñîâ 27-ìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ F4

3. Ðåäóêöèÿ ïî óðîâíþ
Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì âàæíåéøèé âñïîìîãàòåëüíûé ðå-

çóëüòàò, íåîáõîäèìûé äëÿ îñíîâíîé òåîðåìû. Ýòîò ðåçóëüòàò � ðå-
äóêöèÿ ïî óðîâíþ � ñòàë ïîñëå ðàáîò Áàññà ([Ba64], [Ba73]) îñíîâ-
íûì èíñòðóìåíòîâ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñòðóêòóðíûõ òåîðåì. Ìû
äîêàæåì ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò â ñëó÷àå F4 è êîëüöà, äëÿ êî-
òîðîãî 2R + R2 = R.

Ëåììà 1. Äëÿ âñÿêîãî êîðíÿ α ∈ F4 ìíîæåñòâî

I = Iα = {ξ ∈ R | xα(ξ) ∈ H}

îáðàçóåò èäåàë â R. Ýòîò èäåàë íå çàâèñèò îò α. Áîëåå òîãî,
E(F4, R, I) ≤ H, ïðè÷¼ì I � íàèáîëüøèé èäåàë, îáëàäàþùèé òà-
êèì ñâîéñòâîì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà èñïîëüçîâàíèè ñîîò-
íîøåíèé Ñòåéíáåðãà. Çàìêíóòîñòü I îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ î÷å-
âèäíà:

xα(ξ + η) = xα(ξ)xα(η).

Â ñèñòåìå F4 ëþáûå äâà êîðíÿ α è β ìîæíî ñîåäèíèòü öåïî÷êîé
êîðíåé, â êîòîðîé ëþáûå äâà ñîñåäíèõ êîðíÿ íåîðòîíîãîíàëüíû,
ïðè÷¼ì ñîñåäíèå êîðíè ðàçíîé äëèíû îáðàçóþò óãîë π/4. Ðàññìîò-
ðèì òåïåðü äâà íåîðòîãîíàëüíûõ êîðíÿ α è β. Åñëè îíè îäèíàêî-
âîé äëèíû, òî îíè ñîäåðæàòñÿ â ñèñòåìå òèïà A2 (îáðàçóþò äðóã
ñ äðóãîì óãîë π/3). Êîììóòàöèîííàÿ ôîðìóëà Øåâàëëå äëÿ ýòîãî
ñëó÷àÿ ïðèíèìàåò âèä

xβ(±ζξ) = [xβ−α(ζ), xα(ξ)] ∈ H

äëÿ ëþáîãî ζ ∈ R, è ïîýòîìó RIα ⊆ Iβ è, â ñèëó ñèììåòðèè, RIβ ⊆
Iα. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî RIα = Iα, è ïîýòîìó Iα ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì
è Iα = Iβ äëÿ ñîñåäíèõ êîðíåé îäèíàêîâîé äëèíû.

Ïóñòü òåïåðü α � äëèííûé, β � êîðîòêèé, è ïóñòü îíè îáðàçóþò
óãîë π/4. Òîãäà, âî-ïåðâûõ,

xβ(±2ξ) = [xβ(ξ), xα−β(1)] ∈ H,

è ïîýòîìó 2Iβ ⊆ Iα. Âî-âòîðûõ,
xα−β(±ξ)xα(±ξ2) = [xβ(ξ), xα−2β(1)] ∈ H,

è, òàê êàê xα−β(±ξ) ∈ H, òî I2
β ⊆ Iα. Â-òðåòüèõ,

xβ(±ξ)x2β−α(±ξ) = [xα(ξ), x2β−α(1)] ∈ H,

è ïîýòîìó (ò.ê. xβ(±ξ)) Iα ⊆ Iβ. Òàêèì îáðàçîì, 2Iβ + I2
β ⊆ Iα ⊆ Iβ,

è, ïî óñëîâèþ íà ñòðóêòóðó êîëüöà, Iα = Iβ. ¤

Èäåàë I, ïîñòðîåííûé â ëåììå 1, íàçûâàåòñÿ íèæíèì óðîâíåì
ïîäãðóïïû H.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû (R, I), I E
R âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå: åñëè H � íåöåíòðàëüíàÿ ïîä-
ãðóïïà â G(F4, R/I), íîðìàëèçóåìàÿ E(F4, R/I), òî H ñîäåðæèò
íåòðèâèàëüíûé ýëåìåíòàðíûé êîðíåâîé ýëåìåíò xα(ζ), ζ ∈ R/I,
ζ 6= 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî êîëüöà R â ãðóïïå G(F4, R) èìååò ìåñòî
ñòàíäàðòíîå îïèñàíèå ïîäãðóïï, íîðìàëèçóåìûõ E(F4, R).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H � ïîäãðóïïà â G(F4, R), íîðìàëèçóåìàÿ
E(F4, R) è I � íèæíèé óðîâåíü ïîäãðóïïû H. Ðàññìîòðèì îáðàç
H̄ ≤ G(F4, R/I) ïîäãðóïïû H îòíîñèòåëüíî ðåäóêöèè πI ïî ìî-
äóëþ I. Î÷åâèäíî, ÷òî H̄ íîðìàëèçóåòñÿ ïîäãðóïïîé E(F4, R/I) =
πI(E(F4, R)). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, åñëè H̄ íåöåíòðàëüíà, òî îíà ñî-
äåðæèò ýëåìåíòàðíûé êîðíåâîé ýëåìåíò xα(ξ̄) = xα(ξ+I), äëÿ íåêî-
òîðîãî ξ /∈ I. Ýòî çíà÷èò, ÷òî H ñîäåðæèò ýëåìåíò âèäà h = xα(ξ)g,
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äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ G(F4, R, I). Ïóñòü β � êîðåíü ïîä óãëîì 2π/3 ê
α. Òîãäà

[h, xβ(1)] = xα(ξ)[g, xβ(1)][xα(ξ), xβ(1)] ∈ H.

Â ñèëó ñòàíäàðòíîé êîììóòàöèîííîé ôîðìóëû ïåðâûé ìíîæèòåëü
ïðèíàäëåæèò E(F4, R, I) ≤ H, è, çíà÷èò, âòîðîé ìíîæèòåëü xa+β(±ξ)
òîæå ïðèíàäëåæèò H. Íî âåäü ξ /∈ I, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëå-
íèþ íèæíåãî óðîâíÿ. ¤

4. Öåíòðàëèçàòîð êîðíåâîãî ýëåìåíòà
Çàìå÷àíèå. Â äàëüíåéøåì ìû ÷àñòî ïèøåì gµν , äàæå åñëè µ èëè
ν íå ÿâëÿåòñÿ âåñîì. Â òàêîì ñëó÷àå gµν îçíà÷àåò íîëü.

Çäåñü è äàëåå ìû ñëåäóåì òîé æå ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî è
[VG02].

Â ýòîì ðàçäåëå ìû âû÷èñëèì öåíòðàëèçàòîð ýëåìåíòàðíîãî êîð-
íåâîãî ýëåìåíòà xα(ξ). Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì äâà òåõíè÷åñêèõ óòâåð-
æäåíèÿ, äîêàçàòåëüñòâà êîòîðûõ ïîëó÷àþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûìè
âû÷èñëåíèÿìè.
Ëåììà 2. Äëÿ ëþáûõ g ∈ GL(n,R), α ∈ Φ è ξ ∈ R èìåþò ìåñòî
ôîðìóëû

(xα(ξ)g)λµ = gλµ ± ξgλ−α,µ, (gxα(ξ))λµ = gλµ ± ξgλ,µ+α.

Çíàêè â âûøåïðèâåä¼ííûõ ôîðìóëàõ ìîæíî óòî÷íèòü, íî äëÿ
íàøåãî äîêàçàòåëüñòâà ýòî íåñóùåñòâåííî.
Ëåììà 3. Åñëè ýëåìåíò g ∈ GL(n,R) êîììóòèðóåò ñ êîðíåâûì
ýëåìåíòîì xα(ξ) äëÿ êàêîãî-òî êîðíÿ α ∈ Φ, òî

(1) ξgλµ = 0, åñëè λ + α ∈ Λ, íî µ + α /∈ Λ;
(2) ξgλµ = 0, åñëè µ− α ∈ Λ, íî λ− α /∈ Λ;
(3) ξ(gλµ − gλ+α,µ+α) = 0, åñëè λ + α, µ + α ∈ Λ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïèøåì, ïîëüçóÿñü ëåììîé 2, èíòåðåñóþùèå íàñ
ýëåìåíòû ìàòðèö xα(ξ)g è gxα(ξ), à çàòåì îòìåòèì, ÷òî gλµ âçàèì-
íî óíè÷òîæàþòñÿ, à â ñëó÷àÿõ (1) è (2) îäíî èç äðóãèõ ñëàãàåìûõ
ðàâíî íóëþ. ¤

Òåïåðü ìû ãîòîâû ê äîêàçàòåëüñòâó ïåðâîãî ðåçóëüòàòà ýòîãî ïà-
ðàãðàôà:
Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè [g, xα(1)] = 1 äëÿ êàêîãî-òî ýëåìåíòà g ∈
GL(n,R) è êàêîãî-òî êîðíÿ α ∈ Φl, òî g ëåæèò â ïàðàáîëè÷åñêîé
ïîäãðóïïå P1 òèïà C3 (âèäà (6, 15, 6)).
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè α ∈ Φl, òî ñîïðÿæåíèåì ìîæíî ïåðåâåñòè α
â ìàêñèìàëüíûé êîðåíü δ = ( 2342 ). Ïî ëåììå 3 ïîëó÷èì gλµ = 0,
åñëè λ− δ /∈ Λ è µ− δ ∈ Λ èëè åñëè λ + δ ∈ Λ è µ + δ /∈ Λ. Òåïåðü
äîñòàòî÷íî âçãëÿíóòü íà âåñîâóþ äèàãðàììó, ÷òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî
ìàòðèöà g èìååò òðåáóåìûé âèä. ¤
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Ïðåäëîæåíèå 3. (1) Åñëè êîììóòàòîð [g, xα(ξ)xβ(ζ)] öåíòðà-
ëåí, ãäå α, β ∈ Φl è λ−α, λ− β ∈ Λ, ãäå λ � ìàêñèìàëüíûé
âåñ 27-ìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ F4, òî îí ðàâåí 1.

(2) Åñëè êîììóòàòîð [g, xα(ξ)], α ∈ Φ, öåíòðàëåí, òî îí ðàâåí
1.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Êàê è â ïðåäûäóùåì äîêàçàòåëüñòâå, íà
îñíîâàíèè ëåìì 2 è 3 âèäèì, ÷òî

(xα(ξ)xβ(ζ)g)µν = gµν = (gxα(ξ)xβ(ζ))µν

äëÿ âñåõ µ, ν ∈ Λ òàêèõ, ÷òî µ−α, µ−β /∈ Λ, ν +α, ν +β /∈ Λ.
Òàêèì îáðàçîì, gµν = εgµν äëÿ âñåõ òàêèõ µ è ν, à âñåãî
èìååòñÿ íå áîëåå 9 âåñîâ µ è ν, íå óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó
óñëîâèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, òàêèå gµν ïîðîæäàþò åäèíè÷íûé
èäåàë â êîëüöå R. À îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ε = 1.

(2) Äîêàçàòåëüñòâî àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî:
(xα(ξ)g)µν = gµν = (gxα(ξ))µν

äëÿ âñåõ µ, ν ∈ Λ òàêèõ, ÷òî µ−α /∈ Λ,ν + α /∈ Λ, à âåñîâ, íå
óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó óñëîâèþ, íå áîëåå 11 äàæå â ñëó÷àå
êîðîòêîãî êîðíÿ.

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ ïðèøëîñü îñëàáèòü ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ [VG02] äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷èñëî �ïëîõèõ� âåñîâ ñòàëî ìåíüøå
27
2

� äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîðíåé α, β óòâåðæäåíèå áûëî áû íåâåð-
íûì. Îäíàêî â äàëüíåéøåì (â ëåììå 5) ïðåäëîæåíèå èñïîëüçóåòñÿ
èìåííî â ñôîðìóëèðîâàííîì âèäå. ¤

Åù¼ îäíà òåõíè÷åñêàÿ ëåììà:
Ëåììà 4. Ïóñòü Σ ⊆ Φ � ìíîæåñòâî êîðíåé òàêîå, ÷òî −Σ∪Σ
ïîðîæäàåò Φ. Òîãäà ó ëþáîé ìàòðèöû g ∈ GL(n,R), êîììóòè-
ðóþùåé ñî âñåìè êîðíåâûìè ýëåìåíòàìè xα(1), α ∈ Σ, âñå äèàãî-
íàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû ìåæäó ñîáîé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç êîììóòèðîâàíèÿ è ëåììû 2 âûòåêàåò, ÷òî gλλ =
gλ−α,λ−α äëÿ ëþáîãî α ∈ Σ. Îñòàëîñü âñïîìíèòü, ÷òî ðàçíîñòü ëþ-
áûõ äâóõ âåñîâ ÿâëÿåòñÿ ñóììîé êîðíåé. ¤

5. Èçâëå÷åíèå èç ïîäãðóïï P1 è P4

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû äîêàæåì ãëàâíûé âñïîìîãàòåëüíûé ðå-
çóëüòàò, íà êîòîðîì áàçèðóåòñÿ îñíîâíàÿ ëåììà íàñòîÿùåé ñòàòüè,
à èìåííî òî, ÷òî îáû÷íî íàçûâàþò �èçâëå÷åíèåì èç ïàðàáîëè÷åñêîé
ïîäãðóïïû�: åñëè ïîäãðóïïà H ≤ G ñîäåðæèò íåöåíòðàëüíûé ýëå-
ìåíò, ëåæàùèé â ïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïå (â äàííîé ñòàòüå ìû
îãðàíè÷èìñÿ äîêàçàòåëüñòâîì äëÿ ââåä¼ííûõ âûøå ïîäãðóïï P1

è P4), òî îíà ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûé êîðíåâîé ýëåìåíò. Ïðåæ-
äå âñåãî çàïèøåì ðàçëîæåíèå Ëåâè äëÿ ïîäãðóïïû Pi: Pi = LiUi.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σi ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî êîðíåé. Òîãäà
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Ïðåäëîæåíèå 4. Åñëè ýëåìåíò z ∈ Li êîììóòèðóåò ñî âñåìè
xα(1), α ∈ Σi, òî îí öåíòðàëåí, i ∈ {1, 4}.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà g
äèàãîíàëüíà, è òîãäà ìîæíî áóäåò òóò æå ïðèìåíèòü ëåììó 4.

Ñíà÷àëà ââåä¼ì òðè ìíîæåñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàáîëè÷å-
ñêîé ïîäãðóïïå P1:

Θ1 = {λ, λ−( 0001 ), λ−( 0011 ), λ−( 0111 ), λ−( 0121 ), λ−( 0122 )},
Θ∗

1 � ìíîæåñòâî, ñèììåòðè÷íîå Θ1, è Ξ1 = Λ \ (Θ1 ∪ Θ∗
1). Íàì

íóæíî äîêàçàòü, ÷òî, åñëè λ 6= µ � äâà âåñà, ëåæàùèå îäíîâðåìåííî
â îäíîì èç ýòèõ ìíîæåñòâ, òî gλµ = 0. Çàòåì ìû íàéä¼ì òàêîé
êîðåíü α ∈ Σ1, ÷òî λ + α ∈ Λ, íî µ + α /∈ Λ. Åñëè λ, µ ∈ Θ1,
òî áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî λ = w, à äëÿ µ
îñòàþòñÿ äâà âàðèàíòà: ëèáî w−( 0001 ), ëèáî w−( 0122 ). Â îáîèõ
ñëó÷àÿõ ïîäõîäèò α = ( 1122 ). Ñëó÷àé λ, µ ∈ Θ∗

1 ðàññìàòðèâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî.

Â ñëó÷àå æå λ, µ ∈ Ξ1 ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü ïÿòü ñëó÷àåâ:
λ = w− ( 1111 ), à µ ìîæåò îêàçàòüñÿ â îäíîé èç ïÿòè îðáèò ïàðû
(λ, µ) (íî âíóòðè ýòèõ îðáèò ìû âîëüíû âûáèðàòü ëþáîé ýëåìåíò).
Â ñëó÷àÿõ µ ∈ {w8, w13, w15, w23} êîðåíü ( 1231 ) îáëàäàåò òðåáóå-
ìûì ñâîéñòâîì, à â ñëó÷àå µ = w12 ìîæíî ïîëîæèòü α = ( 1242 ).

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ñëó÷àþ P4. Â ýòîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì òðè
ìíîæåñòâà: Θ4 = {w2, w3, w4, w5, w7, w8, w10, w13}, Θ∗

4 � ìíîæåñòâî,
ñèììåòðè÷íîå Θ4, è Ξ4 = {w6, w9, w11, w12, w14, w15, w16, w17}. Â ñëó-
÷àÿõ Θ4 è Θ∗

4 ãðóïïà Âåéëÿ òèïà B3 ìîæåò ïåðåâåñòè ïåðâûé êîðåíü
ïàðû â ìàêñèìàëüíûé âåñ, à äëÿ âòîðîãî êîðíÿ îñòàþòñÿ äâå âîç-
ìîæíîñòè. Äëÿ Θ4 â îáîèõ ñëó÷àÿõ ((w2, w3) è (w2, w7)) ïîäõîäèò
α = ( 1121 ), Θ∗

4 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî, à â ñëó÷àå Ξ4 ïàðå
(w6 − β, wj) ïîäõîäèò êîðåíü α = ( 2342 )− β. ¤

Òåïåðü ïåðåéä¼ì íåïîñðåäñòâåííî ê èçâëå÷åíèþ èç ïîäãðóïï Pi.

Ïðåäëîæåíèå 5. Åñëè H ñîäåðæèò íåöåíòðàëüíûé ýëåìåíò, ëå-
æàùèé â ñîáñòâåííîé ïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïå Pi, i ∈ {1, 4}, òî
H ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûé êîðíåâîé ýëåìåíò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî g = zv, ãäå z ∈ Li, v ∈ Ui,
ïðè÷¼ì z 6= εe. Ôèêñèðóåì α ∈ Σi è ðàññìîòðèì êîììóòàòîð

u = [g, xα(1)] = [zv, xα(1)] = z[v, xα(1)][z, xα(1)].

Â ñëó÷àå P1 íàøà öåëü � ïîïàñòü â êîììóòàíò óíèïîòåíòíîãî ðàäè-
êàëà [U1, U1], ò.å. â êîðíåâóþ ïîäãðóïïó êîðíÿ δ = ( 2342 ). Îòìå-
òèì, ÷òî ïåðâûé ñîìíîæèòåëü � z[v, xα(1)] � óæå ëåæèò â [U1, U1],
à âîò âòîðîé ïðèíàäëåæèò ïîêà òîëüêî U1 è ìîæåò èìåòü íåíó-
ëåâûå êîýôôèöèåíòû ïðè íå ðàâíûõ δ êîðíÿõ â ðàçëîæåíèè u =
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∏

α∈Σ1
xα(uα). Åñëè uα 6= 0 äëÿ êàêîãî-ëèáî α ∈ U1 \ {δ, ( 1121 )},

òî, âûáèðàÿ ìèíèìàëüíûé òàêîé α, ïîëó÷àåì
[u, xδ−α(1)] = xδ(±uα) ∈ H, �

òðåáóåìûé êîðíåâîé ýëåìåíò. Îñòà¼òñÿ òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà ìèíè-
ìàëüíûé α ñ íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòîì � ýòî ( 1121 ). Íî òîãäà
ìîæíî ïðåäâàðèòåëüíî ïðîêîììóòèðîâàòü, íàïðèìåð, [u, x

( 0001 )
(1)],

çàìåíèâ òåì ñàìûì ( 1121 ) íà ( 1122 ) è ñâåäÿ ê ïðåäûäóùåìó
ñëó÷àþ.

Â ñëó÷àå P4 ìû òàêæå ñòðåìèìñÿ ïîïàñòü â δ = ( 2342 ). Íà ïåð-
âîì øàãå ìû ïîïàäàåì â [U4, U4] òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå,
à çàòåì, âûáèðàÿ ìèíèìàëüíûé èç ýëåìåíòîâ ñ íåíóëåâûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè â ðàçëîæåíèè α ∈ [U4, U4], êîììóòèðóåì [u, xδ−α(1)].

¤
Âûâåäåì èç äàííîãî ïðåäëîæåíèÿ äâà ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè xα(ξ)xβ(ζ), α, β ∈ Φl, ñòàáèëèçèðóåò êàêîé-
òî ñòîëáåö ìàòðèöû g ∈ H, íî íå êîììóòèðóåò ñ g, òî H ñîäåð-
æèò íåòðèâèàëüíûé êîðíåâîé ýëåìåíò.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî çíà÷èò, ÷òî z = [g, x] ∈ H ëåæèò â ïàðàáî-
ëè÷åñêîé ïîäãðóïïå P4. Òàê êàê x íå êîììóòèðóåò ñ g, z ïî ïðåä-
ëîæåíèþ 3 íåöåíòðàëåí, è ïî ïðåäëîæåíèþ 5 H ñîäåðæèò íåòðè-
âèàëüíûé êîðíåâîé ýëåìåíò. ¤
Ñëåäñòâèå 2. Åñëè äëÿ íåöåíòðàëüíîãî ýëåìåíòà g ∈ H åãî êîì-
ìóòàòîð [g, xα(1)] ñ êîðíåâûì ýëåìåíòîì xα(1) äëÿ êàêîãî-òî êîð-
íÿ α ∈ Φ öåíòðàëåí, òî H ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûé ýëåìåíòàð-
íûé êîðíåâîé ýëåìåíò.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ïðåäëîæåíèå 3, çàòåì ïðåä-
ëîæåíèå 2, à çàòåì ïðåäëîæåíèå 5. ¤

6. Îñíîâíàÿ ëåììà
Ëåììà 5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàêîãî-òî íåöåíòðàëüíîãî ýëå-
ìåíòà g ∈ H âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî g′σλ = 0 äëÿ âñåõ σ ∈ Λ, d(λ, σ) =
2, ãäå λ � ìàêñèìàëüíûé âåñ 27-ìåðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû F4.
Òîãäà H ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûé êîðíåâîé ýëåìåíò.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â äîêàçàòåëüñòâå ìû ïîñòîÿííî èñïîëüçóåì ñëå-
äóþùèå ôîðìóëû (ñì. ëåììó 2), íà êîòîðûõ è îñíîâàíû ïðàêòè÷å-
ñêè âñå ðàññóæäåíèÿ íàñòîÿùåé ñòàòüè:

(xα(ξ)g)νµ = gνµ ± ξgν−α,µ, (gxα(ξ))νµ = gνµ ± ξgν,µ+α (1)
Ðàññìîòðèì ëþáûå äâà ðàçëè÷íûõ âåñà µ, ν ∈ Λ, òàêèõ, ÷òî λ −

µ ∈ Φl, λ − ν ∈ Φl, ãäå Φl � ìíîæåñòâî âñåõ äëèííûõ êîðíåé Φ.
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Ðàññìîòðèì êîðíåâîé ýëåìåíò x(µ, ν) = xα(g′νλ)xβ(g′µλ), ãäå α =
λ− µ, β = λ− ν. Òîãäà

(g−1x)ρσ = g′ρσ ± g′νλg
′
ρ,σ+α ± g′µλ(g

′
ρ,σ+β ± g′νλg

′
ρ,σ+β+α) (2)

(xg−1)ρσ = g′ρσ ± g′µλg
′
ρ−α,σ ± g′νλ(g

′
ρ−β,σ ± g′µλg

′
ρ−β−α,σ). (3)

Îòìåòèì, ÷òî, åñëè λ − ρ ∈ Φ, α ∈ Φl, è ρ − α ∈ Λ, òî d(λ, ρ −
α) = 2 (ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü, èñïîëüçóÿ âåñîâóþ äèàãðàììó). Èç
ýòîãî ñâîéñòâà è (2) ñëåäóåò, ÷òî (g−1x)∗λ = g−1

∗λ è, òàêèì îáðàçîì,
[g, x]∗λ = vλ.

Òåïåðü èç ñëåäñòâèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî ëèáî z íåöåíòðàëåí, è, òàêèì
îáðàçîì, H ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûé êîðíåâîé ýëåìåíò, ëèáî âñå
òàêèå z öåíòðàëüíû è, ïî ïðåäëîæåíèþ 3, ðàâíû e. Â ïîñëåäíåì
ñëó÷àå g−1 êîììóòèðóåò ñî âñåìè x(µν), è, åñëè òåïåðü â (2) è (3)
çàìåíèòü σ íà µ, òî ìû óâèäèì, ÷òî g′ρλg

′
µλ = 0 äëÿ âñåõ òåõ ρ, µ ∈ Λ,

äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò òàêîé âåñ ν ∈ Λ, ÷òî

λ− µ ∈ Φl, λ− ν ∈ Φl, µ + β /∈ Φl, ρ− α /∈ Λ, ρ− α /∈ Λ, (4)

ãäå α = λ− µ, β = λ− ν.
Ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî âûøåïðèâåä¼ííîå óñëîâèå

ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùèì ðàâåíñòâàì:

g′6λg
′
ρλ = 0, ρ 6= 7, 8, 10, 13, 17, (5)

g′9λg
′
ρλ = 0, ρ 6= 3, 5, 10, 13, 16, (6)

g′11λg
′
ρλ = 0, ρ 6= 2, 3, 5, 8, 13, 15, (7)

g′15λg
′
ρλ = 0, ρ 6= 2, 4, 7, 10, 11, (8)

g′16λg
′
ρλ = 0, ρ 6= 2, 3, 7, 8, 9, (9)

g′17λg
′
ρλ = 0, ρ 6= 2, 3, 4, 5, 6, (10)

ãäå âåñà ïðîíóìåðîâàíû ñîãëàñíî ðèñ. 3.
×òîáû ðàññìîòðåòü îñòàëüíûå ñëó÷àè, íóæíî íàéòè òàêèå êîðíå-

âûå ýëåìåíòû xγ(ξ), ÷òî (xγ(ξ)g
−1)∗λ = g−1

∗λ , äëÿ òîãî ÷òîáû ïðèìå-
íèòü ñëåäñòâèå 1 è äîêàçàòü, ÷òî g êîììóòèðóåò ñ xγ(ξ). Ïîëîæèâ
ξ = g′µλ äëÿ òàêîãî µ, ÷òî λ − µ ∈ Φl, âèäèì, ÷òî óñëîâèå ñòàáèëè-
çàöèè ïåðâîãî ñòîëáöà, ïî (1), ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

g′µλg
′
ρ−γ,λ = 0 ∀ρ ∈ Λ.

Èòàê, ìû èùåì òàêèå γ, ÷òî äëÿ êàæäîãî ρ

ρ− γ /∈ Λ, d(ρ− γ, λ) = 2, ëèáî óæå äîêàçàíî, ÷òî g′µλg
′
ρ−γ,λ = 0.

(11)
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Åñëè ìû íàéä¼ì òàêèå γ, òî ëèáî H óæå ñîäåðæèò íåòðèâèàëü-
íûé êîðíåâîé ýëåìåíò, ëèáî g êîììóòèðóåò ñ xγ(g

′
µλ). Â ïîñëåäíåì

ñëó÷àå

g′τσ ± g′µλg
′
τ−γ,σ = (xγ(g

′
µλ)g

−1)τσ =

= (g−1xγ(g
′
µλ))τσ = g′τσ ± g′µλg

′
τ,σ+γ. (12)

Ñëåäîâàòåëüíî, g′µλg
′
ρλ = 0 äëÿ âñåõ òàêèõ µ, ρ ∈ Λ, ÷òî ñóùåñòâóåò

òàêîå γ ∈ Φ, ÷òî ρ−γ /∈ Λ, λ−γ ∈ Λ, è äëÿ âñÿêîãî ρ γ óäîâëåòâîðÿåò
îäíîìó èç óñëîâèé (11). Ñåé÷àñ ìû óêàæåì êîðíè, êîòîðûå íóæíî
ðàññìîòðåòü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëó÷àåâ, íå ðàññìîòðåííûõ â (5)-
(10). Îòìåòèì, ÷òî ïîðÿäîê âû÷èñëåíèé èìååò çíà÷åíèå: èíîãäà ìû
èñïîëüçóåì äîêàçàííûå ðåçóëüòàòû äëÿ èñïîëíåíèÿ óñëîâèé ïîñëå-
äóþùèõ ñëó÷àåâ. Èìåííî ïîýòîìó íåêîòîðûå êîðíè ïîÿâëÿþòñÿ â
äîêàçàòåëüñòâå áîëåå îäíîãî ðàçà.

γ = ( 0001 ) =⇒ g′6λg
′
7λ = 0, g′9λg

′
3λ = 0, g′15λg

′
7λ = 0.

γ = ( 0011 ) =⇒ g′6λg
′
8λ = 0, g′9λg

′
5λ = 0, g′15λg

′
2λ = 0.

γ = ( 0111 ) =⇒ g′11λg
′
2λ = 0, g′11λg

′
5λ = 0, g′16λg

′
2λ = 0, g′6λg

′
10λ = 0.

γ = ( 0001 ) =⇒ g′11λg
′
3λ = 0.

γ = ( 1111 ) =⇒ g′9λg
′
10λ = 0, g′11λg

′
8λ = 0, g′17λg

′
4λ = 0, g′17λg

′
2λ = 0.

γ = ( 1120 ) =⇒ g′6λg
′
13λ = 0, g′16λg

′
3λ = 0, g′15λg

′
4λ = 0.

γ = ( 1222 ) =⇒ g′9λg
′
16λ = 0.

γ = ( 1121 ) =⇒ g′9λg
′
13λ = 0, g′17λg

′
3λ = 0.

γ = ( 1220 ) =⇒ g′16λg
′
9λ = 0, g′15λg

′
11λ = 0.

γ = ( 0001 ) =⇒ g′15λg
′
7λ = 0. γ = ( 1111 ) =⇒ g′15λg

′
10λ = 0.

γ = ( 1221 ) =⇒ g′6λg
′
17λ = 0, g′16λg

′
7λ = 0, g′16λg

′
8λ = 0.

γ = ( 0011 ) =⇒ g′17λg
′
5λ = 0. γ = ( 1120 ) =⇒ g′11λg

′
13λ = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî g′µλg
′
ρλ = 0 äëÿ âñÿêîãî ρ, µ ∈

Λ, λ − µ ∈ Φl. ×òîáû ðàññìîòðåòü îñòàëüíûå ñëó÷àè, äîñòàòî÷íî
çàìåòèòü, ÷òî ìû ìîãëè çàìåíèòü ξ â âûðàæåíèè (xγ(ξ)g

−1)∗λ = g−1
∗λ

íà g′µλ äëÿ ëþáîãî µ, è ïåðâûé ñòîëáåö áóäåò ñòàáèëèçèðîâàí, åñëè
g′µλg

′
ρ−γ,λ = 0 äëÿ âñÿêîãî ρ ∈ Λ. Çàòåì, ïî (12) (çàìåíèâ σ íà λ−γ),

ïîëó÷èì g′µλg
′
σλ = 0 äëÿ âñåõ µ, σ òàêèõ, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå

γ, ÷òî ïåðâûé ñòîëáåö ñòàáèëèçèðîâàí, τ − γ /∈ Λ, è λ − γ ∈ Λ.
Òåïåðü ëåãêî íàéòè òàêîå γ äëÿ êàæäîé ïàðû âåñîâ, ïîòîìó ÷òî
ìû ìîæåì ïðîñòî âûáðàòü òàêîå γ ∈ Φl, ÷òî τ − γ /∈ Λ � ïåðâûé
ñòîëáåö àâòîìàòè÷åñêè áóäåò ñòàáèëèçèðîâàí ïî óæå äîêàçàííîìó
âûøå (íóæíî ëèøü ïîçàáîòèòüñÿ î òîì, ÷òîáû ρ − γ íå îêàçàëîñü
ðàâíûì âåñó 12 èëè 14, íî ýòîãî òàêæå ëåãêî èçáåæàòü).

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî g′µλg
′
νλ = 0 äëÿ âñåõ µ, ν ∈ Λ. Èíûìè

ñëîâàìè, åñëè A � èäåàë â R, ïîðîæä¼ííûé ýëåìåíòàìè g′µλ, µ 6= λ,
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òî A2 = 0. Êðîìå òîãî, ðåäóêöèÿ ïî ìîäóëþ A ïîêàçûâàåò, ÷òî è
gµλ ∈ A äëÿ âñåõ µ 6= λ.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü êîììóòàòîð z = [g, xα(1)], α ∈ Φl. Ñòîëáåö
v = xα(1)g−1

∗λ îòëè÷àåòñÿ îò g−1
∗λ òîëüêî òåì, ÷òî vλ = g′λλ + g′µλ, à

îñòàëüíûå ýëåìåíòû ñîâïàäàþò. Ýòî çíà÷èò, ÷òî gxg−1
∗λ ïðîïîðöèî-

íàëåí áàçèñíîìó ñòîëáöó vλ, è z ëåæèò â ïàðàáîëè÷åñêîé ïîäãðóïïå
òèïà P1. Çíà÷èò, H ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûé êîðíåâîé ýëåìåíò ëè-
áî ïî ñëåäñòâèþ 1 (åñëè z íåöåíòðàëåí), ëèáî ïî ñëåäñòâèþ 2. ¤

7. Äîêàçàòåëüñòâî èç Êíèãè
Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1 íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ íåöåí-

òðàëüíàÿ ïîäãðóïïà H â G = G(Φ, R), Φ = F4, íîðìàëèçóåìàÿ
ýëåìåíòàðíîé ïîäãðóïïîé E(Φ, R), ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûé ýëå-
ìåíòàðíûé êîðíåâîé ýëåìåíò. Ðàññìîòðèì íåöåíòðàëüíûé g ∈ H.
Âîçüì¼ì ëþáîé α ∈ Φ. Åñëè õîòÿ áû äëÿ îäíîãî êîðíÿ α ∈ Φ
êîììóòàòîð [g, xα(1)] öåíòðàëåí, òî ïî ñëåäñòâèþ 2 ïîäãðóïïà H
ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûé êîðíåâîé ýëåìåíò. Ïîýòîìó ìîæíî ñ ñà-
ìîãî íà÷àëà ñ÷èòàòü, ÷òî g ∈ H � ïðîèçâåäåíèå êîðíåâîãî ýëåìåíòà
íà ýëåìåíòàðíûé êîðíåâîé ýëåìåíò.

Ýëåìåíò g íå áîëåå ÷åì â 11 ñòîëáöàõ îòëè÷àåòñÿ îò êîðíåâîãî
ýëåìåíòà. Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå 16 ñòîëáöîâ óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèÿì îñíîâíîé ëåììû. Ïîýòîìó H ñîäåðæèò íåòðèâè-
àëüíûé êîðíåâîé ýëåìåíò.

8. Çàêëþ÷åíèå è îòêðûòûå ïðîáëåìû
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðíàÿ òåîðåìà äëÿ ãðóïï

Øåâàëëå òèïà F4 íàä êîììóòàòèâíûìè êîëüöàìè (óäîâëåòâîðÿþ-
ùèìè óñëîâèþ 2R + R2 = R). Îäíàêî ìåòîäû, ïðèìåí¼ííûå â íà-
ñòîÿùåé ðàáîòå, ïîçâîëÿò äîêàçàòü è áîëåå èíòåðåñíûå ðåçóëüòà-
òû. Â ÷àñòíîñòè, â áëèæàéøèõ ïëàíàõ � äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷-
íîé ñòðóêòóðíîé òåîðåìû äëÿ ñêðó÷åííûõ ôîðì ãðóïï Øåâàëëå, â
÷àñòíîñòè, äëÿ ãðóïï òèïà 2E6. Ýòà òåîðåìà ñòàíåò íîâûì ðåçóëü-
òàòîì.

Êðîìå òîãî, ðàçâèòûå çäåñü ìåòîäû äîïóñêàþò è äðóãèå ïðèìå-
íåíèÿ. Íàïðèìåð, îíè ìîãóò ïîçâîëèòü îïèñàòü ïîäãðóïïû G(Φ, R),
íîðìàëèçóåìûå E(∆, R), ãäå ∆ ⊆ Φ, èëè îïèñàòü ïîäãðóïïû GL(27, R),
íîðìàëèçóåìûå E(E6, R) èëè E(F4, R). Âîçìîæíû è äðóãèå ïðèìå-
íåíèÿ â îïèñàíèè ñòðóêòóðûå ðåø¼òêè ïîäãðóïï ãðóïï Øåâàëëå
íàä êîììóòàòèâíûìè êîëüöàìè.
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