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STROENIE GRUPP XEVALLE�

DOKAZATEL�STVO IZ KNIGI

V nasto�we� stat�e my podrobno opisyvaem novy� geometri�
qeski� podhod k dokazatel�stvu osnovnyh strukturnyh teorem
dl� grupp XevalleG � G��� R� tipov � � F��E��E� nad kommuta�
tivnym kol�com R� kotory� predlo�en v ���	 i ���	
 My sqitaem�
qto �tot podhod daet okonqatel�noe dokazatel�stvo strukturnyh
teorem i� sledu� �rdexu� nazyvaem ego Dokazatel�stvom iz

Knigi�
 V ide�nom otnoxenii Dokazatel�stvo iz Knigi goraz�
do prowe kak lokalizacionnyh metodov tipa localisation and

patching ili localisation�completion� tak i geometriqeskogo
metoda razlo�eni� unipotentov� dal�ne�xim razvitiem koto�
rogo on �vl�ets�
 My illstriruem Dokazatel�stvo iz Knigi
na primere klassiqesko� problemy opisani� normal�nogo stro�
eni� gruppy G� ili� na sovremennom �zyke� opisani� podgrupp
G� normalizuemyh �lementarno� podgruppo� E � E��� R�


V otliqie ot state� ���	 i ���	� predstavl�wih sobo� raz�
vernutye izlo�eni� diplomnyh rabot vtorogo i tret�ego avto�
rov� vypolnennyh pod rukovodstvom pervogo� nasto�wa� stat��
�vl�ets� tekstom obzornogo doklada s tem �e nazvaniem� s ko�
torym my neskol�ko raz vystupali v razliqnyh universitetah

Issledovani�� sostavivxie osnovu nasto�we� raboty� vypolneny v
ramkah proektov RFFI ��	��	��
�� �SPbGU i ��	��	����
 �POMIRAN
i INTAS ���������� i byli podder�any grantami Minvuza �Geometri�
kornevyh podgrupp� PD���������� i �Nadgruppy poluprostyh grupp� E���
������� Znaqitel�na� qast� raboty nad stat��mi ����� ���� osuwestvlena v
universitete Bilefel�da pri podder�ke SFB����� INTAS ��	��� i ��le�
rovsko� programmy DAAD� Pervy� avtor priznatelen tak�e za podder�ku
programmyMinvuza �Razvitie nauqnyh xkol Sankt�Peterburga v oblasti
teoretiqesko� i prikladno� matematiki� na zakl�qitel�nom �tape rabo�
ty nad nasto�we� stat�e�� Rabota tret�ego avtora byla podder�ana Fede�
ral�nym agentstvom po nauke i innovaci�m �gos� kontrakt No� ���������	�

i INTAS Fellowship Grant No� �����	������

�V ���� godu sovet ravvinov Universiteta Bar Ilan oficial�no raz�
rexil avtoram ispol�zovanie �togo nazvani��

��
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i na konferenci�h
 V protivopolo�nost� ���	 i ���	 zdes� my
ne privodim detali faktiqeskih vyqisleni�� no zato sravniva�
em razliqnye dokazatel�stva i detal�no obsu�daem nekotorye
principial�nye ide�nye aspekty
 Qtoby postavit� izlo�enie
v kontekst� my rezmiruem suwestvuwie geometriqeskie doka�
zatel�stva dl� klassiqeskih grupp ���	� ���	����	� ���	� ��	� ��	�
��	� ���	� ���	� ���	� a tak�e dokazatel�stva dl� isklqitel�nyh
grupp� osnovannye na metode razlo�enii unipotentov� sm
 ����
��� ��� ��� ��� �	
 Zametim� qto ne tol�ko central�ny� fragment
stat�i ���	� no i nekotorye vyqisleni� iz stat�i ��	 publikut�
s� zdes� vpervye
 V to �e vrem�� zdes� my voobwe ne kasaems�
lokalizacionnyh dokazatel�stv �po �tomu povodu sm
 ���� ��� ���
�����	� ���	����	� ���	����	� ���	� ���	� ���	����	� gde mo�no na�ti
mnogo dal�ne�xih ssylok�


My uvereny� qto razliqnye varianty Dokazatel�stva iz Kni�
gi primenimy ko vsem strukturnym rezul�tatam� spravedlivym
dl� proizvol�nyh kommutativnyh kolec
 V kaqestve takih re�
zul�tatov mo�no upom�nut� opisanie avtomorfizmov G� opisa�
nie razliqnyh klassov podgrupp� zadanie E obrazuwimi i so�
otnoxeni�mi i t
d
 Toqno tak �e my uvereny� qto analogiq�
noe dokazatel�stvo mo�no provesti i dl� gruppy Xevalle tipa
E�� no� tak kak u �to� gruppy net mikrovesovyh predstavleni��
mnogie detali dokazatel�stv v �tom sluqae stanov�ts� zametno
slo�nee i my ne smogli poka preodolet� vse voznikawie zdes�
tehniqeskie trudnosti


x�� Fon i istori�

V nasto�we� rabote my izuqaem isklqitel�nye gruppy Xe�
valle G��� R� tipa � � E��E��E��F� nad kommutativnym kol��
com R
 Poskol�ku my ne mo�em ob��sn�t� vse ispol�zuemye na�
mi slova� predpolagaets�� qto prisutstvuwie imet nekotoroe
pon�tie ob algebrah Li i ih predstavleni�h� a tak�e ob alge�
braiqeskih gruppah
 Krome togo� predpolagaets�� qto oni pro�
qli lbo� kanoniqeski� istoqnik po teorii grupp Xevalle�
ska�em� ��	� ���	� ili ���	� pritom dostatoqno vnimatel�no� qto�
by byt� v sosto�nii razobrat�s� hot� by v odno� � lbo�� � iz
state� ��	����	� ���	����	� ���	� ���	� ���	� ���	� ���	� ���	� ���	����	�
���	� ���	����	� ���	
 Istoriqeski sovremennye postanovki ras�
smatrivaemyh nami voprosov v tako� obwnosti voznikli tol�ko
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v algebraiqesko� K�teorii� a nekotorye naxi vyqisleni� pa�
rodirut standartnu tehniku teorii predstavleni� algebra�
iqeskih grupp i teorii invariantov
 Nekotoroe znakomstvo s
�timi uqeni�mi ne mo�et povredit�� no� strogo govor�� ne �vl��
ets� neobhodimym dl� ponimani� nasto�we� raboty
 Naxi obo�
znaqeni� sovpadat s ispol�zuemymi v ���	����	� ���	� ���	� ���	�
���	� ���	� po�tomu nasto�wu rabotu luqxe vsego qitat� vmeste
s kakimi�to iz �tih rabot


Vse izvestnye dokazatel�stva strukturnyh teorem osnovany
na indukcii po razmernosti osnovnogo kol�ca R� i indukcii po
rangu gruppy l � rk���� ili kombinacii togo i drugogo
 Po oqe�
vidnym priqinam my nazyvaem dokazatel�stva� osnovannye na
indukcii po razmernosti� t
e
 takie dokazatel�stva� kotorye za�
vis�t ot prirody osnovnogo kol�ca� arifmetiqeskimi
 S dru�
go� storony� dokazatel�stva� osnovannye na indukcii po rangu�
ne zavis�t ot osnovnogo kol�ca�� oni funkcionirut isklqi�
tel�no v terminah geometrii podle�awego modul� i po�tomu na�
zyvats� geometriqeskimi


Do serediny �����h godov strukturnye teoremy byli izvest�
ny lix� v nekotoryh oqen� special�nyh sluqa�h� takih kak
nul�mernye kol�ca i nekotorye odnomernye kol�ca arifmeti�
qeskogo proisho�deni�� takie� kak oblasti Hasse
 Dl� klassi�
qeskih grupp nad koneqnymi pol�mi �ti teoremy vpervye po�vi�
lis� v rabotah Kamilla �ordana� Leonarda Diksona i �liaki�
ma Mura v poslednie des�tileti� XIX veka
 Vposledstvii �an
D�edonne� Klod Xevalle� �ak Tits i mnogie drugie obobwili
ih na xirokie klassy grupp� vklqa� klassiqeskie gruppy nad
telami� isklqitel�nye gruppy Xevalle i drugie izotropnye
� no ne ob�zatel�no raswepimye� � algebraiqeskie gruppy nad
pol�mi
 Obobweni� na nul�mernye i arifmetiqeskie kol�ca na�
qali voznikat� v �����e gody v rabotah D�o�l� Brennera i poz�
�e� v naqale �����h godov� v rabotah Vil�gel�ma Klingenberga
i �ensa Mennike� priqem potok publikaci� na �tu temu ne is�
s�k do sih por� hot� ideologiqeski �to napravlenie polnost�
isqerpalo seb� s po�vleniem algebraiqesko� K�teorii


V ���� godah proizoxel podlinny� vzryv obwnosti� kotory�
naqals� s rabot Ha�mana Bassa ��	
 Odnim iz samyh plodotvor�
nyh aspektov ego raboty bylo porazitel�noe otkrytie� qto v

�Po kra�ne� mere� esli ono kommutativno�
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line�no� algebre otvety na bol�xinstvo voprosov tem prowe�
qem vyxe razmernost� rassmatrivaemyh ob�ektov �ska�em� ran�
gi proektivnyh module�� stepeni matric i t
d
�� priqem dl� do�
statoqno bol�xih � ska�em� beskoneqnyh� � razmernoste� otvet
voobwe ne zavisit ni ot osnovnogo kol�ca� ni ot rassmatriva�
emo� razmernosti
 �to �vlenie nazyvaets� stabilizacie�
 V
kontekste algebraiqeskih grupp stabilizaci� utver�daet� qto
vse strukturnye voprosy dopuskat standartnye otvety dl�
grupp� rang kotoryh velik po sravneni s razmernost� osnov�
nogo kol�ca
 V de�stvitel�nosti� Bass vvel novy� tip razmer�
nosti� special�no sozdanny� dl� kontrol� podobnyh voprosov�
� stabil�ny� rang
 Sam on ispol�zoval ego dl� togo� qtoby
dokazat� strukturnye rezul�taty dl� GL�n�R�� i vskore ego ra�
bota byla rasprostranena �ntoni Bakom na drugie klassiqe�
skie gruppy ���	
 Soverxenno zameqatel�nye rezul�taty v �tom
napravlenii byli poluqeny Ke�tom Dennisom� Vil�bertom van
der Kallenom� Ma�klom Ste�nom� Andreem Suslinym� Leoni�
dom Vaserxte�nom i drugimi


V seredine �����h godov bylo obnaru�eno� qto dl� kommu�
tativnyh kolec strukturnye teoremy vypoln�ts�� naqina� s
nekotorogo nebol�xogo ranga � ska�em� �� � ili �� � kotory�
zavisit tol�ko ot rassmatrivaemo� problemy� no ne ot raz�
mernosti rassmatrivaemogo kol�ca
 �to �vlenie poluqilo na�
zvanie kaqestvenno� stabilizacii
 Pervonaqal�ny� tolqok raz�
viti �togo napravleni� byl dan zameqatel�nymi teoremami
Uilsona�Golubqika i Suslina o normal�nom stroenii gruppy
GL�n�R�� ���	� ���	� ���	
 V teqenie posleduwego des�tileti�
analogiqnye rezul�taty dl� drugih podobnyh zadaq byli polu�
qeny Andreem Suslinym i ego uqenikami V�qeslavom Kope�ko
i Maratom Tulenbaevym ���	� ���	� Vil�bertom van der Kalle�
nom� Aleksandrom Mihalevym i Igorem Golubqikom� Zenonom
Boreviqem i Nikolaem Vavilovym ��	� Efimom Zel�manovym i
drugimi
 V ���	� ���	� ���	 mo�no na�ti dostatoqno podrobny�
obzor �togo �tapa i des�tki dal�ne�xih ssylok
 Istoriqeski
pervye dokazatel�stva podavl�wego bol�xinstva strukturnyh
rezul�tatov dl� klassiqeskih grupp byli geometriqeskimi i is�
pol�zovali matricy
 Odnako v to vrem�� nesmotr� na ogromnye
usili�� nikto ne smog perenesti �ti rezul�taty na isklqi�
tel�nye gruppy
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Primerno v to �e samoe vrem� dl� rexeni� problemy Ser�
ra o proektivnyh modul�h i ee vysxih analogov Dani�l Kvil�
len i Andre� Suslin razvili pervye versii moguwestvennogo
metoda lokalizacii i skleivani� ���	
 Pervonaqal�no �tot
metod primen�ls� dl� issledovani� ranne� stabilizacii� no v
���	 Leonid Vaserxte�n sdelal va�noe nabldenie� qto �tot
metod daet tak�e ewe odin podhod k dokazatel�stvu osnovnyh
strukturnyh teorem dl� klassiqeskih grupp
 Vposledstvii �tot
podhod xiroko �kspluatirovals� kak samim Vaserxte�nom� ko�
tory� opublikoval �� ili �� variaci� na �tu temu ���	� ���	 i
dr
� tak i mnogimi drugimi
 Zdes� mo�no upom�nut�� v qastno�
sti� va�nye raboty Li Fuan� ���	� ���	 i Vaserxte�na�� Ho�
na ���	
 Pervye polnye dokazatel�stva osnovnyh strukturnyh
teorem dl� isklqitel�nyh grupp byli poluqeny ��iqi Abe�
D�ovanni Taddei i Leonidom Vaserxte�nom ���	� ���	� ���	� ���	
v ��������� imenno s ispol�zovaniem tako� tehniki
 Primerno
odnovremenno s �timi rabotami �ntoni Bak ���	 pridumal ewe
bolee prosto� i mowny� metod lokalizacii�popolneni�� ko�
tory� mo�no s uspehom primen�t� v strukturno� teorii ���	 �
���	


V ���� godu Alekse� Stepanov ���	� ���	 otkryl bolee ostru
variaci metoda faktorizacii Suslina� i vskore posle �togo
pervy� avtor zametil� qto pri pomowi �togo metoda mo�no ohva�
tit� vse gruppy Xevalle
 V proste�xem variante �tot metod
sostoit v pred��vlenii �vnyh polinomial�nyh formul� vyra�
�awih �lementy kornevogo tipa v gruppe Xevalle kak proiz�
vedeni� �lementov kornevogo tipa� le�awih v sobstvennyh para�
boliqeskih podgruppah tipa Pi� po odno� dl� ka�dogo vesa fun�
damental�nogo predstavleni� V ��i�
 Soverxenno zameqatel�no�
qto �ti formuly nos�t qisto kombinatorny� harakter i nikak
ne zavis�t ot prirody osnovnogo kol�ca
 V bolee slo�nyh slu�
qa�h udaets� dokazat� lix�� qto takoe razlo�enie suwestvuet�
no napisat� �vnye formuly ne poluqaets�
 Smysl takogo roda
rezul�tatov sostoit v tom� qto oni pozvol�t svodit� vse vyqi�
sleni�� v kotoryh uqastvuet gruppa E��� R�� k analogiqnym vo�
prosam dl� grupp men�xego ranga
 Pri �tom sama �ta redukci�
osuwestvl�ets� pri pomowi �lementov kornevogo tipa� le�awih
v paraboliqesko� podgruppe kakogo�to drugogo tipa
 Naprimer�
kak my uvidim� pri pomowi vyqisleni� v A� vyqisleni� v E�
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mogut byt� svedeny k vyqisleni�m v D�
 Libo� v drugom vari�
ante� oni mogut byt� svedeny k vyqisleni�m v A� pri pomowi
vyqisleni� v D�
 S toqki zreni� bol�xinstva obyqnyh pri�
lo�eni� �ti redukcii �kvivalentny� no pri �tom poluqats�
raznye formuly� dawie razliqnye ocenki v bolee tonkih ko�
liqestvennyh voprosah
 Vpervye �tot metod byl opublikovan v
sovmestno� rabote pervogo avtora� Evgeni� Plotkina i Alekse�
Stepanova ���	� gde on nazvan razlo�eniem unipotentov
 Poz�
�e detal�nye dokazatel�stva dl� klassiqeskih sluqaev i grupp
tipov E�� E� po�vilis� v ���	� ���	� ���	
 Podrobnoe opisanie vse�
go proekta mo�no na�ti v ���	


Krome �lementarnyh vyqisleni�� v kotoryh ispol�zuts�
lix� sootnoxeni� Ste�nberga me�du �lementarnymi obrazu�
wimi� metod razlo�eni� unipotentov treboval vyqisleni� s od�
nim stolbcom ili odno� stroko� matricy g � G��� R� v nekoto�
rom predstavlenii
 Tehnologi� takih vyqisleni� byla razvi�
ta v osnovopolagawih trudah Hide� Macumoto ���	 i Ma�kla
Ste�na ���	 i usoverxenstvovana v dal�ne�xem� v qastnosti� v
rabotah pervogo avtora i Evgeni� Plotkina ���	� ���	� ���	� ���	�
���	
 Odnim iz osnovnyh instrumentov pri faktiqeskom prove�
denii �tih vyqisleni� byli vesovye diagrammy� po suwestvu
voshod�wie k rabotam Evgeni� Dynkina ���h godov� sm
 ssylki
v ���	� ���	� ���	
 Dl� teh sluqaev� kotorye faktiqeski voznika�
t pri dokazatel�stve strukturnyh teorem� vesovye diagrammy
sovpadat s vvedennymi Masaharu Kaxivara kristalliqeski�
mi grafami
 S toqki zreni� bol�xinstva praktiqeskih cele�
vesovye diagrammy zamen�t matricy
 Bolee togo� dl� poda�
vl�wego bol�xinstva sluqaev oni gorazdo luqxe matric� tak
kak pravil�nee otra�at strukturu predstavleni�
 Tradicion�
na� zapis� matric vvodit line�ny� por�dok na vesah� kotory�
�vl�ets� fiktivno� dopolnitel�no� strukturo�� v bol�xinstve
sluqaev lix� zatrudn�we� vyqisleni��

Dl� klassiqeskih grupp � po kra�ne� mere v vektornyh pred�
stavleni�h � dokazatel�stva� poluqawies� na �tom puti� qrez�
vyqa�no prosty� ���	
 Odnako ih obobweni� na isklqitel�nye
gruppy okazalis� gorazdo hitree
 Priqina �togo sostoit v tom�
qto da�e v predstavleni�h naimen�xe� razmernosti v isklqi�
tel�nyh gruppah nedostatoqno unipotentov dl� togo� qtoby sta�
bilizirovat� proizvol�ny� stolbec� i �to vynu�daet ispol��
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zovat� uravneni� na stolbec
 Imenno v �tom meste po�vl�ets�
osnovna� tehniqeska� trudnost� � neobhodimost� soglasovat�
znaki strukturnyh konstant so znakami uravneni�
 V ���������
my byli ne v sosto�nii na�ti konceptual�noe ob��snenie sogla�
sovannosti �tih znakov i vmesto �togo polagalis� na obxirnye
vyqisleni�� v tom qisle komp�ternye
 V ���	 po �tomu povodu
prosto govorits�� qto �mo�no proverit� � qto znaki soglasova�
ny
 Dl� vseh mikrovesovyh i prisoedinennyh predstavleni� �to
bylo faktiqeski prodelano Evgeniem Plotkinym i pervym avto�
rom v ��������� godah s ispol�zovaniem komp�terov
 Vnaqale
my prosto vodili pal�cami po �neopublikovannym� tablicam�
kotorye prislali nam Pol� Gilki i Gari Ze�tc ���	� a potom
napisali svoi sobstvennye programmy dl� �tih cele� na �zyke
Mathematica � odnim iz nabldaemyh poboqnyh produktov �to�
de�tel�nosti �vl�ets� ���	� no sotni stranic koda i tablic su�
westvut tol�ko v �lektronnom vide
 Pervoe polnoe apriornoe
dokazatel�stvo dl� mikrovesovyh predstavleni� grupp tipov E�
i E� bylo na�deno nami v seredine �����h godov i opublikovano
v ���	
 Polnoe dokazatel�stvo dl� prisoedinennyh predstavle�
ni� tol�ko se�qas gotovits� k peqati ��	� ��	� i dr


x	� Standartnoe opisanie

!ponska� poslovica utver�daet� qto cvetoqnost� cvetka go�
razdo legqe uvidet� v odnom cvetke� qem v tys�qe cvetkov � vpro�
qem� �ponski� original� skoree vsego� govorit o des�ti tys�qah
cvetkov
 V nasto�wem doklade my skoncentriruems� isklqi�
tel�no na opisanii podgrupp v gruppe Xevalle G��� R�� norma�
lizuemyh �lementarno� gruppo� E��� R�
 Napomnim� qto gruppa
E��� R� poro�dena vsemi �lementarnymi kornevymi unipoten�
tami x����� gde � � �� a � � R
 Odnako polezno pomnit�� qto �to
vsego lix� probna� zadaqa� na kotoro� my sravnivaem �ffektiv�
nost� i silu razliqnyh metodov
 V de�stvitel�nosti ka�dy� iz
�tih metodov mo�no primenit� k rexeni tys�q � ili des�tkov
tys�q" � analogiqnyh problem


�� Standartnoe opisanie� Itak� kak vygl�d�t podgruppy H
v G � G��� R�� normalizuemye E��� R�" Opixem� pre�de vsego�
oqevidnye podgruppy s �tim svo�stvom
 Pust� I E R � ideal v
R
 Rassmotrim gomomorfizm redukcii �I � G��� R� �� G��� R�I�
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Proobraz centra Cent�G��� R�I�� po otnoxeni k �tomu gomo�
morfizmu oboznaqaets� qerez C��� R� I� i nazyvaets� polno�
kongru�nc�podgruppo� urovn� I
 Gruppa

E��� R� I� � hx����� � � �� � � IiE���R	

nazyvaets� �lementarno� podgruppo� urovn� I
 Standartnoe
opisanie podgrupp� normalizuemyh E��� R�� sostoit v sledu�
wem# dl� ka�do� tako� podgruppy H suwestvuet edinstvenny�
ideal I E R tako�� qto

E��� R� I� � H � C��� R� I��

Po �tomu povodu sleduet otmetit� takie dva momenta#

� Qasto v pon�tie standartnogo opisani� vklqaets� tak�
�e trebovanie� qto �tot ideal I opredel�ets� iz ravenstva
�H�E��� R�� � E��� R� I�
 �to trebovanie zavedomo vypolneno�
esli v G vypoln�ts� standartnye kommutacionnye formu�
ly#

�G��� R�� E��� R� I�� � �E��� R�� C��� R� I�� � E��� R� I��

po�tomu nekotorye avtory vklqat v pon�tie standarnogo opi�
sani� i vypolnenie kommutacionnyh formul
 Dl� klassiqeskih
grupp nad proizvol�nym kommutativnym kol�com perva� kommu�
tacionna� formula vpervye dokazana Suslinym i Kope�ko ���	�
���	� ���	� a vtora� � Vaserxte�nom i Boreviqem�Vavilovym
���	� ��	� ��	� a dl� isklqitel�nyh grupp � Taddei ���	 i Vaser�
xte�nom ���	
 V rabotah ���	� ���	 � ���	� ���	� ���	 mo�no na�ti
detal�ny� obzor i ewe neskol�ko dokazatel�stv


� �tot otvet zavedomo ne imeet mesta dl� gruppy Sp��l� R� nad
takim kol�com R� v kotorom � ne �vl�ets� obratimo�� i dl� ne�
kotoryh grupp malen�kogo ranga
 Pri �tom naruxenie standart�
nosti dl� grupp malen�kogo ranga sv�zano imenno s naruxeniem
standartnyh kommutacionnyh formul � �ti gruppy ne �vl�t�
s� soverxennymi
 V to �e vrem� dl� simplektiqesko� gruppy
�to otklonenie nosit neustranimy� harakter� sv�zano s feno�
menom gibridizacii
 i ne mo�et byt� pravil�no istolkovano

�Po�vleni� grupp� kotorye po odnim maksimal�nym idealam vedut seb�
kak ortogonal�nye� a po drugim 	 kak simplektiqeskie�
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bez privleqeni� teorii Baka formennyh parametrov i formen�
nyh idealov


V nasto�we� stat�e� gde my interesuems� glavnym obrazom
isklqitel�nymi gruppami tipov E�� E�� E� i F�� my ne budem
podrobno ostanavlivat�s� na �tih fenomenah� tem bolee� qto oni
vo vseh detal�h issledovany v zameqatel�nyh rabotah Kosty i
Kellera ���	����	


x
� Osnovnye redukcii

Ka�dy�� kto zadumyvals� nad standartnym opisaniem ili
proqel dve�tri raboty na �tu temu� znaet� qto pri uslovii vy�
polneni� standartnyh kommutacionnyh formul dl� dokazatel��
stva standartnogo opisani� dostatoqno dokazat� gorazdo bolee
prosto�� na pervy� vzgl�d� fakt


� Level reduction� qtoby dokazat� standartnoe opisanie� do�
statoqno proverit�� qto ka�da� necentral�na� podgruppa H so�
der�it netrivial�ny� �lementarny� kornevo� unipotent x�����
� � R�


� Parabolic reduction� qtoby garantirovat� naliqie v H ne�
trivial�nogo unipotenta� dostatoqno pred��vit� necentral��
ny� �lement g � H� soder�awi�s� v sobstvenno� paraboliqe�
sko� podgruppe


Tako� plan dokazatel�stva byl vpervye predlo�en Ha�manom
Bassom v ���� godu i s teh por bez izmeneni� ispol�zuets� v
podavl�wem bol�xinstve publikaci��
 Status �tih redukci�
soverxenno razliqen
 Dokazatel�stvo pervo� iz nih zanimaet
neskol�ko stroqek� no samym suwestvennym obrazom zavisit ot
trudnogo vnexnego rezul�tata � standartnyh kommutacionnyh
formul
 S drugo� storony� vtora� redukci� �vl�ets� qisto teh�
niqesko�� no trebuet dostatoqno horoxego ponimani� stroeni�
paraboliqeskih podgrupp �de�stvi� podgruppy Levi na unipo�
tentnom radikale�
 Nesmotr� na to� qto �to utver�denie abso�
ltno oqevidno dl� ka�dogo professionala� imenno ego prover�
ka �priqem obyqno tol�ko dl� teh sluqaev� kotorye faktiqeski

�Naibolee zameqatel�nym iskl�qeniem �vl��ts� raboty Golubqika
����� ����� v kotoryh standartnoe opisanie ustanavlivalos� v takih slu�
qa�h� kogda spravedlivost� standartnyh kommutacionnyh formul neiz�
vestna� Golubqik ispol�zoval tehniku mnogokratnogo poni�eni� urovn��
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ispol�zuts� v dokazatel�stve�� zanimaet okolo poloviny ob��
ema dokazatel�stva dl� isklqitel�nyh grupp
 Odnako� tak kak
�ti redukcii v raznyh variantah i s ispol�zovaniem razno� teh�
niki otrabotany v des�tkah publikaci�� my budem sqitat� �tu
qast� dokazatel�stva standartno�
 Po�tomu v nasto�wem dokla�
de my skoncentriruems� na edinstvenno� probleme


� Hitting a parabolic� pust� H � necentral�na� podgruppa v
G � G��� R�� normalizuema� E��� R�
 Na�ti necentral�ny� �le�
ment g � H� soder�awi�s� v sobstvenno� standartno� parabo�
liqesko� podgruppe


�ta qast� dokazatel�stva otnd� ne �vl�ets� standartno� i
daet obxirny� material dl� izowreni� izobretatel�nosti
 V
nasto�we� rabote my budem obsu�dat� tol�ko takie metody po�
luqeni� �lementa v paraboliqesko� podgruppe� kotorye osnova�
ny na teorii predstavleni�
 Kak my upominali vo vvedenii�
imets� absoltno drugie metody poluqeni� takogo �lemen�
ta� osnovannye na kommutativno� algebre i algebraiqesko� K�
teorii$ o takih metodah� kak i o razliqnyh nekommutativnyh ob�
obweni�h� v dal�ne�xem niqego ne govorits�
 Otmetim� vproqem�
qto razliqnye varianty metoda lokalizacii i tak u�e sverhi�
zobil�no predstavleny v imewe�s� literature� v to vrem� kak
stat�i� posv�wennye geometriqeskim metodam dl� isklqitel��
nyh grupp� mo�no peresqitat� na pal�cah� da�e ne snima� bo�
tinok


My myslim �lementy gruppy G � G��� R� de�stvuwimi v
nekotorom racional�nom predstavlenii �V� ��
 Kak pravilo� my
oto�destvl�em �lement g � G s ego obrazom ��g� � GL�V � v
�tom predstavlenii
 Obyqno� hot� i ne vsegda� V � V ��i� budet
�vl�t�s� i�m fundamental�nym predstavleniem
 V �tom sluqae
prowe vsego celit�s� v i� maksimal�nu paraboliqesku pod�
gruppu Pi
 Qtoby popast� tuda� obyqno primen�ets� sleduwi�
trk
 Vyberem kako��to necentral�ny� �lement g � H i voz��
mem ves � � � modul� V 
 Predpolo�im� qto x � E��� R� �vl�ets�
unipotentom� stabiliziruwim stolbec matricy g s nomerom
�� inymi slovami� xg�� � g��
 V �tom sluqae �g��xg��� � v� i�
takim obrazom� g��xg popadaet v sobstvennu paraboliqesku
podgruppu P tipa Pi
 Esli udaqno vybrat� x i �� to x popadet
v tu �e samu paraboliqesku podgruppu i� takim obrazom� my
poluqaem v svoe raspor��enie �lement z � x��g��xg � H � P 
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Esli nam sovsem ne povezlo� �lement z mo�et� koneqno� okazat�s�
central�nym� no obyqno v vybore � i x okazyvaets� dostatoqno
svobody� qtoby izbe�at� fatal�nogo ishoda


x�� A��dokazatel�stvo versus

A
�dokazatel�stva dl� klassiqeskih grupp

V nasto�wem paragrafe my nametim dokazatel�stva dl� li�
ne�nyh i ortogonal�nyh grupp
 Tak kak v �to� stat�e my inte�
resuems� glavnym obrazom sluqaem isklqitel�nyh grupp tipa
E�� E� i E� i tesno sv�zannym s nimi sluqaem grupp tipa F�� my
ne obsu�daem obobweni� na drugie tipy klassiqeskih grupp


�� A��dokazatel�stvo dl� Al� V kaqestve pervogo primera ras�
smotrim gruppu SL�n�R�� n � 	� v estestvennom �vektornom� pred�
stavlenii
 S toqki zreni� grupp Xevalle �to odnosv�zna� grup�
pa tipa Al� l � n�
� v predstavlenii so starxim vesom ��
 Vesa
�togo predstavleni� imet vid e�� � � � � en
 �lement g � SL�n�R�
vyra�aets� matrice� �geiej �� �lementy kotoro� obyqno obozna�
qats� prosto gij$ �lementy obratno� matricy g�� budut obo�
znaqat�s� g�ij


My namerevaems� stabilizirovat� k�� stolbec g
 Net niqego
prowe� Dostatoqno vz�t� tri lbyh poparno razliqnyh indeksa
i� j� h �napomnim� qto n � 	� i dva lbyh �� 	 � R� podqinennyh
uslovi �gik � 	gjk � �
 !sno� qto unipotent

x � thi���thj�	� � e � �ehi � 	ehj

kak raz i stabiliziruet k�� stolbec g
 Tak kak R kommutativ�
no� to v kaqestve � i 	 mo�no vz�t�� naprimer� � � gjk� 	 � �gik

Okazyvaets� � imenno v �tom i sostoit razlo�enie unipotentov
v sluqae SLn � qto unipotenty x � thi�gjk�thj��gik�� otveqawie
vsevozmo�nym vyboram i� j� h i k� poro�dat vs �lementarnu
podgruppu E�n�R�
 Vybira� unipotent x� kotory� ne kommutiru�
et s necentral�nym g � H� my poluqim necentral�ny� �lement
x��g��xg � H � P � gde P � paraboliqeska� podgruppa tipa P��
sosto�wa� iz vseh matric� k�� stolbec kotoryh proporcionalen
k�mu stolbcu ediniqno� matricy
 �to � v toqnosti predlo�en�
noe v ��	� ���	 dokazatel�stvo teoremy Uilsona�Golubqika
 Tak
kak �to dokazatel�stvo opiraets� na suwestvovanie dvuh korne��
obrazuwih ugol ��	� �to � A��dokazatel�stvo
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�� A
�dokazatel�stvo dl� Dl� Pere�dem teper� k sledu�
wemu po slo�nosti sluqa qetno� ortogonal�no� gruppy
G � SO��l� R�� l � 	� snova v vektornom predstavlenii
 S
toqki zreni� teorii grupp Xevalle �to gruppa tipa Dl� v
predstavlenii so starxim vesom ��
 Vesa �togo predstavle�
ni� imet vid e�� � � � � el��el� � � � ��e�
 V dal�ne�xem udobno po�
lo�it� �ei � e�i i sqitat�� qto indeksy probegat mno�estvo
I � f
� � � � � l��l� � � � ��
g � sravni s ���	 ili ��	
 V �tih oboznaqe�
ni�h �lement g � SO��l� R� vyra�aets� matrice� �geiej �� i� j � I�
�lementy kotoro� snova oboznaqats� prosto gij


V ortogonal�nom sluqae to�e dovol�no legko stabiliziro�
vat� stolbec matricy g � G
 S �to� cel� vyberem tri indek�
sa i� j� h takih� qto vse xest� indeksov �i��j��h poparno raz�
liqny �napomnim� qto l � 	� i lbye tri �lementa �� 	� 
 � R�
podqinennyh uslovi�m ��g�j�k � 	g�i�k � �� 
g�j�k � 	g�h�k � ��
�
g�i�k � �g�h�k � �
 Oboznaqim qerez Tij��� � tij���tj��i���� �le�
mentarnu ortogonal�nu transvekci� izvestnu tak�e kak
�lementarny� kornevo� unipotent xei�ej ���
 Znaki v priveden�
nyh vyxe uravneni�h dl� �� 	� 
 vybrany tak� qtoby proizvede�
nie

x � Th��j����Th��i�	�Ti��j�
�

stabilizirovalo k�� stolbec g
 Snova� tak kak R kommutativno�
my mo�em polo�it� � � g�i�k� 	 � g�j�k i 
 � g�h�k
 Toqno tak �e�
kak i vyxe� legko videt�� qto� var�iru� zdes� i� j� h i k� my po�
luqim unipotenty Th��j��g�i�k�Th��i�g�j�k�Ti��j�g�h�k�� poro�da�
wie vs �lementarnu ortogonal�nu gruppu EO��l� R�
 �to �
v toqnosti razlo�enie unipotentov dl� vektornogo predstavle�
ni� SO�l
 Teper� mo�no slovo v slovo povtorit� dokazatel�stvo
dl� sluqa� SLn i poluqit� necentral�ny� �lement v parabo�
liqesko� podgruppe P�
 Tak kak �to dokazatel�stvo opiralos�
na suwestvovanie treh korne�� obrazuwih ugol ��	� �to � A
�
dokazatel�stvo


Teper� estestvenno sprosit�# obobwaets� li �to dokazatel��
stvo na drugie gruppy" �to de�stvitel�no tak
 V de�stvitel��
nosti analogiqnye razlo�eni� mo�no postroit� i dl� drugih
grupp� vklqa� isklqitel�nye gruppy tipa G�El� R�� l � � �� �

Imenno �to i bylo cel� rabot ���	� ���	� ���	� ���	
 Odnako sde�
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lat� �to sovsem neprosto�
 Pre�de vsego� �ti dokazatel�stva
trebut ogromnogo zapasa kommutiruwih unipotentov
 Oni
zavis�t ot vlo�eni� A� v E� i A� v E�
 Unipotent x� stabi�
liziruwi� stolbec g� vyra�aets� kak

x � x����g����� � � �x�m��g�m�m
��

gde m � � ili m � �� sootvetstvenno� i osnovno� tehniqeski�
moment sosto�l v neobhodimosti soglasovat� znaki v �tih pro�
izvedeni�h so znakami strukturnyh konstant i znakami ko�ffi�
cientov v uravneni�h na orbitu starxego vesa
 Trudnost� zdes�
sostoit v tom� qto teper� svobodnyh parametrov v �tih unipo�
tentah gorazdo men�xe� qem zatragivaemyh umno�eniem na nih
komponent vektora
 �to znaqit� qto teper� net nikakogo sposoba
stabilizirovat� proizvol�ny� stolbec$ edinstvenna� priqina�
po kotoro� �ti dopolnitel�nye slagaemye mogut sokratit�s��
sostoit v uravneni�h� kotorym udovletvor�t stolbcy matri�
cy g � G�El� R�
 To� qto takoe dokazatel�stvo vse�taki rabotaet�
sleduet rassmatrivat� kak odno iz qudes� kotorymi izobiluet
matematika� a vovse ne kak neqto samooqevidnoe i%ili estestven�
noe


	� A��dokazatel�stvo dl� Dl� V de�stvitel�nosti� pervoe do�
kazatel�stvo standartnosti dl� gruppy SO��l� R�� kotoroe by�
lo poluqeno v ���� Igorem Golubqikom� vygl�delo soverxenno
inaqe
 Tak kak Golubqik ne predpolagal vypolnenie standart�
nyh kommutacionnyh formul� on ne mog pr�mo ssylat�s� na re�
dukci urovn� i dol�en byl izvlekat� transvekcii v neskol�ko
xagov
 Poz�e pervy� avtor� Dybkova i drugie xiroko ispol��
zovali vyqisleni� takogo tipa v opisanii razliqnyh klassov
podgrupp� priqem ne tol�ko dl� unipotentnyh� no i dl� polu�
prostyh �lementov
 V proste�xem variante �tot trk vygl�dit
sleduwim obrazom


Pre�de vsego� predpolo�im� qto v k�m stolbce matricy g est�
nol�
 Pust�� naprimer� g�h�k � �
 Togda my mo�em provesti toq�
no takoe �e vyqislenie� kak v sluqae SL�n�R�
 Ne analogiqnoe
vyqislenie� a toqno takoe �e� V samom dele� polo�im

x � Thi���Thj �	� � Thi�gjk�Thj��gik�

�Za iskl�qeniem sluqa� grupp tipa Bl� kotory� niqem ne otliqaets�
ot sluqa� grupp tipa Dl�
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i posmotrim na proizvedenie xg
 S odno� storony� v k�m stolb�
ce slagaemye� pribavl�emye k h�� komponente� sokrawats� po
samomu vyboru � i 	
 S drugo� storony� tak kak teper� my ra�
botaem s proizvedeniem ortogonal�nyh transvekci� Tij���� a ne
s line�nymi transvekci�mi tij���� to� krome �togo� v ka�dom
stolbce po�vl�ts� dva dopolnitel�nyh slagaemyh� voznika�
wih iz�za togo� qto teper� ��h��� stroka pribavl�ets� k ��i���
i ��j�� � strokam
 Odnako� tak kak g�h�k � �� v k�m stolbce oba
�tih pribavleni� niqego ne men�t
 Takim obrazom� dl� togo�
qtoby stabilizirovat� stolbec s nulevo� komponento�� dosta�
toqno ispol�zovat� te �e pribavleni� � i te �e vyqisleni��
� qto v sluqae SL�n�R�� kotorye zavis�t tol�ko ot vlo�eni�
A� � Dl


Sleduwi� xag dokazatel�stva sostoit v tom� qtoby pred��
�vit� dostatoqnoe koliqestvo matric s nulevymi �lementa�
mi
 Dl� �togo posmotrim na transvekcii x � gTrs���g

��� gde
g � SO��l� R�
 Iz uravneni�� opredel�wih ortogonal�nu grup�
pu� srazu vytekaet� qto xi��i � � dl� vseh i
 Konceptual�noe
ob��snenie �togo fakta sostoit v tom� qto �to predstavlenie
to�e �vl�ets� mikrovesovym
 Dl� mikrovesovogo predstavle�
ni� kornevo� �lement x � G imeet vid e � y� gde y � korne�
vo� �lement algebry Li L�G�
 No ved� dl� ka�dogo �lementa
y � L�G� i lbyh dvuh vesov � �� � imeem y�� � �� esli raz�
nost� vesov � i � ne �vl�ets� vesom
 Tak kak necentral�ny�
�lement g � H ne mo�et kommutirovat� so vsemi ortogonal��
nymi transvekci�mi Trs�
�� r �� �s� to g mo�no zamenit� na
h � �g� Trs�
�� � �gTrs�
�g

���Trs��
� � H
 Odnako �lement h ot�
liqaets� ot kornevogo �lementa x � gTrs�
�g

�� ne bolee� qem v
dvuh stolbcah
 �to znaqit� qto dl� lbogo l � 	� v matrice h
mnogo nulevyh �lementov


Dl� ortogonal�no� gruppy poluqawees� na �tom puti doka�
zatel�stvo hu�e razlo�eni� unipotentov� tak ono i dlinnee i
bolee zamyslovatoe� qem izlo�ennoe vyxe A
�dokazatel�stvo
 S
drugo� storony� ono vse ravno ne daet luqxih ocenok na rang �
na sluqa� D� rezul�tat ne obobwaets�� a sluqa� B� � C� vse
ravno trebuet otdel�nogo� ves�ma special�nogo analiza
 No raz
na raz ne prihodits� ��raz na wozie� raz pod wozem��
 Okazyvaet�
s�� qto obobwit� �to A��dokazatel�stvo na gruppy tipov E� i
E� gorazdo prowe� qem izlo�ennoe vyxe A
�dokazatel�stvo
 So�
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verxenno zameqatel�no� qto v poluqawihs� na �tom puti doka�
zatel�stvah nikakih dopolnitel�nyh trebovani� na unipotenty
ne voznikaet� vse oni ostats� A��dokazatel�stvami� �ti doka�
zatel�stva ne tol�ko gorazdo prowe� no i znaqitel�no sil�nee�
qem dokazatel�stva� osnovannye na razvitom v rabotah ���	� ���	�
���	 razlo�enii unipotentov v mikrovesovyh predstavleni�h� A
imenno� oni pozvol�t perenesti na isklqitel�nye gruppy vse
rezul�taty o klassiqeskih gruppah� s temi �e ocenkami na �ot�
nositel�nye� rangi�

x� A��dokazatel�stvo dl� E� i A��dokazatel�stvo dl� E�

V nasto�wem paragrafe my privedem nekotorye detali� otno�
s�wies� k razlo�eni unipotentov dl� isklqitel�nyh grupp
tipov E� i E� v mikrovesovyh predstavleni�h
 �to dokazatel��
stvo bylo anonsirovano v ���	 i v osnovnyh qertah opublikova�
no v ���	
 Odnako privedennoe tam dokazatel�stvo opiralos� na
�vnye komp�ternye vyqisleni�� a detal�noe apriornoe doka�
zatel�stvo bylo opublikovano v ���	


�� Otliqie ot klassiqeskih sluqaev� Kak i v dokazatel�stvah
dl� klassiqeskih grupp� o kotoryh xla req� v predyduwem para�
grafe� serdcevina izlagaemyh v nasto�wem i sleduwem para�
grafe dokazatel�stv sostoit v naho�denii bol�xogo koliqestva
�lementov kornevogo tipa� stabiliziruwih stolbcy matricy
g � �g���� �� � � ����� iz gruppy G � G��� R� v nekotorom pred�
stavlenii �


Odnako imeets� principial�noe razliqie# v klassiqeskih
gruppah more� kornevyh �lementov� i ih hvatalo dl� stabili�
zacii proizvol�nogo stolbca
 Kornevymi �lementami isklqi�
tel�nyh grupp udaets� stabilizirovat� tol�ko stolbcy� udovle�
tvor�wie tem �e uravneni�m� qto stolbcy v� � g��� � � �����
matric iz G � G��� R� � ili� po kra�ne� mere� qasti �tih urav�
neni�


V de�stvitel�nosti� kak pravilo� nam dostatoqno stabili�
rovat� vektory iz orbity starxego vesa
 V dal�ne�xem my �
slightly loosely� � upominaem stolbcy iz orbity starxego vesa
kak singul�rnye
 Singul�rnye stolbcy udovletvor�t kvadra�
tiqnym uravneni�m� kotorye izuqalis� i sami po sebe ���	� i s

�Narodny� perevod angli�skogo more�
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drugih toqek zreni�� v qastnosti� v sv�zi s poliline�nymi in�
variantami ���	� ���	� ���	� ���	 i teorie� standartnyh monomov
���	
 Kak forma ���	� ���	� tak i znaki ���	� ��	 �tih uravneni�
mogut byt� proqitany neposredstvenno po vesovo� diagramme
predstavleni�
 V mikrovesovyh predstavleni�h grupp tipov E�
i E� vse stolbcy matric iz gruppy G��� R� singul�rnye
 V �tom
paragrafe� krome togo� ispol�zuets� tol�ko ve�levska� orbita
starxego uravneni�
 Koneqno� dl� E� �ta ve�levska� orbita kak
raz i opredel�et singul�rnye vektory� no dl� E� �to tol�ko
qast� neobhodimyh dl� �togo uravneni� ���	� ���	
 Odnako v sle�
duwem paragrafe my vynu�deny ispol�zovat� uravneni� iz
dvuh ve�levskih orbit


Kak pravilo� postroenie kornevogo �lementa� stabiliziru�
wego stolbec� razbivaets� na dve qasti#

� vybor znakov v pribavleni�h tak� qtoby sokratit� vse� qto
mo�et sokratit�s� po formal�nym priqinam dl� proizvol�nogo
stolbca$

� �vna� ssylka na uravneni�� kotorym podqineny komponenty
singul�rnogo stolbca� s tem� qtoby ubedit�s�� qto pri �tom ne
men�ts� i ostal�nye komponenty


V silu nauqno�popul�rnogo haraktera nasto�we� stat�i my ne za�
nimaems� vser�ez utoqneniem znakov v �tih uravneni�h
 Zame�
tim� vproqem� qto imenno v �tom i sostoit podlinna� tehni�
qeska� slo�nost� vseh upominaemyh v nasto�wem i sleduwem
paragrafe dokazatel�stv
 Kak vozmo�nost� podobrat� znaki pri�
bavleni� tak� qtoby v teh mestah� gde proishodit dva pribavle�
ni�� vse sokratilos� po formal�nym priqinam� tak i sovpade�
nie formy pribavleni� k ostavxims� pozici�m s uravneni�mi�
opredel�wimi singul�rnye stolbcy� predstavl�t sobo� qi�
stu kombinatoriku korne� i vesov i prodelyvats� dostatoq�
no legko
 No vot proverka togo� qto pri �tom znaki pribavle�
ni� soglasovany so znakami uravneni�� trebuet libo detal�no�
go ponimani� geometrii rassmatrivaemyh predstavleni�� libo
qrezvyqa�no t�gostnyh vyqisleni�
 Glavnym tehniqeskim pre�
imuwestvom Dokazatel�stva iz Knigi �vl�ets� imenno to� qto
znaki uravneni� v nem voobwe ne ispol�zuts��

�� A��dokazatel�stvo dl� E�� V �tom dokazatel�stve ���merny�
modul� V so starxim vesom �� dl� odnosv�zno� gruppy Xevalle



�� n�a�vavilov� m���gavriloviq� s�i�nikolenko

G�E�� R� realizuets� v standartno� paraboliqesko� podgruppe
P� odnosv�zno� gruppy Xevalle G�E�� R�
 A imenno� my inter�
pretiruem �to predstavlenie kak de�stvie kommutanta podgrup�
py Levi L� sopr��eniem na unipotentnom radikale V � U�
 Ta�
kim obrazom� korni sistemy E� izobra�ats� dynkinsko� for�
mo� v E�� v to vrem� kak vesa � dynkinsko� formo� v E�� priqem
vesa ���mernogo modul� � �to v toqnosti korni sistemy E�� ko�
�fficient kotoryh pri �� raven �
 Oboznaqim mno�estvo vseh
takih korne� qerez �
 V kaqestve bazisa V v �to� realizacii
mo�no vz�t� vektory v� � x��
�� � � �


Napomnim� qto maksimal�noe koliqestvo korne� v E�� obrazu�
wih poparnye ugly ��	� ravno p�ti
 Zafiksiruem nekotory�
por�dok na E� i vyberem maksimal�noe po otnoxeni k �tomu
por�dku mno�estvo

�� �

�	�

�

� �� �

�	�
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�

Tak kak vse poparnye raznosti �tih korne� � to�e korni� to oni
kak raz i obrazut mno�estvo korne� s poparnymi uglami ��	

Tem samym� dl� lbyh z�� � � � � z� � R proizvedeni�

z � x���z��x���z��x���z
�x���z��x���z��

�vl�ts� �lementami kornevogo tipa
 De�stvie �lementa x���z���
� � � � x���z�� na ���mernom module V mo�no opisat� sleduwim
obrazom
 Rassmotrim sleduwie tri serii vesov#
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Neposredstvennoe vyqislenie pokazyvaet� qto

� �i � j � �� esli i tol�ko esli i �� j�

� ij � �i � j � �j � i�

� �i � �j � �� � � �� �� esli i tol�ko esli i � j�



struktura grupp Xevalle ��

� � � �i � �i � �j � �j � � � �� ��

� �i � � �� �� esli � �� j � �i� �i�

� Vse �� vesov i� �i� �i� ij � �i�j � i � j� � � ����� i � � �����
poparno razliqny


�to polnost� opisyvaet de�stvie z na proizvol�nom stolbce
u � �u�� � V s toqnost� do znakov
 A imenno� �lementarny�
kornevo� unipotent x�i�zi� umno�aet u�j na zi i pribavl�et ego
k ili vyqitaet ego iz u�ij 
 Krome togo� x�i�zi� umno�aet u�i �
� � �� �� na zi i pribavl�et ego k ili vyqitaet ego iz u�


Teper� voz�mem singul�rny� stolbec u � �u�� � V i popyta�
ems� podobrat� ko�fficienty z�� � � � � z� v vyra�enii dl� z tak�
qtoby z stabilizirovalo u
 Legko videt�� qto dl� �togo sleduet
polo�it�

z� � ��u�� � � � � � z� � ��u�� �

i� kak vsegda� nasto�wa� problema sostoit v tom� kak vybrat�
znaki� qtoby vse sokrawalos�
 V polo�itel�nom bazise Xeval�
le dl� sistemy E�� kotory� daet kristalliqeski� bazis V � U��
sm
 ���	� Teorema �� �ti znaki fiksiruts� sleduwim obrazom#

z � x����u�� �x����u���x����u�� �x����u�� �x�����u�� ��

Teper� neposredstvennoe vyqislenie� kotoroe� kak i analogiq�
noe vyqislenie dl� sistemy � � E�� bylo provedeno na komp��
tere ���	� zatem vruqnu pri pomowi opisannogo v ���	 algorit�
ma� osnovannogo na Teoreme � �to� raboty� pokazyvaet� qto

x�i�zi�v
�j � v�j �

�
�u�iv

�ij � if i � j�

��u�iv
�ij � if i � j�

���

gde 
 � i �� j � �
 Inymi slovami� dl� ukazannogo vyxe vybora
znakov vklady x�i�zi� i x�j �zj� v u�ij vsegda imet protivopo�
lo�nye znaki i� takim obrazom� sokrawats��

Odnako posle �togo u nas net nikako� dal�ne�xe� svobody
v vybore ko�fficientov zi
 Takim obrazom� dl� proizvol�nogo
stolbca net nikako� nade�dy dokazat�� qto umno�enie na z ne
men�et komponenty u� i u�
 V de�stvitel�nosti� umno�enie na z
pribavl�et

��N�����
u��u�� � � � �� N�����

u��u�� �N�����
u��u�� �



�� n�a�vavilov� m���gavriloviq� s�i�nikolenko

k u�� gde � � �� �
 Odnako nax stolbec ne proizvol�ny�� a sin�

gul�rny� i� kak provereno v ���	� dl� singul�rnogo stolbca �ti
summy kak raz i �vl�ts� levymi qast�mi uravneni� na ego
komponenty� i� tem samym� de�stvitel�no obrawats� v �


	� A��dokazatel�stvo dl� E�� V �tom dokazatel�stve ���merny�
modul� V so starxim vesom �� dl� odnosv�zno� gruppy Xevalle
G�E�� R� realizuets� v standartno� paraboliqesko� podgruppe
P� gruppy Xevalle G�E�� R�
 A imenno� my interpretiruem �to
predstavlenie kak de�stvie kommutanta podgruppy Levi L� so�
pr��eniem na faktore central�nogo r�da unipotentnogo radika�
la V � U���U�� U��
 Takim obrazom� korni sistemy E� izobra�a�
ts� dynkinsko� formo� v E�� v to vrem� kak vesa � dynkinsko�
formo� v E�� priqem vesa ���mernogo modul� � �to v toqnosti
korni sistemy E�� ko�fficient kotoryh pri �� raven �
 Kak i
v sluqae E�� my oboznaqaem mno�estvo vseh takih korne� qerez
�
 Tak kak �U�� U�� � X�� gde

� � ����	�
	

�

maksimal�ny� koren� sistemy E�� to v kaqestve bazisa V mo�no
vz�t� vektory v� � x��
�X�� � � �


Napomnim� qto maksimal�noe koliqestvo korne� v E�� obrazu�
wih poparnye ugly ��	� ravno semi
 Kak i vyxe� zafiksiruem
nekotory� por�dok na E� i vyberem maksimal�noe po otnoxeni
k �tomu por�dku mno�estvo
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�	�


�

� �� �
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Tak kak vse poparnye raznosti �tih korne� � to�e korni� to oni
kak raz i obrazut mno�estvo korne� s poparnymi uglami ��	

Tem samym� dl� lbyh z�� � � � � z� � R proizvedeni�

z � x���z��x���z�� � � �x���z��

�vl�ts� �lementami kornevogo tipa
 De�stvie �lementa

x���z�� � � � x���z��
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na ���mernom module V mo�no opisat� sleduwim obrazom
 Ras�
smotrim sleduwu seri vesov
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Togda neposredstvennoe vyqislenie pokazyvaet� qto

� �i � j � �� esli i tol�ko esli i �� j$

� ij � �i � j � �j � i$

� �� vesov i� ij � i � j� �ij � � � ij � i � j� �i � � � i� poparno
razliqny$

� �i � �jh � �� esli i tol�ko esli i � j ili i � h� v de�stvi�
tel�nosti� �i � �ij � �j $

� �i � � �� �� esli � �� j � 
�
ij 


�ti qetyre serii korne�� otveqawie raspadeni ���mernogo
modul� V pri ograniqenii s E� na A�� mo�no opisat� sledu�
wim obrazom#

� i � �to v toqnosti korni  � � takie� qto m��� � �$

� �ij � �to v toqnosti korni takie� qto m��� � 
$

� ij � �to v toqnosti korni takie� qto m��� � �$

� �i � �to v toqnosti korni  � � takie� qto m��� � 	


�to polnost� opisyvaet de�stvie z na proizvol�nom stolb�
ce u � �u�� � V s toqnost� do znakov
 V samom dele� x�i�zi�
umno�aet u�j na zi i pribavl�et ego k ili vyqitaet ego iz u�ij 

Krome togo� x�i�zi� umno�aet u��

ij
� na zi i pribavl�et ego k ili

vyqitaet ego iz u��j 

Kak vsegda� voz�mem singul�rny� stolbec u � �u�� � V i po�

pytaems� podobrat� ko�fficienty z�� � � � � z� v vyra�enii dl� z
tak� qtoby z stabilizirovalo u
 Legko videt�� qto� kak i vyxe�
dl� �togo sleduet polo�it� z� � ��u�� � � � � � z� � ��u�� 
 De��
stvitel�no� v �tom sluqae x�i�zi� i x�j �zj� pribavl�t ��u�iu�j
i ��u�ju�i k u�ij 


Znaki to�e vybirats� soverxenno analogiqno sluqa E�
 V
polo�itel�nom bazise Xevalle dl� sistemy E�� kotory� daet



�� n�a�vavilov� m���gavriloviq� s�i�nikolenko

kristalliqeski� bazis V � U���U�� U��� sm
 ���	� Teorema �� �ti
znaki fiksiruts� sleduwim obrazom#

z�x����u�� �x����u�� �x����u���x����u�� �x����u�� �x����u���x�����u�� ��

Teper� neposredstvennoe vyqislenie� osnovannoe na Teoreme �
raboty ���	� pokazyvaet� qto dl� �togo sluqa� dl� vseh


 � i �� j � � vypoln�ets� analog ���
 Takim obrazom� vklady
x�i�zi� v x�j �zj� v u�ij sokrawats�


Ostaets� proverit�� qto z ne men�et u��i 
 V de�stvitel�nosti�
umno�enie na z pribavl�et k u��

i
sleduwu summu#

��N����
�

i�
u��u����� � ��

�N�i��
�

ii
u�iu��ii� � � ��N����

�

i�
u��u��i��N����

�

i�
u��u��i���

gde i�e slagaemoe opuweno
 Snova� kak provereno v ���	� dl� sin�
gul�rnogo stolbca �ti summy kak raz i �vl�ts� levymi qast��
mi uravneni� na ego komponenty� i� tem samym� de�stvitel�no
obrawats� v �


x�� D��dokazatel�stvo dl� E�� D��dokazatel�stvo dl� E�

i D��dokazatel�stvo dl� E�

V nasto�wem paragrafe my privedem nekotorye detali� otno�
s�wies� k razlo�eni unipotentov dl� isklqitel�nyh grupp
tipov E�� E� i E� v prisoedinennyh predstavleni�h
 �to do�
kazatel�stvo bylo anonsirovano v ���	 i� s neskol�ko bol�xim
koliqestvom detale�� v ���	� ���	
 Odnako� kak i v predyduwem
paragrafe� privedennoe tam dokazatel�stvo zaviselo ot �vnyh
komp�ternyh vyqisleni�
 Dokazatel�stva� kotorye mogut byt�
v principe provereny qelovekom� zapisany gorazdo poz�e ��	� ��	


�� D��dokazatel�stvo dl� E�� Rassmotrim prisoedinennoe pred�
stavlenie gruppy G�E�� R�� vesami kotorogo �vl�ts� �� korn�
sistemy E� i xest� nulevyh vesov b��� � � � � b�l� otveqawih fik�
sirovannomu vyboru sistemy prostyh korne� � � f��� � � � � �lg


�lementy kornevogo tipa� stabiliziruwie stolbec� stro�t�
s� v terminah podmno�estv� sopr��ennyh so sleduwim vos�mi�
�lementnym mno�estvom#
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V dal�ne�xem �to mno�estvo oboznaqaets� qerez B$ zametim� qto
ono starxe vseh svoih sopr��ennyh
 �to mno�estvo obladaet
sleduwim svo�stvom# koren� �i ortogonalen k ��i i obrazuet
ugol ��	 so vsemi korn�mi �j � j �� �i


Dl� togo� qtoby proizvedenie

z � x���z��x���z�� � � �x��� �z���x����z���

�vl�los� �lementom kornevogo tipa� neobhodimo i dostatoqno�
qtoby ko�fficienty z�� � � � � z�� � R le�ali na kvadrike v vos��
mimernom affinnom prostranstve� zadavaemo� uravneniem

z�z�� � z�z�� � z
z�
 � z�z�� � ��

znaki levo� qasti budut utoqneny v dal�ne�xem
 Opixem de��
stvie �lementa z


Mno�estvo B estestvenno interpretirovat� kak mno�estvo ve�
sov vektornogo predstavleni� gruppy Xevalle G��� R� tipa D��
dl� vlo�eni� � � h��� �
� ��� ��i 	 E�
 Kak izvestno� vse vnexnie
avtomorfizmy sistemy D� realizuts� u�e v W �F�� � i� razu�
meets�� tem bolee v W �E�� � �tot fenomen izvesten pod imenem
tro
stvennosti
 Tem samym� v E� mo�no na�ti tak�e poluspi�
nornye predstavleni� G��� R�


Pred��vim ih
 V kaqestve starxego vesa �
��� neqetnogo po�
luspinornogo predstavleni� mo�no vz�t� koren�

���� �  � e� � e
 � e� � e��

Togda starxi� ves ����� kontragredientnogo k nemu predsta�
vleni�� t
e
 qetnogo poluspinornogo predstavleni�� mo�no oto�
�destvit� s ���� � � � e� � e� � e� � e�
 Vse ostal�nye vesa
predstavleni� so starxim vesom  imet vid#
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�to mno�estvo korne� v dal�ne�xem budet oboznaqat�s� qerez
�
 Togda �� sostoit iz sleduwih korne�#
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� n�a�vavilov� m���gavriloviq� s�i�nikolenko

Pri �tom involci� Ve�l� E� de�stvuet toqno tak �e� kak v D��
t
e
 men�et posledni� znak v indekse


Takim obrazom� E� predstavl�ets� v vide neperesekawegos�
ob�edineni�

E� � B t � t �� t� t��� t�� t�B

sistemy korne� � � D� i xesti special�nyh mno�estv B� � � � ��B

Neposredstvennoe vyqislenie pokazyvaet� qto

� �i � �j � � v tom i tol�ko tom sluqae� kogda i �� �j
 V �tom
sluqae avtomatiqeski �i � �j � �
 Pri �tom �i � �j � ��j � ��i i
�i � �j �� �h � �k� esli �i� j� �� ��k��h�


� Dl� ka�dogo �i � B suwestvuet rovno � korn�  � � takih�
qto raznost� �i �  �vl�ets� kornem
 �to v toqnosti te korni
 � �������� � dl� kotoryh �jij � sign�i�
 V �tom sluqae raznost�
avtomatiqeski popadaet v ��
 Analogiqno dl� B i ��


� Pervy� punkt mo�no ewe sformulirovat� sleduwim obra�
zom
 Dl� ka�dogo korn� �i � B na�dets� rovno � korne� � � �
takih� qto �i � � � B


� Summa dvuh korne� iz B ili korn� iz B s kornem iz � 

�� nikogda ne �vl�ets� kornem
 Dl� ka�dogo �i � B suwestvuet
rovno � korne� � � � takih� qto �� �i � B


� Krome togo� koneqno� umno�enie na x���� zatragivaet nule�
vo� ves� pribavl�� e�� k h� i h� k e�


�to polnost� opisyvaet de�stvie z na proizvol�nom stolb�
ce u � �u�� � V s toqnost� do znakov
 Znaki mo�no utoqnit�
sleduwim obrazom
 Polo�im

c�j�i �

�

� esli i � �j�

�N�j ���i
N��j ����i

� esli i �� �j�

Neslo�noe� hot� i neskol�ko zanudlivoe vyqislenie� ispol�zu�
wee sootnoxenie ��kocikla dl� strukturnyh konstant ���	� ��	�
pokazyvaet� qto s toqnost� do odnovremenno� zameny znaka �ti
ko�fficienty ne zavis�t ot vybora j
 Opredelim teper� z for�
mulo�

z � x���c�j���u���� �x���c�j���u�����

� � �x��� �c�j����u����x��� �c�j����u�����



struktura grupp Xevalle �	

gde mno�itel� � � R proizvolen
 Zametim� qto dl� proizvol��
nogo stolbca u � �u�� �tot �lement� voobwe govor�� ne �vl��
ets� kornevym unipotentom
 !sno� qto �zu�� � u� dl� vseh
� � �B
��
���� a v silu naxego vybora znakov slagaemye pri�
bavleni�� osuwestvl�emye x�i i x��j � k komponente stolbca u v
pozicii � � �i��j � ��j���i sokrawats�
 Posle �togo u nas ne
ostaets� nikako� dal�ne�xe� svobody v vybore ko�fficientov
zi
 Tem samym� dl� togo� qtoby proverit�� qto i vse ostal�nye
komponenty ne men�ts�� neobhodimo pol�zovat�s� uravneni�mi
na stolbec
 Naprimer� summa

h � h�i � h��i �
�	�	�
�

kokorne� h�i i h��i ne zavisit ot vybora i
 Tem samym� �lement
kartanovsko� podalgebry� dobavl�emy� k u pri umno�enii na z
raven � v silu uravneni�

u���u���� � u���u���� � u���u���� � u���u���� � ��

Kstati� imenno �to uravnenie garantiruet� qto z � �lement kor�
nevogo tipa
 Dokazatel�stvo togo� qto ne izmen�ts� komponenty
u� s koordinatami iz �
��� soverxenno analogiqno� no vot pro�
verka togo� qto ne men�ts� i komponenty u�� gde � � B� gorazdo
ser�eznee
 Vo�pervyh� k �tim komponentam dobavl�ts� kak li�
ne�nye po � slagaemye� tak i kvadratiqnye
 Kvadratiqnye sla�
gaemye sokrawats� po obyqno� priqine� v de�stvitel�nosti�
sokrawenie kvadratiqnyh slagaemyh sleduet iz togo �e urav�
neni�� qto i sokrawenie slagaemogo v kartanovsko� podalgebre

No vot sokrawenie line�nyh po � slagaemyh v u� trebuet is�
pol�zovani� drugogo tipa uravneni�� vklqawih komponenty
vektora s nulevymi vesami� Priqem op�t� neobhodimo prosle�
dit�� qto sovpadaet ne tol�ko forma� no i znaki �tih uravneni��
�to ne sovsem banal�noe vyqislenie provedeno v ��	


�� D��dokazatel�stvo dl� E� i D��dokazatel�stvo dl� E�� Do�
kazatel�stvo dl� �tih sluqaev analogiqno sluqa E�� no ne�
skol�ko slo�nee tehniqeski
 V oboih sluqa�h �lement kornevogo
tipa z� stabiliziruwi� stolbec� stroits� po to� �e formule�
qto dl� E�� s tem �e vyborom znakov v terminah strukturnyh
konstant� no mno�estvo B vygl�dit po�raznomu
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A imenno� dl� E� ispol�zuets� sleduwee ����lementnoe mno�
�estvo B#
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V sluqae �e E� �lementy kornevogo tipa� stabiliziruwie
stolbec� stro�ts� v terminah sleduwego ����lementnogo mno�
�estva B#
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x�� A��dokazatel�stva dl� E� i E�

Zdes� my privedem konspekt A��dokazatel�stva v mikroveso�
vyh predstavleni�h grupp tipov E� i E�
 Sformuliruem� pre�de
vsego� neskol�ko vspomogatel�nyh utver�deni�
 Ih dokazatel��
stva absoltno standartny� po�tomu ograniqims� neskol�kimi
zameqani�mi$ vse detali vyqisleni� mo�no na�ti v ���	


Predlo�enie �� Esli �g� x��
�� � 
� to g le�it v sobstvenno�
paraboliqesko� podgruppe tipa P� dl� E� ili P� dl� E��

Predlo�enie �� Esli kommutator �g� x����x��	�� centralen� to
on raven ��

Predlo�enie 	� Esli H soder�it necentral�ny� �lement� le�
�awi� v sobstvenno� paraboliqesko� podgruppe P � to H soder�
�it netrivial�ny� kornevo� �lement�

Predlo�enie �� Esli x � x����x��	� stabiliziruet kako��to
stolbec matricy g � H� no ne kommutiruet s g� to H soder�it
netrivial�ny� kornevo� �lement�

Dokazatel�stvo� �to znaqit� qto z � �g� x� � H le�it v para�
boliqesko� podgruppe tipa P� v E� ili tipa P� v E�
 Tak kak x
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ne kommutiruet s g� to po Predlo�eni � �lement z necentra�
len
 Teper� H soder�it netrivial�ny� �lementarny� kornevo�
�lement po Predlo�eni �


Sleduwee nabldenie voplowaet samu sut� nasto�wego
dokazatel�stva� po sravneni s rabotami ���	� ���	


Osnovna� lemma� Zafiksiruem dva vesa �� � � �� Esli g � H
	 necentral�ny� �lement tako�� qto g��
 � � dl� vseh � � ��
d��� �� � �� to H soder�it netrivial�ny� �lementarny� kor�
nevo� �lement�

Dokazatel�stvo� Razob�em dokazatel�stvo na neskol�ko xagov


� Voz�mem dva razliqnyh vesa �� � � � takih� qto d��� �� �
d��� �� � 
� rassmotrim kornevo� �lement

x � x��� �� � x��g
�
�
�x���g

�
�
��

gde � � ���� � � ���� i obrazuem kommutator z � z��� �� � �g� x�

Tak kak � � � � �� � �� �� to d��� �� � �� a tak kak � � � � �� � �� ��
to d��� �� � �
 S drugo� storony� po uslovi g��
 � � dl� vseh
� � �� d��� �� � �
 �to znaqit� qto �xg����
 � g���
 i po�tomu
�gx��
�g

����
 � v
 
 Legko videt�� qto uslovi� � � �� � � � � � i
d��� �� � d��� �� � 
 vlekut � � �� � � b �� �� tak qto z�
 � v
 


� Takim obrazom� dostatoqno ograniqit�s� sluqaem� kogda vse
�lementy z � z��� ��� poluqawies� pri var�irovanii vesov �� �
v predxestvuwem rassu�denii� central�ny
 Esli z centralen�
to po Predlo�eni � on raven e� tak qto g� i vmeste s nim
g��� kommutiruet so vsemi x � x��� ��
 Voz�mem proizvol�ny�
ves � tako�� qto d��� �� � 
 i d��� ��� ���� �� � 

 Sravniva� �le�
menty matric xg�� i g��x v pozici�h ��� �� i ��� ��� my vidim�
qto g��
g

�
�
� g

�
�
g

�
�
 � �
 Var�iru� zdes� �� poluqaem ravenstvo

g��
g
�
�
 � � dl� vseh � takih� qto d��� �� � d��� �� � 



� Teper� voz�mem proizvol�ny� ves � na rassto�nii � ot
�
 Dl� lbogo vesa �� rassmotrennogo vo vtorom xage� imeem
x��g

�
�
�g

�
�
 � g��
� gde  � ���
 Iz Predlo�eni� � vytekaet sledu�

wa� al�ternativa# libo H soder�it netrivial�ny� kornevo�
�lement� libo matrica g�� kommutiruet so vsemi x � x��g

�
�
�


Sravniva� �lementy matric xg�� i g��x v pozici�h ��� ��� my
vidim� qto� krome togo� g��
g

�
�
 � � dl� takih � � qto d��� �� � �
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Inymi slovami� esli A � ideal kol�ca R� poro�denny� �lemen�
tami g��
 � � �� �� to A� � �
 Redukci� po modul A pokazyvaet�
qto g�
 � A dl� vseh � �� �


� Ostaets� rassmotret� kommutator z � �g� x��
��
 Kak i v per�
vom xage� stolbec v � x��
�g

��
�� otliqaets� ot stolbca g���� tol�ko

koordinato� v� � g����g��� s nomerom �� vse ostal�nye koordina�
ty u nih odinakovye
 V silu vtorogo i tret�ego xagov �to ozna�
qaet� qto gxg���� proporcional�no bazisnomu vektoru v�� tak qto z
popadaet v sobstvennu paraboliqesku podgruppu tipa P� ili�
sootvetstvenno� P�
 Teper� po Predlo�eni � my prihodim k
sleduwe� al�ternative# libo H soder�it netrivial�ny� kor�
nevo� �lement� libo z central�ny�
 No esli z central�ny�� to
po Predlo�eni � on raven e� i togda po Predlo�eni � sam
�lement g sidit v sobstvenno� paraboliqesko� podgruppe tipa
P� ili P�� sootvetstvenno� tak qto my mo�em snova soslat�s� na
Predlo�enie �


Teper� u nas vse gotovo� qtoby zaverxit� dokazatel�stvo
standartnogo opisani� v sluqa�h E��� R�� � � E�� E�


Dokazatel�stvo iz Knigi� Pust� H � necentral�na� podgruppa
v G � G��� R�� � � E��E�� normalizuema� �lementarno� podgrup�
po�
 Vyberem necentral�ny� �lement g � H� voz�mem proizvol��
ny� koren� � � � i rassmotrim kommutator z � �g� x��
�� � H

Esli z central�ny�� to po Predlo�eni�m ��� podgruppa H so�
der�it necentral�ny� kornevo� �lement
 Togda� zamen��� esli
nu�no� g na �g� x��
�� � �gx��
�g

���x���
�� my mo�em s samogo na�
qala predpolagat�� qto g � H � necentral�ny� �lement sledu�
wego vida# proizvedenie kornevogo unipotenta na �lementarny�
kornevo� unipotent


Tako� �lement g otliqaets� ot kornevogo unipotenta ne bo�
lee qem v � ili� sootvetstvenno� v �� stolbcah
 �to pokazyvaet�
qto po kra�ne� mere �� ili� sootvetstvenno� �� stolbca matri�
cy g udovletvor�t uslovi�m osnovno� lemmy
 Takim obrazom�
H soder�it netrivial�ny� kornevo� unipotent
 V silu reduk�
cii urovn� �togo dostatoqno dl� dokazatel�stva standartnogo
opisani�


x �� A��dokazatel�stvo dl� �E� i F�

Snova my ograniqims� kanvo� dokazatel�stva� vse detali ko�
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torogo provereny v ���	
 V �tom sluqae formulirovka osnovno�
lemmy poqti doslovno sovpadaet s osnovno� lemmo� raboty ���	�
dokazanno� v predyduwem paragrafe
 Odnako teper� ee dokaza�
tel�stvo zametno ton�xe i trudnee
 Delo v tom� qto rassu�de�
ni� predyduwego paragrafa bukval�no perenos�ts� tol�ko na
sluqa� dlinnyh korne� v F� i� znaqit� v naxem raspor��enii
okazyvaets� rovno v tri raza men�xe pribavleni�� qem ran�xe�
a imenno �� vmesto ��
 V rezul�tate �togo vmesto dostatoqno
obwih rassu�deni�� apelliruwih tol�ko k ve�levskim orbi�
tam i rassto�ni�m me�du vesami� teper� my dol�ny snova� kak v
xx�� � absoltno konkretno otsle�ivat� voznikawie pribavle�
ni� na vesovo� diagramme
 To� qto takoe dokazatel�stvo mo�no
dovesti do konca v sluqae E�� bylo lix� slegka udivitel�no� no
to� qto v �tom dokazatel�stve mo�no obo�tis� tol�ko dlinny�
mi kornevymi �lementami iz F�� u�e absol
tno sverhestestven�
no
 My rassmatrivaem F� i �E� de�stvuwimi na ograniqenii
���mernogo predstavleni� E�
 Tot fakt� qto �to predstavlenie
privodimo� ne igraet dl� nas nikako� osobo� roli
 Qtoby ne
obsu�dat� tonkosti� sv�zannye s involcie� na kol�ce R� i ne
uslo�n�t� formuly� ograniqims� gruppo� F�$ podrobnosti� ka�
sawies� sluqa� �E�� mo�no na�ti v ���	
 Dl� edinoobrazi� my
prodol�aem numerovat� vesa ne natural�nymi qislami� a kor�
n�mi sistemy E�


!sno� qto vse vspomogatel�nye rezul�taty predyduwego para�
grafa zavis�t tol�ko ot takih obwih soobra�eni�� kak sover�
xennost� rassmatrivaemyh grupp� naliqie v nih podgrupp tipa
A�� sosto�wih iz dlinnyh korne�� i t
d
 Takim obrazom� vse oni
momental�no obobwats� na sluqai F� i �E�
 Ograniqims� po�
�tomu tol�ko dokazatel�stvom osnovno� lemmy� kotora� na �tot
raz soverxenno ne vytekaet iz obwih soobra�eni�


Osnovna� lemma� Zafiksiruem dva vesa �� � � �� Esli g � H 	
necentral�ny� �lement tako�� qto g��
 � � dl� vseh � � ��
d��� �� � �� to H soder�it netrivial�ny� �lementarny� kor�
nevo� �lement�

Dokazatel�stvo� Dokazatel�stvo naqinaets� tak �e� kak v slu�
qae E�
 Razumeets�� teper� mnogie vyqisleni� prohod�t tol�ko
dl� dlinnyh korne�� i nam budet udobno vvesti dl� mno�estva
vseh dlinnyh korne� sistemy � special�noe oboznaqenie �l
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� Rassmotrim lbye dva razliqnyh vesa �� � � � takih� qto
�� � � �l� � � � � �l� i vvedem kornevo� �lement

x��� �� � x��g
�
���x��g

�
����

gde � � � � �� � � � � �
 Togda

�g��x��
 � g��
 � g���g
�
��
�� � g����g

�
��
�� � g���g

�
��
������

�xg����
 � g��
 � g���g
�
����
 � g����g

�
����
 � g���g

�
������
��

Otmetim� qto� esli ��� � �� � � �l� i ��� � �� to d��� ���� � �

Takim obrazom� �g��x��� � g���� i� znaqit� �g� x��� � v�
 Esli hot�
by odin iz �tih �lementov necentralen� to my popali v sob�
stvennu paraboliqesku podgruppu� i mo�no vospol�zovat�s�
parabolic reduction
 A imenno� podhod�wie analogi predlo�eni� �
i � predyduwego paragrafa dadut nam netrivial�ny� kornevo�
unipotent


� Takim obrazom� v dal�ne�xem my mo�em ograniqit�s� slu�
qaem� kogda vse takie z central�ny
 Podhod�wi� analog predlo�
�eni� � pokazyvaet� qto togda vse oni ravny e
 Inymi slovami�
v �tom sluqae g�� kommutiruet so vsemi x����
 Zamen�� v ra�
venstvah predyduwego punkta � na �� my vidim� qto g���g

�
�� � �

dl� vseh par vesov �� � � �� obladawih sleduwim svo�stvom#
suwestvuet ves � � � tako�� qto � � � � � � �l� � � � � � � �l�
priqem �� �� � � �� �� � �� �


Teper� pr�mye vyqisleni� pokazyvat� qto uslovi�
�g��� x��� ��� � e vyra�ats� sleduwimi ravenstvami#

g�
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� �

� Qtoby poluqit� ostal�nye uravneni�� my budem de�stvo�
vat� sleduwim obrazom
 Pol�zu�s� poluqennymi v predydu�
wem punkte uravneni�mi na g��� my podberem takie �lementar�
nye kornevye unipotenty x� ���� qto �x����g

����� � g���� 
 Posle
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�togo my smo�em obyqnym obrazom zaklqit�� qto g kommutiru�
et s x����� i poluqit� novye uravneni� na g��
 S pomow� �tih
novyh uravneni� my smo�em postroit� novye kornevye unipo�
tenty� stabiliziruwie pervy� stolbec g��� i prodol�at� de��
stvovat� takim obrazom do polnogo udovletvoreni�


Polo�iv � � g��� dl� takogo �� qto � � � � �l� vidim� qto
uslovie stabilizacii pervogo stolbca �kvivalentno uslovi

g���g
�
����� � �� � � ��

Itak� my iwem takoe � qto dl� ka�dogo vesa � vypoln�ets� ��
 �� �� d���� �� � �� ili �e u�e dokazano� qto g���g

�
����� � �
 Esli

my na�denm takoe � to libo H u�e soder�it netrivial�ny�
kornevo� �lement� libo g kommutiruet s x��g

�
���
 V poslednem

sluqae

g��
 � g���g
�
����
 � �x��g

�
���g

����
 � �g��x��g
�
�����
 � g��
 � g���g

�
��
�� �

Sledovatel�no� g���g
�
�� � � dl� vseh takih �� � � �� qto suwestvu�

et takoe  � �� qto �� �� �� l� � �� i dl� ka�dogo vesa � koren�
 udovletvor�et odnomu iz sformulirovannyh vyxe uslovi�


Se�qas my pereqislim te korni� kotorye nu�no rassmotret�
dl� poluqeni� teh uravneni�� kotorye ne poluqats� iz vy�
qisleni� predyduwego punkta
 Obratite vnimanie� qto por��
dok vyqisleni� imeet znaqenie# voobwe govor�� my ispol�zuem
uravneni�� poluqennye na ka�dom xage� dl� togo� qtoby byt�
v sosto�nii proizvesti sleduwi�
 Imenno po�tomu nekotorye
korni po�vl�ts� v dokazatel�stve bolee odnogo raza
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� Takim obrazom� my dokazali� qto g���g
�
�� � � dl� vs�ko�

go �� � � �� � � � � �l
 Qtoby rassmotret� ostal�nye sluqai�
dostatoqno zametit�� qto my mogli zamenit� � v vyra�enii
�x����g

����� � g���� na g��� dl� lbogo �
 Esli g���g
�
����� � � dl�

vseh vesov � � �� to umno�enie na x��g
�
��� stabiliziruet pervy�

stolbec matricy g��
 Zamen�� � na ��� my poluqim uravnenie
g���g

�

� � � dl� vseh par vesov �� �� dl� kotoryh na�dets� ta�

ko� koren� � qto x��g
�
��� stabiliziruet pervy� stolbec� priqem

� �  �� �� i � �  � �
 Tako� koren�  legko na�ti dl� ka�do�
pary vesov
 My mo�em vz�t� poqti lbo�  � �l so svo�stvom
�� �� �
 Dl� takogo  pervy� stolbec g�� avtomatiqeski stabi�
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liziruets� v silu dokazannyh v predyduwem punkte uravneni�

Nu�no lix� prosledit� za tem� qtoby ves ��  byl otliqen ot

��






i 

��








� Itak� my dokazali� qto g���g
�
�� � � dl� vseh �� � � �
 Inymi

slovami� esli A � ideal v R� poro�d&nny� �lementami g����
� �� �� to A� � �
 Krome togo� redukci� po modul A pokazyvaet�
qto i g�� � A dl� vseh � �� �


Ostalos� rassmotret� kommutator z � �g� x��
��� � � �l
 Stol�
bec v � x��
�g

��
�� otliqaets� ot g���� tol�ko tem� qto vl � g���� g����

vse ostal�nye �lementy sovpadat
 �to znaqit� qto gxg���� pro�
porcionalen bazisnomu stolbcu v�� i z le�it v paraboliqesko�
podgruppe tipa P�
 Teper� libo z necentralen� i my mo�em vos�
pol�zovat�s� parabolic reduction� libo z centralen� no togda po
podhod�wemu analogu predlo�eni� � predyduwego paragrafa
sam g le�it v sobstvenno� paraboliqesko� podgruppe� i my sno�
va mo�em vospol�zovat�s� parabolic reduction
 V ka�dom iz �tih
sluqaev H soder�it netrivial�ny� kornevo� unipotent


S uqetom �to� novo� osnovno� lemmy Dokazatel�stvo iz Kni�
gi dl� sluqa� F� zakanqivaets� toqno tak �e� kak dl� sluqa�
E�


x�� Sravnenie Dokazatel�stva iz

Knigi s razlo�eniem unipotentov

Otmetim neskol�ko principial�nyh momentov

� Ono opiraets� lix� na vlo�eni� A� 	 F��E��E�

� Kak i razlo�enie unipotentov� ono ne opiraets� na rezul��

taty v razmernosti �� v tom qisle i otnos�wies� k sluqa pol�

V de�stvitel�nosti� naxi dokazatel�stva dat� v qastnosti�
novoe dokazatel�stva teoremy prostoty Xevalle ���	� ���	 dl�
tipov F��E� i E�


� Kak i razlo�enie unipotentov� ono ne opiraets� na rezul��
taty Abe i Sudzuki ���	� ���	 o faktorizacii po radikalu


� V otliqie ot razlo�eni� unipotentov� v nem ne ispol�zuets�
nikako� informacii o strukturnyh konstantah de�stvi�


� V otliqie ot razlo�eni� unipotentov� v nem ne ispol�zu�
ets� ni informaci� o znakah� ni �vna� forma uravneni� na or�
bitu vektora starxego vesa
 V de�stvitel�nosti� edinstvenna�
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ssylka na uravneni� proishodit v sleduwe� forme# v lbom
�lemente x algebry Li x�� � � dl� teh vesov � �� �� raznost�
kotoryh ne �vl�ets� kornem


� �to dokazatel�stvo otveqaet suwestvu zadaqi i mo�et slu�
�it� obrazcom dl� mno�estva dal�ne�xih obobweni�


� Ono okonqatel�no stiraet razliqie me�du klassiqeskimi i
isklqitel�nymi sluqa�mi i pokazyvaet �ffektivnost� raboty
s matricami dl� isklqitel�nyh grupp


Samym suwestvennym iz vsego pereqislennogo �vl�ets�� ko�
neqno� to� qto �to � A��dokazatel�stvo


Odnako vse skazannoe vyxe soverxenno ne oznaqaet� qto raz�
lo�enie unipotentov polnost�
 prevzo�deno opisannym v nasto�
�we� rabote Dokazatel�stvom iz Knigi
 I vot poqemu#

� Vo mnogih va�nyh sluqa�h �naprimer� dl� mikrovesovyh
predstavleni�� razlo�enie unipotentov daet �vnye polinomi�
al�nye formuly� vyra�awie proizvol�ny� �lement kornevogo
tipa kak proizvedenie dim�V ��i�� �lementov kornevogo tipa� le�
�awih v maksimal�no� paraboliqesko� podgruppe tipa Pi


Kak horoxo izvestno� a formula is a formula is a formula
 Primeni�
most� podobnyh �vnyh formul gorazdo xire� qem opisanie raz�
liqnyh klassov podgrupp
 Naprimer� v rabotah ���	� ���	 �ti
formuly ispol�zuts� dl� poluqeni� �vnyh polinomial�nyh
ocenok dliny kommutatora v �lementarnyh obrazuwih


x ��� What next�

My sqitaem� qto izlo�ennye v nasto�we� rabote novye do�
kazatel�stva strukturnyh teorem otra�at esli ne novy� uro�
ven� ponimani�� to� po kra�ne� mere� novy� uroven� naxego teh�
niqeskogo kontrol� nad povedeniem isklqitel�nyh grupp
 My
uvereny� qto ispol�zovanie �tih soobra�eni� v dopolnenie k
u�e imewe�s� tehnike pozvolit polnost� perenesti na is�
klqitel�nye gruppy vse rezul�taty� otnos�wies� k klassiqe�
skim gruppam� pritom s temi �e ocenkami na rangi� dliny i t
d

Otmetim v zaklqenie neskol�ko zadaq� kotorye u�e byli re�
xeny nami s ispol�zovaniem analogiqnyh soobra�eni�� i nere�
xennyh zadaq� k kotorym my sobiraems� vernut�s� v bli�a�xee
vrem�
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�� A
�dokazatel�stvo dl� E� i E�� S toqki zreni� algebraiqe�
sko� K�teorii rassmatrivaema� v nasto�we� rabote zadaqa ob
opisanii normal�nyh delitele�� � �to zadaqa na urovne K�
 Ona
pokazyvaet uroven� naxego kontrol� nad �lementarnymi obrazu�

wimi x���� gruppy Xevalle G��� R�
 Analogiqno� konkretno�
zadaqe� na urovne K�� rexenie kotoro� otra�alo by uroven� na�
xego kontrol� nad sootnoxeni�mi me�du �lementarnymi obra�
zuwimi� �vl�ets� vopros o central�nosti rasxireni�

St��� R� �� G��� R��

ili� kak prin�to govorit�� vopros o central�nosti K���� R�
 Po�
sle publikacii ���	 pervy� avtor zametil� qto dl� sluqaev E�
i E� privedennoe tam dokazatel�stvo mo�no modificirovat� s
tem� qtoby na�ti dostatoqno �lementov kornevogo tipa� le�a�
wih v �lementarnyh podgruppah tipa A
� odnovremenno stabi�
liziruwih dva stolbca matric grupp �tih tipov v minimal��
nyh predstavleni�h
 �to pozvol�et popast� ne v maksimal�nye�
a v submaksimal�nye paraboliqeskie podgruppy� Napomnim� qto
�to rovno to� qto nam nu�no� qtoby uspexno imitirovat� dl�
�tih sluqaev zameqatel�noe dokazatel�stvo van der Kallena� iz�
vestnoe kak another presentation ���	
 V �tom dokazatel�stve vvo�
dits� modificirovanna� gruppa Ste�nberga eSt��� R�� postroen�
na� po vsem � a ne tol�ko �lementarnym� � unipotentam kor�
nevogo tipa� i izgotavlivaets� model� �to� gruppy v obyqno�
gruppe Ste�nberga St��� R�
 Tak vot� dl� postroeni� obrazov
otdel�nyh obrazuwih gruppy eSt��� R� dostatoqno umet� po�
padat� v kakie�to paraboliqeskie podgruppy� no vot proverka
korrektnosti i soglasovannosti �tih opredeleni� trebuet bol��
xe� stepeni svobody
 Imenno po�tomu nad kommutativnym kol��
com R normal�nost� �lementarno� podgruppy E�n�R� v GL�n�R�
dokazana pri lbom n � 	� no vot central�nost� rasxireni�
St�n�R� �� E�n�R� dokazana tol�ko pri n � �
 Hot� konceptu�
al�no podhod van der Kallena absoltno prozraqen� ego fak�
tiqeska� realizaci� dl� isklqitel�nyh grupp sv�zana s pro�
vedeniem u�asawih vyqisleni�
 Odnako dl� sluqaev E� i E�
pervy� avtor nadeets� zaverxit� vse osnovnye proverki v bli�
�a�xee vrem�
 Otmetim� qto dl� klassiqeskih grupp v kontek�
ste raboty ���	 � i� tem samym� v qastnosti� dl� grupp Xevalle
tipov Cl i Dl � realizaci� analogiqno� programmy byla ob��
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�vlena �ntoni Bakom i Tang Guopingom � let nazad
 Odnako�
imenno v silu qudoviwnogo razmera� detali dokazatel�stv vse
ewe ne opublikovany


V to �e vrem� privedennoe v x � dokazatel�stvo prohodit na
predele qeloveqeskih sil i ne ostavl�et nikako� svobody dl�
stabilizacii vtorogo stolbca
 Avtory ne vid�t� kak dokazat�
central�nost� K��F�� R� na �tom puti


�� Sluqa
 E�� Sleduwa� zadaqa predstavl�ets� nam naibolee
aktual�no�� i my sobiraems� vernut�s� k ne� v samoe bli�a�xee
vrem�


Problema �� Provesti A��dokazatel�stvo dl� grupp Xevalle
tipov E��

Otliqie sluqa� E� ot sluqaev� rassmotrennyh v nasto�we�
rabote� sostoit v tom� qto u samo� gruppy G�E�� R� net mikro�
vesovyh predstavleni�� i ona ne �vl�ets� skruqivaniem kako��
libo gruppy� imewe� takie predstavleni�
 Samoe estestvennoe
predstavlenie dl� E� � �to ����mernoe prisoedinennoe predsta�
vlenie
 V �tom sluqae v kornevom �lemente krome slagaemogo iz
samo� algebry Li po�vl�ets� ewe kvadratiqnoe slagaemoe� ko�
toroe ne pozvol�et bukval�no povtorit� dokazatel�stvo naxe�
osnovno� lemmy
 Tem ne menee� kornevo� �lement vse ewe imeet
nastol�ko special�ny� vid� qto� kak nam ka�ets�� slegka izver�
nuvxis�� udasts� provesti analogiqnoe rassu�denie
 S toqki
zreni� bol�xinstva real�nyh prilo�eni� soverxenno ne ob��
zatel�no da�e� qtoby �to bylo imenno A��dokazatel�stvo
 Ono
mo�et ispol�zovat� �lementy kornevogo tipa v A
� A� i voobwe v
lbo� neprivodimo� podsisteme� krome A�� D� i E�
 Esli ne upi�
rat�s� v �lementy iz A�� to mo�no ispol�zovat� v takom dokaza�
tel�stve bol�xie fragmenty vyqisleni� iz D��dokazatel�stva�
opisannogo v x �� no� razumeets�� stabilizirovat� pri �tom ne
proizvol�nye singul�rnye stolbcy� a tol�ko stolbcy kornevogo
unipotenta� udovletvor�wie prostym dopolnitel�nym uravne�
ni�m�

	� Podgruppy neraswepimyh grupp� Otmetim ewe odnu qrez�
vyqa�no interesnu zadaqu v takom duhe� rexenie kotoro� pred�
stavl�ets� nam bolee qem real�nym s ispol�zovaniem metodov
nasto�we� raboty
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Problema �� Dokazat� standartnoe opisanie normal�nyh pod�
grupp v skruqennyh formah grupp tipov E� i E� nad proizvol�nym
kommutativnym kol�com R� v predpolo�enii� qto oni soder�at
raswepimu
 podgruppu tipa A��

Osnovno� princip teorii vozmuweni� sostoit tom� qto dl�
togo� qtoby uvidet� razliqie dvuh vewe�� sovpadawih po slu�
qa�no� priqine� nu�no vvesti dopolnitel�noe napr��enie
 Qto�
by polnost� osoznat� preimuwestva Dokazatel�stva iz Kni�
gi pered razlo�eniem unipotentov� kak raz i nu�no vvesti ta�
koe dopolnitel�noe tehniqeskoe napr��enie v forme perehoda
ot raswepimyh grupp k izotropnym
 Kak my videli v xx � i ��
dl� isklqitel�nyh tipov razlo�enie unipotentov zavisit ot
suwestvovani� raswepimyh podgrupp tipa Al ili Dl maksimal��
nogo vozmo�nogo ranga� i rabotaet tol�ko dl� grupp Xevalle

V to �e vrem�� Dokazatel�stvo iz Knigi rabotaet dl� vseh grupp
ranga � �� v x � my u�e videli �to na primere gruppy �E�
 Ogra�
niqenie rangom � � predstavl�ets� vpolne razumnym
 Horoxo
izvestno� qto#

� Opisanie normal�nogo stroeni� anizotropnyh grupp �vl��
ets� beznade�no trudno� zadaqe� da�e v sluqae� kogda R � K
pole


� Opisanie normal�nogo stroeni� grupp ranga � �vd�ets� bez�
nade�no trudno� zadaqe� da�e v sluqae kol�ca R �Z


Po�tomu predpolo�enie� qto rang � �� otveqaet suwestvu za�
daqi
 �to kak raz tot sluqa�� kogda naxi vozmo�nosti sovpada�
t s prirodo� vewe�


�� Podgruppy� soder�awie isklqitel�nu gruppu� Dl�
klassiqeskih grupp vopros� analogiqny� sleduwe� zadaqe� re�
xen v cikle nedavnih rabot pervogo avtora i Viktora Petrova


Problema 	� Opisat� sledu
wie klassy podgrupp�

� podgruppy v GL���� R�� normalizuemye E�E�� R��

� podgruppy v Sp��� R�� normalizuemye E�E�� R��

� podgruppy v G�E�� R�� normalizuemye E�F�� R��

V kaqestve pervogo xaga mo�no bylo by opisat� podgruppy v
bol�xe� gruppe� soder�awie men�xu
 Pervye va�nye rezul��
taty v �tom napravlenii poluqeny v rabote Aleksandra Luz�
gareva ���	
 Kstati� imenno �ta rabota pobudila nas oslabit�
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postanovku zadaqi vo vtorom punkte� v ���	 my predlagali opi�
sat� nadgruppy v GL��� R�� soder�awie E�E�� R�� no� kak vidno
iz ���	� �to sovsem ne prosta� zadaqa
 Skoree vsego� kak i v rabo�
tah pervogo avtora i Petrova� dl� polnogo rexeni� �tih zadaq
pridets� ispol�zovat� kombinaci metodov nasto�we� raboty
i lokalizacionnyh metodov


�� Subnormal�nye podgruppy� Horoxo izvestno� qto rexenie
sleduwe� zadaqi �vl�ets� osnovnym xagom v opisanii subnor�
mal�nyh podgrupp gruppy G��� R�


Problema �� Opisat� podgruppy v G��� R�� normalizuemye

E��� R�A� dl� nekotorogo ideala A E R�

Standartny� otvet na �tu zadaqu formuliruets� sleduwim
obrazom
 Dl� lbo� tako� podgruppy H suwestvuet ideal A E R
tako�� qto

E��� R�AmI� � H � C��� R� I�

dl� nekotorogo m
 Tako� ideal I edinstvenen s toqnost� do
nekotorogo estestvennogo otnoxeni� �kvivalentnosti �A
 Nai�
bolee va�ny� tehniqeski� aspekt �to� zadaqi sostoit v naho�
�denii naimen�xego vozmo�nogo m takogo� qto �ti vklqeni�
vypolneny dl� vseh podgrupp H
 Mo�no nade�t�s�� qto dokaza�
tel�stva� opisannye v nasto�we� rabote� dol�ny dat� luqxie
ocenki dl� grupp tipov F�� E� i E�� qem vse drugie izvestnye
segodn� dokazatel�stva


�� Podgruppy� soder�awie subsystem subgroup� Pust� te�
per� � 	 � � podsistema korne� v �
 Rassmotrim vlo�enie
G��� R� � G��� R�
 Rexenie sleduwe� zadaqi bylo by obobwe�
niem na isklqitel�nye gruppy bol�xogo cikla rabot Zenona
Boreviqa i Nikola� Vavilova o nadgruppah subsystem subgroups�
sm
 ��	� ��	� ��	 i dal�ne�xie ssylki v ���	� ���	� ���	


Problema �� Opisat� podgruppy v G��� R�� normalizuemye

E��� R�� v predpolo�enii� qto �� � � i vse neprivodimye kom�
ponenty �� krome� byt� mo�et� odno�� ime
t rang �

V ���	 mo�no na�ti ukazani� otnositel�no togo� kak vygl�dit
standartny� otvet na �tu zadaqu
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�� Dal�ne
xie zadaqi� Imeets� mnogo dal�ne�xih va�nyh za�
daq takih� kak opisanie avtomorfizmov grupp Xevalle G��� R��
kak u�e rexennyh� tak i otkrytyh� kotorye mo�no traktovat�
metodami nasto�we� raboty
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