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Ýôôåêòèâíûå è îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû

Ìû áû õîòåëè, ÷òîáû ìåõàíèçì áûë õîðîøèì.

Äëÿ êîãî îí ìîæåò áûòü õîðîøèì? Êàêèå âû ìîæåòå

ïðèäóìàòü ñìûñëû äëÿ ýòîãî ñëîâà?
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Ýôôåêòèâíûå è îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû

Ìû áû õîòåëè, ÷òîáû ìåõàíèçì áûë õîðîøèì.

Ìåõàíèçì, õîðîøèé äëÿ àãåíòîâ � ýôôåêòèâíûé

ìåõàíèçì.

Îí ìàêñèìèçèðóåò social welfare � ñóììàðíûé äîõîä âñåõ

àãåíòîâ.
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Ýôôåêòèâíûå è îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû

Ìû áû õîòåëè, ÷òîáû ìåõàíèçì áûë õîðîøèì.

Äëÿ ïðÿìîãî ìåõàíèçìà (Q,M) ïðàâèëî ðàñïðåäåëåíèÿ Q
ýôôåêòèâíî, åñëè

∀x Q(x) ∈ argmaxQ

∑
j=1..N

Qjxj .

Èíà÷å ãîâîðÿ, îáúåêò äîñòà¼òñÿ òîìó, êîìó îí

äåéñòâèòåëüíî áîëüøå âñåãî íóæåí.
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Ýôôåêòèâíûå è îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû

Ìû áû õîòåëè, ÷òîáû ìåõàíèçì áûë õîðîøèì.

À ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíûì äëÿ ïðîäàâöà.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî íóæíî ìàêñèìèçèðîâàòü îæèäàåìûé äîõîä.

Òàêèå ìåõàíèçìû íàçûâàþòñÿ îïòèìàëüíûìè.
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Ýôôåêòèâíûå è îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû

Ìû áû õîòåëè, ÷òîáû ìåõàíèçì áûë õîðîøèì.

Äëÿ îïòèìàëüíîãî ìåõàíèçìà íóæíî ìàêñèìèçèðîâàòü

E(R) =

N∑
i=1

E[mi (Xi )],

ãäå mi (Xi ) � âûïëàòà àãåíòà i (Xi � åãî ðàñïðåäåëåíèå).
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Íàøè ïëàíû

Ìû ñåé÷àñ ðàññìîòðèì îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû.

Íà÷í¼ì ñ ïðèìåðà, à ïîòîì áóäåì ñòðîèòü áîëåå îáùèå

êîíñòðóêöèè.

À â ñëåäóþùåì ðàçäåëå çàéì¼ìñÿ ýôôåêòèâíûìè.
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Àóêöèîí âòîðîé öåíû ñ ðåçåðâíîé öåíîé

Äàâàéòå îïÿòü ðàññìîòðèì àóêöèîí âòîðîé öåíû (îí æå

àóêöèîí Âèêðè).

Íî íà ýòîò ðàç ñäåëàåì îäíó ìîäèôèêàöèþ: äîáàâèì
òàêóþ ðåçåðâíóþ öåíó r , ÷òî:

âûèãðàâøèé àãåíò ïëàòèò ìàêñèìóì ìåæäó âòîðîé ñòàâêîé

è r ;

åñëè âñå ñòàâêè íèæå r , ïðîäàâåö îñòàâëÿåò òîâàð ñåáå.

Ðåçåðâíàÿ öåíà � ìèíèìàëüíàÿ, ïî êîòîðîé ïðîäàâåö

ñîãëàñåí ðàññòàòüñÿ ñ òîâàðîì.
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Ñòðàòåãèè è âûïëàòû

Âî-ïåðâûõ, ñòðàòåãèè íå èçìåíÿòñÿ � ïî-ïðåæíåìó

äîìèíàíòíàÿ ñòðàòåãèÿ â òîì, ÷òîáû ãîâîðèòü ïðàâäó

(ïðîâåðüòå!).

Âî-âòîðûõ, êàê èçìåíÿòñÿ âûïëàòû? Ðàíüøå áûëà âûïëàòà

m(x) =

∫ x

0

yg(y)dy ,

ãäå g(x) = (N − 1)f (x)F (x)N−2.

×òî áóäåò òåïåðü?
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Àóêöèîí âòîðîé öåíû ñ ðåçåðâíîé öåíîé
Îáùàÿ ïîñòàíîâêà: äîõîä ïðîäàâöà

Âûïëàòà â àóêöèîíå ñ ðåçåðâíîé öåíîé

Òåïåðü òîò, êòî ñòàâèò r , îæèäàåò çàïëàòèòü ïðîñòî rG (r)

(ìåíüøå r íå áûâàåò).

À òîò, êòî ñòàâèò áîëüøå r , îæèäàåò çàïëàòèòü

m(x , r) = rG (r) +

∫ x

r

yg(y)dy .
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Àóêöèîí ïåðâîé öåíû ñ ðåçåðâíîé öåíîé

Íåìíîæêî îòâëå÷¼ìñÿ è åù¼ ðàç ïðîèëëþñòðèðóåì

ïðèíöèï ýêâèâàëåíòíîñòè äîõîäíîñòè.

Â àóêöèîíå ïåðâîé öåíû àíàëèç áóäåò òî÷íî òàêèì æå, êàê

ðàíüøå, òîëüêî òåïåðü ó÷àñòíèê ñ öåííîñòüþ x < r âîîáùå

íå áóäåò ó÷àñòâîâàòü, è îñòàíåòñÿ

β(x) = E[max{Y1, r }|Y1 < x ]
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Àóêöèîí ïåðâîé öåíû ñ ðåçåðâíîé öåíîé

Â àóêöèîíå ïåðâîé öåíû àíàëèç áóäåò òî÷íî òàêèì æå, êàê

ðàíüøå, òîëüêî òåïåðü ó÷àñòíèê ñ öåííîñòüþ x < r âîîáùå

íå áóäåò ó÷àñòâîâàòü, è îñòàíåòñÿ

β(x) = E[max{Y1, r }|Y1 < x ] =

= r
G (r)

G (x)
+

1

G (x)

∫ x

r

yg(y)dy

Óìíîæàÿ íà G (x), ïîëó÷èì òó æå ñàìóþ äîõîäíîñòü (òó æå

âûïëàòó äëÿ àãåíòà i).
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Äîõîäíîñòü

Íî, õîòü äîõîäíîñòü è îäèíàêîâàÿ ó äâóõ àóêöèîíîâ, ìîæåò

áûòü, îíà èçìåíèëàñü ïî ñðàâíåíèþ ñ àóêöèîíàìè áåç

ðåçåðâíîé öåíû?

E[m(X , r)] =

∫ω

r

m(x , r)f (x)dx =

=

∫ω

r

(
rG (r) +

∫ x

r

yg(y)dy

)
f (x)dx =

= rG (r)(1 − F (r)) +

∫ω

r

y(1 − F (y))g(y)dy .

(ìû ìåíÿëè ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ âî âòîðîì

ñëàãàåìîì).
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Êàê ìàêñèìèçèðîâàòü?

Êàê ïðîäàâöó ìàêñèìèçèðîâàòü äîõîäíîñòü?

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x0 åãî ñîáñòâåííóþ öåííîñòü îáúåêòà (âî

ñêîëüêî îí îöåíèâàåò òîò ôàêò, ÷òî îáúåêò îñòàíåòñÿ ó

íåãî).

Òîãäà åãî îáùèé äîõîä îò ðåçåðâíîé öåíû r ïîëó÷àåòñÿ êàê

Π0 = NE[m(X , r)] + F (r)Nx0.
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Êàê ìàêñèìèçèðîâàòü?

Π0 = NE[m(X , r)] + F (r)Nx0.

Íàäî ìàêñèìèçèðîâàòü; ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî r :

dΠ0

dr
= N(1 − F (r) − rf (r))G (r) + NG (r)f (r)x0.

Åñòü òàêàÿ ôóíêöèÿ ðèñêà; îíà ïîêàçûâàåò, ãðóáî ãîâîðÿ,

ìãíîâåííóþ âåðîÿòíîñòü ¾âûæèòü¿:

λ(x) =
f (x)

1 − F (x)
.
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Êàê ìàêñèìèçèðîâàòü?

Â òåðìèíàõ ôóíêöèè ðèñêà ïîëó÷àåòñÿ

dΠ0

dr
= N(1 − (r − x0)λ(r))(1 − F (r))G (r).

Ò.å. ïðè x0 > 0 dΠ0

dr
â x0 ïîëîæèòåëüíà, ò.å. ïðîäàâöó

âûãîäíî óñòàíîâèòü ðåçåðâíóþ öåíó r > x0.

Ïðè x0 = 0 òîæå âûãîäíî (ïðîâåðüòå). Èíà÷å ãîâîðÿ,

ðåçåðâíàÿ öåíà äîëæíà áûòü âûøå öåííîñòè ïðîäóêòà äëÿ

ïðîäàâöà.
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Êàê ìàêñèìèçèðîâàòü?

dΠ0

dr
= N(1 − (r − x0)λ(r))(1 − F (r))G (r).

À ìàêñèìóì ïîëó÷èòñÿ, åñëè

(r − x0)λ(r) = 1, èëè r∗ −
1

λ(r∗)
= x0.

Óïðàæíåíèå. Ïîäñ÷èòàòü îïòèìàëüíóþ r äëÿ ðàâíîìåðíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ öåííîñòåé àãåíòîâ íà [0, 1]. Êàêîé òîãäà

îæèäàåìûé äîõîä ó ïðîäàâöà è êàêîé îí â ñëó÷àå àóêöèîíà áåç

ðåçåðâíîé öåíû?
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Ïëàòà çà ó÷àñòèå

Âìåñòî ðåçåðâíîé öåíû ìîæíî ââåñòè ïëàòó çà ó÷àñòèå.

Ðåçåðâíàÿ öåíà r îòñåêàåò ó÷àñòíèêîâ ñ öåííîñòÿìè x < r .

Òî æå ñàìîå ïîëó÷èòñÿ, åñëè çàñòàâèòü ¾çà âõîä¿

çàïëàòèòü

e =

∫ r

0

G (y)dy ,

ò.å. îæèäàåìûé äîõîä ó÷àñòíèêà ñ öåííîñòüþ ðîâíî r .
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Îáùàÿ ïîñòàíîâêà

Òåïåðü âåðí¼ìñÿ ê íàøåé áîëåå îáùåé ñèòóàöèè.

Äëÿ ïðÿìîãî ìåõàíèçìà (Q,M) ìû ìàêñèìèçèðóåì

E(R) =

N∑
i=1

E[mi (Xi )],

ãäå mi (Xi ) � âûïëàòà àãåíòà i (Xi � åãî ðàñïðåäåëåíèå).

Äàâàéòå ýòî ÿâíî ïîäñ÷èòàåì.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ââåäåíèå
Àóêöèîí âòîðîé öåíû ñ ðåçåðâíîé öåíîé
Îáùàÿ ïîñòàíîâêà: äîõîä ïðîäàâöà

Âñïîìíèì îáîçíà÷åíèÿ

qi (zi ) � îæèäàåìàÿ äîõîäíîñòü àãåíòà i , êîãäà îí ãîâîðèò

zi , à îñòàëüíûå ãîâîðÿò ïðàâäó:

qi (zi ) =

∫
X−i

Qi (zi ,x−i )f−i (x−i )dx−i .

mi (zi ) � îæèäàåìàÿ âûïëàòà àãåíòà i :

mi (zi ) =

∫
X−i

Mi (zi ,x−i )f−i (x−i )dx−i .

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ââåäåíèå
Àóêöèîí âòîðîé öåíû ñ ðåçåðâíîé öåíîé
Îáùàÿ ïîñòàíîâêà: äîõîä ïðîäàâöà

Âûâîä îæèäàåìîãî äîõîäà ïðîäàâöà

E[mi (Xi )] =

∫ωi

0

mi (xi )fi (xi )dxi =

= mi (0) +

∫ωi

0

qi (xi )xi fi (xi )dxi −

∫ωi

0

∫ xi

0

qi (ti )fi (xi )dtidxi .

Ïîìåíÿåì ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ:∫ωi

0

∫ xi

0

qi (ti )fi (xi )dtidxi =

∫ωi

0

∫ωi

ti

qi (ti )fi (xi )dxidti =

=

∫ωi

0

(1 − Fi (ti ))qi (ti )dti .

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ââåäåíèå
Àóêöèîí âòîðîé öåíû ñ ðåçåðâíîé öåíîé
Îáùàÿ ïîñòàíîâêà: äîõîä ïðîäàâöà

Âûâîä îæèäàåìîãî äîõîäà ïðîäàâöà

E[mi (Xi )] =

∫ωi

0

mi (xi )fi (xi )dxi =

= mi (0) +

∫ωi

0

qi (xi )xi fi (xi )dxi −

∫ωi

0

∫ xi

0

qi (ti )fi (xi )dtidxi .

Èòîãî (âñïîìíèì îïðåäåëåíèå qi ):

E[mi (Xi )] = mi (0)+

∫ωi

0

(
xi −

1 − Fi (xi )

fi (xi )

)
qi (xi )fi (xi )dxi =

=

∫
X

(
xi −

1 − Fi (xi )

fi (xi )

)
Qi (x)f (x)dx.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ââåäåíèå
Àóêöèîí âòîðîé öåíû ñ ðåçåðâíîé öåíîé
Îáùàÿ ïîñòàíîâêà: äîõîä ïðîäàâöà

Âûâîä îæèäàåìîãî äîõîäà ïðîäàâöà

Èòîãî äîõîä ïðîäàâöà ïîëó÷àåòñÿ êàê

E[R] =

N∑
i=1

E[mi (Xi )] =

=

N∑
i=1

mi (0) +

N∑
i=1

∫
X

(
xi −

1 − Fi (xi )

fi (xi )

)
Qi (x)f (x)dx.

Åãî íóæíî îïòèìèçèðîâàòü ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ:

ïðàâäèâîñòü, ÷òî ðàâíîñèëüíî íåóáûâàíèþ qi ;

ðàöèîíàëüíîñòü, ÷òî ðàâíîñèëüíî mi (0) ≤ 0.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ââåäåíèå
Àóêöèîí âòîðîé öåíû ñ ðåçåðâíîé öåíîé
Îáùàÿ ïîñòàíîâêà: äîõîä ïðîäàâöà

Âèðòóàëüíûå öåííîñòè

Ìû ââåä¼ì ïîíÿòèå âèðòóàëüíîé öåííîñòè ïðåäìåòà äëÿ

àãåíòà i :

ψi (xi ) = xi −
1 − Fi (xi )

fi (xi )
.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî

E[ψi (Xi )] = 0.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ââåäåíèå
Àóêöèîí âòîðîé öåíû ñ ðåçåðâíîé öåíîé
Îáùàÿ ïîñòàíîâêà: äîõîä ïðîäàâöà

Ðåãóëÿðíûå çàäà÷è

Çàäà÷à äèçàéíà ìåõàíèçìîâ íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè

äëÿ âñåõ i ψi ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé îò xi .

Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ôóíêöèÿ ðèñêà λi âîçðàñòàåò,

ò.ê.

ψi (xi ) = xi −
1

λi (xi )
.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ðåãóëÿðíûå

çàäà÷è.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ââåäåíèå
Àóêöèîí âòîðîé öåíû ñ ðåçåðâíîé öåíîé
Îáùàÿ ïîñòàíîâêà: äîõîä ïðîäàâöà

Ïîñìîòðèì íà ôóíêöèþ âíèìàòåëüíî

Ïîñìîòðèì íà íàøó ôóíêöèþ âíèìàòåëüíî:

N∑
i=1

mi (0) +

N∑
i=1

∫
X
ψi (xi )Qi (x)f (x)dx.

Äàâàéòå ïîêà ñêîíöåíòðèðóåìñÿ íà ïîäûíòåãðàëüíîì

âûðàæåíèè:
N∑
i=1

ψi (xi )Qi (x).

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ââåäåíèå
Àóêöèîí âòîðîé öåíû ñ ðåçåðâíîé öåíîé
Îáùàÿ ïîñòàíîâêà: äîõîä ïðîäàâöà

Ïîñìîòðèì íà ôóíêöèþ âíèìàòåëüíî

Äàâàéòå ïîêà ñêîíöåíòðèðóåìñÿ íà ïîäûíòåãðàëüíîì

âûðàæåíèè:
N∑
i=1

ψi (xi )Qi (x).

Q ïîõîæà íà âåñîâóþ ôóíêöèþ, âçâåøèâàþùóþ ψi .

Ðåçîííî áûëî áû äàòü ìàêñèìàëüíûé âåñ ìàêñèìàëüíîìó

ψi (åñëè îí ïîëîæèòåëüíûé), à íà îñòàëüíûå ïëþíóòü.

Ýòî áû ìàêñèìèçèðîâàëî ôóíêöèþ â êàæäîé òî÷êå,

çíà÷èò, è èíòåãðàë òîæå.

Ýòî è áóäåò èäååé êîíñòðóêöèè, íî ìû åù¼ íå ó÷èòûâàëè

îãðàíè÷åíèÿ (ïðàâäèâîñòü è ðàöèîíàëüíîñòü).

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ââåäåíèå
Àóêöèîí âòîðîé öåíû ñ ðåçåðâíîé öåíîé
Îáùàÿ ïîñòàíîâêà: äîõîä ïðîäàâöà

Êîíñòðóêöèÿ îïòèìàëüíîãî ìåõàíèçìà

Ðàññìîòðèì ïðÿìîé ìåõàíèçì (Q,M), â êîòîðîì:

Q ðàñïðåäåëÿåò îáúåêò ïîêóïàòåëþ i ñ ïîëîæèòåëüíîé

âåðîÿòíîñòüþ i� ψi (xi ) = maxj=1..N ψj(xj):

Qi (x) > 0 i� ψi (xi ) = max
j=1..N

ψj(xj) ≥ 0.

ïëàòà M ðàâíà

Mi (x) = Qi (x)xi −

∫ xi

0

Qi (zi ,x−i )dzi .

Ìû ñåé÷àñ äîêàæåì, ÷òî ýòî è åñòü îáåùàííûé

îïòèìàëüíûé ìåõàíèçì (åñëè çàäà÷à ðåãóëÿðíà).

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ââåäåíèå
Àóêöèîí âòîðîé öåíû ñ ðåçåðâíîé öåíîé
Îáùàÿ ïîñòàíîâêà: äîõîä ïðîäàâöà

Ïðàâäèâîñòü

Qi (x) > 0 i� ψi (xi ) = max
j=1..N

ψj(xj) ≥ 0.

Mi (x) = Qi (x)xi −

∫ xi

0

Qi (zi ,x−i )dzi .

Ïóñòü zi < xi . Òîãäà, ïî ðåãóëÿðíîñòè, ψi (zi ) < ψi (xi ), è,

çíà÷èò, äëÿ âñåõ x−i Qi (zi ,x−i ) ≤ Qi (zi ,x−i ).

Çíà÷èò, qi íåóáûâàþùàÿ, ò.å. ìåõàíèçì ïðàâäèâûé.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ââåäåíèå
Àóêöèîí âòîðîé öåíû ñ ðåçåðâíîé öåíîé
Îáùàÿ ïîñòàíîâêà: äîõîä ïðîäàâöà

Ðàöèîíàëüíîñòü

Qi (x) > 0 i� ψi (xi ) = max
j=1..N

ψj(xj) ≥ 0.

Mi (x) = Qi (x)xi −

∫ xi

0

Qi (zi ,x−i )dzi .

Î÷åâèäíî, ÷òî Mi (0,x−i ) = 0, çíà÷èò, mi (0) = 0, è

ìåõàíèçì ðàöèîíàëüíûé.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ââåäåíèå
Àóêöèîí âòîðîé öåíû ñ ðåçåðâíîé öåíîé
Îáùàÿ ïîñòàíîâêà: äîõîä ïðîäàâöà

Èòîãî

Qi (x) > 0 i� ψi (xi ) = max
j=1..N

ψj(xj) ≥ 0.

Mi (x) = Qi (x)xi −

∫ xi

0

Qi (zi ,x−i )dzi .

Ýòî ðàöèîíàëüíûé ïðàâäèâûé ìåõàíèçì.

Îí îïòèìàëåí, ò.ê. ìàêñèìèçèðóåò êàæäîå èç äâóõ

ñëàãàåìûé ôîðìóëû äîõîäà ïî îòäåëüíîñòè.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ââåäåíèå
Àóêöèîí âòîðîé öåíû ñ ðåçåðâíîé öåíîé
Îáùàÿ ïîñòàíîâêà: äîõîä ïðîäàâöà

Åãî ñâîéñòâà

Âî-ïåðâûõ, ìàêñèìàëüíûé äîõîä ïîëó÷àåòñÿ ïî ïðîñòîé

ôîðìóëå:

maxE[R] = E[max{ψ1(X1), . . . , ψN(XN), 0}].

Äðóãîé âîïðîñ: ñêîëüêî (èíòóèòèâíî) ïëàòèò ïîáåäèòåëü?

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ââåäåíèå
Àóêöèîí âòîðîé öåíû ñ ðåçåðâíîé öåíîé
Îáùàÿ ïîñòàíîâêà: äîõîä ïðîäàâöà

Åãî ñâîéñòâà

Ðàññìîòðèì íîâóþ ôóíêöèþ

yi (x−i ) = inf{zi | ψi (zi ) > 0 è ∀j 6= i ψi (zi ) ≥ ψj(xj)}.

Ò.å. ýòî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ñòàâêè èãðîêà i , êîòîðîå

âûèãðûâàåò ó âñåõ îñòàëüíûõ.

Òîãäà îïðåäåëåíèå Q áóäåò òàêèì:

Qi (zi ,x−i ) =

{
1, zi > yi (x−i ),

0, zi < yi (x−i ).

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ââåäåíèå
Àóêöèîí âòîðîé öåíû ñ ðåçåðâíîé öåíîé
Îáùàÿ ïîñòàíîâêà: äîõîä ïðîäàâöà

Åãî ñâîéñòâà

Ìîæíî, çíà÷èò, è èíòåãðàë ïîñ÷èòàòü:∫ xi

0

Qi (zi ,x−i )dzi =

{
xi − yi (x−i ), xi > yi (x−i ),

0, xi < yi (x−i ).

Çíà÷èò,

Mi (x) =

{
yi (x−i ), xi > yi (x−i ),

0, xi < yi (x−i ).

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ââåäåíèå
Àóêöèîí âòîðîé öåíû ñ ðåçåðâíîé öåíîé
Îáùàÿ ïîñòàíîâêà: äîõîä ïðîäàâöà

Åãî ñâîéñòâà

Òî åñòü òîëüêî ïîáåäèòåëü ÷òî-òî ïëàòèò, è îí ïëàòèò

ìèíèìàëüíóþ ñòàâêó, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò åìó âûèãðûø.

Ýòî â òî÷íîñòè îñíîâíîé ïðèíöèï àóêöèîíà âòîðîé öåíû.

Ìû òîëüêî ÷òî äîêàçàëè, ÷òî îí îïòèìàëåí. Òî÷íåå, îí ñ

ðåçåðâíîé öåíîé.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ââåäåíèå
Àóêöèîí âòîðîé öåíû ñ ðåçåðâíîé öåíîé
Îáùàÿ ïîñòàíîâêà: äîõîä ïðîäàâöà

Åù¼ ðàç îáùèé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà

Äëÿ ðåãóëÿðíîé çàäà÷è äèçàéíà ìåõàíèçìîâ ìåõàíèçì (Q,M),

ãäå

Qi (x) =

{
1, ψi (xi ) ≥ maxj 6=i ψj(xj) è ψi (xi ) ≥ 0,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

Mi (x) =

{
yi (x−i ), ψi (xi ) ≥ maxj 6=i ψj(xj) è ψi (xi ) ≥ 0,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ââåäåíèå
Àóêöèîí âòîðîé öåíû ñ ðåçåðâíîé öåíîé
Îáùàÿ ïîñòàíîâêà: äîõîä ïðîäàâöà

Ñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé

Ïóñòü âñå fi ðàâíû (àãåíòû ñèììåòðè÷íû). Òîãäà âñå

ψi = ψ.

È ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

yi (x−i ) = max

{
max
j 6=i

xj , ψ
−1(0)

}
.

Òî åñòü ïîëó÷àåòñÿ â òî÷íîñòè àóêöèîí âòîðîé öåíû ñ

ðåçåðâíîé öåíîé r = ψ−1(0).

Óïðàæíåíèå. Ïîäñ÷èòàéòå ψ−1(0) äëÿ ðàâíîìåðíûõ

ðàñïðåäåëåíèé íà [0, 1]. Ñðàâíèòå ñ ðåçóëüòàòîì ïðåäûäóùåãî

óïðàæíåíèÿ. Äîëæíî ñîéòèñü. :)

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ìåõàíèçì VCG

Outline

1 Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû

Ââåäåíèå

Àóêöèîí âòîðîé öåíû ñ ðåçåðâíîé öåíîé

Îáùàÿ ïîñòàíîâêà: äîõîä ïðîäàâöà

2 Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ìåõàíèçì VCG

3 AGV è budget balance

Ìåõàíèçì AGV

Budget balance ó õîðîøèõ ìåõàíèçìîâ

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ìåõàíèçì VCG

Ñóòü

Ìû íàó÷èëèñü ìàêñèìèçèðîâàòü äîõîä ïðîäàâöà.

Òåïåðü äàâàéòå ñòàíåì àëüòðóèñòàìè è áóäåì

ìàêñèìèçèðîâàòü social welfare.

Òî åñòü áóäåì ïûòàòüñÿ ðàñïðåäåëèòü âåùü òîìó, êîìó îíà

áîëüøå âñåãî íðàâèòñÿ.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ìåõàíèçì VCG

Îïòèìàëüíûé àóêöèîí íåýôôåêòèâåí

Ìû óæå çíàåì, ÷òî àóêöèîí âòîðîé öåíû (áåç ðåçåðâíîé

öåíû) ýôôåêòèâåí.

À âîò, íàïðèìåð, îïòèìàëüíûé àóêöèîí, êîòîðûé ìû

òîëüêî ÷òî ðàññìàòðèâàëè, ìîæåò îêàçàòüñÿ è

íåýôôåêòèâíûì.

Âî-ïåðâûõ, ðåçåðâíàÿ öåíà àâòîìàòè÷åñêè ïðåäïîëàãàåò,

÷òî èíîãäà îáúåêò íèêîìó íå äîñòàíåòñÿ, äàæå åñëè åñòü

ïîëîæèòåëüíûå ñòàâêè.

Âî-âòîðûõ, ìàêñèìèçèðóåòñÿ âèðòóàëüíàÿ öåííîñòü; åñëè

ðàñïðåäåëåíèÿ íåñèììåòðè÷íûå, òî ýòî âîâñå íå

ýêâèâàëåíòíî ìàêñèìèçàöèè ñàìèõ xi .

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ìåõàíèçì VCG

Îïðåäåëåíèå

Ìû ñåé÷àñ áóäåì îáîáùàòü àóêöèîí âòîðîé öåíû.

Âî-ïåðâûõ, ÷óòü îáîáùèì X : îí òåïåðü áóäåò xi ∈ [αi ,ωi ],

÷òîáû ðàçðåøèòü îòðèöàòåëüíûå öåííîñòè.

Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Q∗ íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíîé, åñëè îíà

ìàêñèìèçèðóåò social welfare, ò.å. ∀x ∈ X

Q∗(x) ∈ argmaxQ

N∑
j=1

Qjxj .

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ìåõàíèçì VCG

Îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Q∗ íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíîé, åñëè îíà

ìàêñèìèçèðóåò social welfare, ò.å. ∀x ∈ X

Q∗(x) ∈ argmaxQ

N∑
j=1

Qjxj .

Òî åñòü ïðîñòî äà¼ì âåùü àãåíòó ñ ìàêñèìàëüíîé

öåííîñòüþ (åñëè íåò íè÷üèõ).

Ýôôåêòèâíûé ìåõàíèçì � ìåõàíèçì ñ ýôôåêòèâíîé

ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ìåõàíèçì VCG

Îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Q∗ íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíîé, åñëè îíà

ìàêñèìèçèðóåò social welfare, ò.å. ∀x ∈ X

Q∗(x) ∈ argmaxQ

N∑
j=1

Qjxj .

È åù¼ îäíî îáîçíà÷åíèå � åñëè Q∗ óæå ýôôåêòèâíà, òî

ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç W çíà÷åíèå ýòîãî ñàìîãî social

welfare:

W (x) =

N∑
j=1

Q∗
j (x)xj , W−i (x) =

∑
j 6=i

Q∗
j (x)xj .

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ìåõàíèçì VCG

Èñòîðèÿ

VCG � ýòî Âèêðè-Êëàðê-Ãðîóâñ (Vickrey-Clarke-Groves).

Ýòî íå ñîâìåñòíàÿ ðàáîòà, à òðè ðàçíûõ:

Vickrey (1961) � âûäâèíóë èäåþ àóêöèîíà âòîðîé öåíû;

Clarke (1971) � ïðåäëîæèë àíàëîãè÷íûé ìåõàíèçì â

êîíòåêñòå public goods;

Groves (1973) � âñ¼ îáîáùèë è ñôîðìóëèðîâàë.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ìåõàíèçì VCG

Îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå

Ìåõàíèçì VCG (Vickrey-Clarke-Groves) � ýòî ýôôåêòèâíûé

ìåõàíèçì ñ ïðàâèëîì ïëàòåæà MV : X → RN :

MV
i (x) = W (αi ,x−i ) − W−i (x).

Îí ýôôåêòèâíûé, ò.å. ïðàâèëî ðàñïðåäåëåíèÿ Q óæå

çàäàíî:

Q∗(x) ∈ argmaxQ

N∑
j=1

Qjxj .

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ìåõàíèçì VCG

Îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå

Ìåõàíèçì VCG (Vickrey-Clarke-Groves) � ýòî ýôôåêòèâíûé

ìåõàíèçì ñ ïðàâèëîì ïëàòåæà MV : X → RN :

MV
i (x) = W (αi ,x−i ) − W−i (x).

MV
i (x) � ýòî ðàçíèöà ìåæäó îáùèì welfare ïðè

íàèìåíüøåé âîçìîæíîé ñòàâêå àãåíòà i è welfare âñåõ

îñòàëüíûõ àãåíòîâ ïðè òåêóùåé ñòàâêå.

Òî åñòü, ãðóáî ãîâîðÿ, íàñêîëüêî àãåíò ñóììàðíî ñäåëàë

õóæå äðóãèì.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ìåõàíèçì VCG

Îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëåíèå

Ìåõàíèçì VCG (Vickrey-Clarke-Groves) � ýòî ýôôåêòèâíûé

ìåõàíèçì ñ ïðàâèëîì ïëàòåæà MV : X → RN :

MV
i (x) = W (αi ,x−i ) − W−i (x).

Â êîíòåêñòå àóêöèîíîâ αi = 0, è ïîëó÷àåòñÿ â òî÷íîñòè

àóêöèîí âòîðîé öåíû (ïðîâåðüòå!).

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ìåõàíèçì VCG

Ïðàâäèâîñòü

Åñëè äðóãèå àãåíòû ãîâîðÿò x−i , òî ïðèáûëü àãåíòà i îò

ñòàâêè zi

Q∗(zi ,x−i )xi −MV
i (zi ,x−i ) =

N∑
j=1

Q∗
j (zi ,x−i )xj −W (αi ,x−i ).

Âû÷èòàåìîå îò z íå çàâèñèò, à óìåíüøàåìîå ïî

îïðåäåëåíèþ Q∗ ìàêñèìèçèðóåòñÿ, êîãäà i ãîâîðèò ïðàâäó.

Çíà÷èò, àóêöèîí VCG ïðàâäèâ.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ìåõàíèçì VCG

Ðàöèîíàëüíîñòü

Ìû ìíîãî óæå ñâîéñòâ çíàåì ó ïðàâäèâûõ ìåõàíèçìîâ. Â

÷àñòíîñòè, îæèäàåìàÿ äîõîäíîñòü

UV
i (xi ) = E[W (xi ,X−i ) − W (αi ,X−i )]

áóäåò âîçðàñòàþùåé è âûïóêëîé ôóíêöèåé.

UV
i (αi ) = 0 è, ïî ìîíîòîííîñòè, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî VCG

ðàöèîíàëåí.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ìåõàíèçì VCG

Ìàêñèìàëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü

Ðàññìîòðèì òåïåðü äðóãîé êàêîé-íèáóäü ýôôåêòèâíûé

ìåõàíèçì, êîòîðûé òîæå ïðàâäèâ.

Òîãäà, ïî ïðèíöèïó ýêâèâàëåíòíîñòè äîõîäíîñòè, åãî

äîõîäíîñòü Ui îòëè÷àåòñÿ îò UV
i íà êîíñòàíòó.

Íî åñëè Ui (αi ) < UV
i (αi ) = 0, òî ìåõàíèçì áóäåò

íåðàöèîíàëüíûì (ó àãåíòà i ñ öåííîñòüþ αi îòðèöàòåëüíàÿ

îæèäàåìàÿ äîõîäíîñòü).

Çíà÷èò, Ui (z) > UV
i (z), ò.å. äðóãîé ìåõàíèçì áîëüøå äà¼ò

àãåíòàì; ïðè îäèíàêîâîì ðàñïðåäåëåíèè Q∗ ýòî çíà÷èò,

÷òî àãåíòû ïëàòÿò ìåíüøå.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ìåõàíèçì VCG

Òåîðåìà

Òåîðåìà

Ñðåäè âñåõ ìåõàíèçìîâ, êîòîðûå ðàñïðåäåëÿþò îäèí îáúåêò è

ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûìè, ïðàâäèâûìè è ðàöèîíàëüíûìè,

ìåõàíèçì VCG ìàêñèìèçèðóåò îæèäàåìûå âûïëàòû êàæäîãî

àãåíòà.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ìåõàíèçì VCG

Îáñóæäåíèå

Òåîðåìà

Ñðåäè âñåõ ìåõàíèçìîâ, êîòîðûå ðàñïðåäåëÿþò îäèí îáúåêò è

ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûìè, ïðàâäèâûìè è ðàöèîíàëüíûìè,

ìåõàíèçì VCG ìàêñèìèçèðóåò îæèäàåìûå âûïëàòû êàæäîãî

àãåíòà.

Íà ñàìîì äåëå äàæå ìàêñèìèçèðóÿ âûïëàòû, VCG âñ¼

ðàâíî íå ìîæåò äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû áàëàíñ ñõîäèëñÿ.

Ìû ñåé÷àñ ðàññìîòðèì äðóãîé àëãîðèòì, â í¼ì áàëàíñ

áóäåò ñõîäèòüñÿ, íî íå áóäåò ðàöèîíàëüíîñòè.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ìåõàíèçì VCG

Îáñóæäåíèå

Òåîðåìà

Ñðåäè âñåõ ìåõàíèçìîâ, êîòîðûå ðàñïðåäåëÿþò îäèí îáúåêò è

ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûìè, ïðàâäèâûìè è ðàöèîíàëüíûìè,

ìåõàíèçì VCG ìàêñèìèçèðóåò îæèäàåìûå âûïëàòû êàæäîãî

àãåíòà.

Íî çàòî ýòà òåîðåìà ïîìîæåò íàì ïîíÿòü, à áûâàåò âîîáùå

òàê, ÷òî áàëàíñ ñõîäèòñÿ.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ìåõàíèçì VCG

Âû÷èñëèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü

Åù¼ íóæíî ïîíèìàòü, ÷òî ìåõàíèçì VCG, ïðè âñåõ ñâîèõ

õîðîøèõ ñâîéñòâàõ, ìîæåò îêàçàòüñÿ ñîâåðøåííî

íåðåàëèñòè÷åí.

Íàäî ðåøàòü ñëîæíóþ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè. Ìîæíî ëè ýòî

ñäåëàòü áûñòðî? Êîãäà êàê.

Çàäà÷à ñäåëàòü âû÷èñëèòåëüíî ýôôåêòèâíûé ìåõàíèçì,

ò.å. ìåõàíèçì, êîòîðûé áû, íàïðèìåð, ðàáîòàë

ïîëèíîìèàëüíî äîëãî, � ýòî ñîâñåì äðóãàÿ çàäà÷à.

Àíàëîãè÷íî äëÿ îïòèìàëüíûõ ìåõàíèçìîâ.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ìåõàíèçì AGV
Budget balance ó õîðîøèõ ìåõàíèçìîâ

Outline

1 Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû

Ââåäåíèå

Àóêöèîí âòîðîé öåíû ñ ðåçåðâíîé öåíîé

Îáùàÿ ïîñòàíîâêà: äîõîä ïðîäàâöà

2 Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ìåõàíèçì VCG

3 AGV è budget balance

Ìåõàíèçì AGV

Budget balance ó õîðîøèõ ìåõàíèçìîâ

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ìåõàíèçì AGV
Budget balance ó õîðîøèõ ìåõàíèçìîâ

Budget balance

Ìû áû õîòåëè, ÷òîáû ó íàøèõ ìåõàíèçìîâ ñõîäèëñÿ

áàëàíñ (budget balance property).

Èíà÷å ãîâîðÿ, ÷òîáû îíè ìîãëè ñóùåñòâîâàòü áåç âíåøíèõ

âëèâàíèé.

Ôîðìàëüíî ýòî âûðàæàåòñÿ êàê

N∑
i=1

Mi (x) = 0,

ò.å. ñóììà âûïëàò âñåõ àãåíòîâ ðàâíà íóëþ.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ìåõàíèçì AGV
Budget balance ó õîðîøèõ ìåõàíèçìîâ

Ìåõàíèçì AGV

AGV � îò Arrow�d'Aspremont�G�erard-Varet.

Èñòîðèÿ òîæå íåïðîñòàÿ:

Äâå íåçàâèñèìûõ ðàáîòû � Arrow (1979) è

d'Aspremont�G�erard-Varet (1979).

Áîëåå òîãî, G�erard-Varet � ýòî îäèí ÷åëîâåê, à íå äâà. :)
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Ìåõàíèçì AGV

Ýòîò ìåõàíèçì òîæå ýôôåêòèâåí (ò.å. èñïîëüçóåò Q∗).

Åãî âûïëàòû MA îïðåäåëÿþòñÿ êàê

MA
i (x) =

1

N − 1

∑
j 6=i

EX−j
[W−j(xj ,X−j)]−EX−i

[W−i (xi ,X−i )].

Òåïåðü î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ âñåõ x

N∑
i=1

MA
i (x) = 0.
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Ìåõàíèçì AGV

Ìåõàíèçì AGV ïðàâäèâ: åñëè äðóãèå àãåíòû ãîâîðÿò x−i , à

àãåíò i ãîâîðèò zi , îí ïîëó÷àåò

EX−i
[Q∗

i (zi ,X−i ) + W−i (zi ,X−i )]−

− EX−i

 1

N − 1

∑
j 6=i

EX−j
[W−j(Xj ,X−j)]

 .
Âû÷èòàåìîå íå çàâèñèò îò zi , à ïåðâîå ìàêñèìèçèðóåòñÿ

ïðè zi = xi .

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ìåõàíèçì AGV
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Òåîðåìà

Òåîðåìà

Ýôôåêòèâíûé, ïðàâäèâûé è ðàöèîíàëüíûé ìåõàíèçì, ó

êîòîðîãî ñõîäèòñÿ áàëàíñ, ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ìåõàíèçì VCG äà¼ò ïîëîæèòåëüíóþ îæèäàåìóþ ïðèáûëü

àóêöèîíåðó.
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Budget balance ó õîðîøèõ ìåõàíèçìîâ

Äîêàçàòåëüñòâî

Â îäíó ñòîðîíó òðèâèàëüíî: VCG äîëæåí äàâàòü ïðèáûëü,

ïîòîìó ÷òî îí ñàìûé ýôôåêòèâíûé.

Íàì íóæíî äîêàçàòü â äðóãóþ ñòîðîíó: ïðåäúÿâèòü

êîíñòðóêöèþ òàêîãî çàìå÷àòåëüíîãî ìåõàíèçìà â òîì

ñëó÷àå, êîãäà VCG äà¼ò ïðèáûëü.
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Äîêàçàòåëüñòâî

Íà÷í¼ì ñ ìåõàíèçìà AGV MA. Ïðèíöèï ýêâèâàëåíòíîñòè

äîõîäíîñòè íàì ãîâîðèò, ÷òî åñòü òàêèå êîíñòàíòû cAi , ÷òî

UA
i (xi ) = E[W (xi ,X−i )] − cAi .

Äëÿ VCG ýòî òîæå âåðíî: ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû cVi ,

÷òî

UA
i (xi ) = E[W (xi ,X−i )] − cVi .

Ìû ñåé÷àñ ïîäïðàâèì AGV òàê, ÷òîáû îí ïðèáûëü äàâàë,

îñòàâàÿñü ðàöèîíàëüíûì.
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Äîêàçàòåëüñòâî

Äàíî, ÷òî VCG ïðèíîñèò ïðèáûëü:

E

[
N∑
i=1

MV
i (X)

]
≥ 0.

Ïîñêîëüêó AGV ïî îïðåäåëåíèþ â íóëå:

E

[
N∑
i=1

MV
i (X)

]
≥ E

[
N∑
i=1

MA
i (X)

]
.

Èëè, â òåðìèíàõ íàøèõ êîíñòàíò,

N∑
i=1

cVi ≥
N∑
i=1

cAi .
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Äîêàçàòåëüñòâî

∑N
i=1

cVi ≥
∑N

i=1
cAi .

Îïðåäåëèì òåïåðü ïîïðàâêè: äëÿ i = 2..N

di = cAi − cVi , d1 = −

N∑
i=2

di .

Èñêîìûì ìåõàíèçìîì áóäåò

Mi (x) = MA
i (x) + di .

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Îïòèìàëüíûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû



Îïòèìàëüíûå ìåõàíèçìû
Ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

AGV è budget balance

Ìåõàíèçì AGV
Budget balance ó õîðîøèõ ìåõàíèçìîâ

Äîêàçàòåëüñòâî

Mi (x) = MA
i (x) + di .

Î÷åâèäíî, áàëàíñ ñõîäèòñÿ (ýòî MA, ïîäïðàâëåííûé íà

êîíñòàíòû, êîòîðûå â ñóììå äàþò 0).

Ìåõàíèçì ïðàâäèâûé, ïîòîìó ÷òî âûïëàòû àãåíòà

îòëè÷àþòñÿ îò âûïëàò ïðàâäèâîãî MA íà êîíñòàíòó.

Íàäî òîëüêî ïðîâåðèòü, ÷òî îí ðàöèîíàëüíûé, òî åñòü

îæèäàíèå êàæäîãî àãåíòà áîëüøå íóëÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî

Äëÿ i 6= 1

Ui (xi ) = UA
i (xi ) + di = UA

i (xi ) + cAi − cVi = UV
i (x) ≥ 0.

Äëÿ ïåðâîãî àãåíòà âñ¼ òî æå ñàìîå, íóæíî òîëüêî

çàìåòèòü, ÷òî

d1 = −

N∑
i=2

di =

N∑
i=2

(cVi − cAi ) ≥ cA1 − cV1 ,

ò.ê. îáùàÿ ñóììà
∑N

i=1
cVi ≥

∑N
i=1

cAi .
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!

Lecture notes è ñëàéäû áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ íà ìîåé

homepage:

http://logic.pdmi.ras.ru/∼sergey/index.php?page=teaching

Ïðèñûëàéòå ëþáûå çàìå÷àíèÿ, ðåøåíèÿ óïðàæíåíèé,

íîâûå ÷èñëåííûå ïðèìåðû è ïðî÷åå ïî àäðåñàì:

sergey@logic.pdmi.ras.ru, snikolenko@gmail.com

Çàõîäèòå â ÆÆ smartnik.
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