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Outline

1 Òåîðåìà Ãèááàðäà�Ñàòòåðòóýéòà

Ââåäåíèå è îïðåäåëåíèÿ

Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî

Òåîðåìà Ýððîó

2 Òåîðåìà Ãóðâèöà

3 Òåîðåìà Âèëüÿìñà

Òîðãîâëÿ ìåæäó äâóìÿ ó÷àñòíèêàìè

Òåîðåìà Âèëüÿìñà: äèôôåðåíöèðóåìûé ñëó÷àé

Òåîðåìà Âèëüÿìñà: îáùèé ñëó÷àé

Ðàöèîíàëüíîñòü
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Î ÷¼ì âñ¼ ýòî

Ìû óæå ñòîëüêî çàìå÷àòåëüíûõ ïðèìåðîâ ðàññìîòðåëè: è

ïðàâäèâûå ìåõàíèçìû ïîëó÷àþòñÿ, è ðåàëèçóþùèå

ñîöèàëüíóþ ôóíêöèþ â äîìèíàíòíûõ ñòðàòåãèÿõ, è âîîáùå

âñ¼ ïðåêðàñíî.

Íó, íå ìîãëî æå îíî âñ¼ òàê è ïðîäîëæàòüñÿ, ãäå-òî

äîëæåí áûòü ïîäâîõ.

Ñåé÷àñ ìû ðàññìîòðèì îäèí èç ñàìûõ áîëüøèõ ïîäâîõîâ

ýòîé òåîðèè.
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Ñóòü òåîðåìû

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñ¼-òàêè íå âñÿêèå ìåõàíèçìû

ñóùåñòâóþò.

Ñåé÷àñ ìû ñôîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèå äîâîëüíî óçêîãî è

¾íå÷åñòíîãî¿ êëàññà ñîöèàëüíûõ ôóíêöèé �

äèêòàòîðñêèõ, ò.å. òàêèõ, êîòîðûå âûãîäíû îäíîìó

êîíêðåòíîìó ó÷àñòíèêó.

À ïîòîì äîêàæåì, ÷òî íèêàêèõ äðóãèõ ðåàëèçîâàòü â

äîìèíàíòíûõ ñòðàòåãèÿõ íåëüçÿ...
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Äèêòàòîðñêèå ôóíêöèè ñîöèàëüíîãî âûáîðà

Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèÿ ñîöèàëüíîãî âûáîðà f íàçûâàåòñÿ äèêòàòîðñêîé, åñëè

ñóùåñòâóåò òàêîé àãåíò i , ÷òî äëÿ âñåõ θ = (θ1, . . . , θN) ∈ Θ

f (θ) = {x ∈ X | ui (x , θi ) ≥ ui (y , θi ) äëÿ âñåõ y ∈ X }.

Ïðîùå ãîâîðÿ, ôóíêöèÿ ñîöèàëüíîãî âûáîðà âñåãäà

âûáèðàåò îäèí èç âàðèàíòîâ, îïòèìàëüíûõ äëÿ i-ãî àãåíòà.
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Ìîíîòîííûå ôóíêöèè ñîöèàëüíîãî âûáîðà

Âñïîìíèì îïðåäåëåíèå: ìíîæåñòâî íèæíåãî êîíòóðà

âîçìîæíîãî èñõîäà o ïðè àãåíòå i òèïà θi � ýòî

Li (o, θi ) = {o ′ ∈ O : ui (o, θi ) ≥ ui (o
′, θi )}.

Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèÿ ñîöèàëüíîãî âûáîðà f íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé, åñëè

äëÿ êàæäîãî θ, åñëè θ ′ òàêîâî, ÷òî Li (f (θ), θi ) ⊆ Li (f (θ
′), θ ′

i )

äëÿ âñåõ i , òî f (θ) = f (θ ′).
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Îïðåäåëåíèå

Ôóíêöèÿ ñîöèàëüíîãî âûáîðà f íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé, åñëè

äëÿ êàæäîãî θ, åñëè θ ′ òàêîâî, ÷òî Li (f (θ), θi ) ⊆ Li (f (θ
′), θ ′

i )

äëÿ âñåõ i , òî f (θ) = f (θ ′).

Òî åñòü åñëè f (θ) = x , è ïðè ïåðåõîäå ê θ ′ íè ó îäíîãî

àãåíòà íè îäèí èñõîä, êîòîðûé ðàíüøå áûë õóæå x , íå ñòàë

ñòðîãî ëó÷øå x , òî x äîëæåí îñòàòüñÿ åãî ñîöèàëüíûì

âûáîðîì.
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Ïîðÿäêè ïðåäïî÷òåíèé

Âàæíûì äëÿ íàñ ïîíÿòèåì áóäóò ïîðÿäêè íà âîçìîæíûõ

èñõîäàõ O, êîòîðûå äëÿ êàæäîãî àãåíòà çàäàþò, ÷òî åìó

áîëüøå íðàâèòñÿ.

Íàì íå òàê âàæíî, ñêîëüêî èìåííî àãåíò ïîëó÷èò (ui ),

ñêîëüêî òî, ÷òî îí èñõîä o1 öåíèò âûøå, ÷åì o2, íî íèæå,

÷åì o3.
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Ïîðÿäêè ïðåäïî÷òåíèé

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ íà

O.
×åðåç Ri � ìíîæåñòâî ïîðÿäêîâ, êîòîðûå ìîæåò

ðåàëèçîâûâàòü àãåíò i .

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Òåîðåìû î íåâîçìîæíîñòè



Òåîðåìà Ãèááàðäà�Ñàòòåðòóýéòà
Òåîðåìà Ãóðâèöà

Òåîðåìà Âèëüÿìñà

Ââåäåíèå è îïðåäåëåíèÿ
Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî
Òåîðåìà Ýððîó

Òåîðåìà Ãèááàðäà�Ñàòòåðòóýéòà

Òåîðåìà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ èñõîäîâ O êîíå÷íî è

ñîñòîèò íå ìåíåå ÷åì èç òð¼õ ýëåìåíòîâ, âñå èñõîäû

ðåàëèçóþòñÿ: f (θ) = O, è êàæäûé àãåíò ìîæåò ðåàëèçîâûâàòü

ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ìíîæåñòâî ïðåäïî÷òåíèé: Ri = P. Òîãäà
ôóíêöèÿ ñîöèàëüíîãî âûáîðà f ïðàâäèâî ðåàëèçóåìà â

äîìèíàíòíûõ ñòðàòåãèÿõ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà

äèêòàòîðñêàÿ.
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Ñïðàâà íàëåâî

Î÷åâèäíî, ÷òî äèêòàòîðñêàÿ f ïðàâäèâî ðåàëèçóåìà â

äîìèíàíòíûõ ñòðàòåãèÿõ (ïðîâåðüòå!).

Äàëüøå áóäåì äîêàçûâàòü ñëåâà íàïðàâî.
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Ñòðóêòóðà äîêàçàòåëüñòâà

Äîêàçûâàòü áóäåì òàê:

1 Åñëè Ri = P äëÿ âñåõ i , è f ïðàâäèâî ðåàëèçóåìà â

äîìèíàíòíûõ ñòðàòåãèÿõ, òî f ìîíîòîííà.
2 Åñëè Ri = P äëÿ âñåõ i , f ìîíîòîííà, è f (θ) = O, òî f

ýôôåêòèâíà ex post.
3 Åñëè f ìîíîòîííà è ýôôåêòèâíà ex post, òî îíà

äèêòàòîðñêàÿ.

Ýòî áóäóò íàøè òðè ëåììû.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1

1 Åñëè Ri = P äëÿ âñåõ i , è f ïðàâäèâî ðåàëèçóåìà â

äîìèíàíòíûõ ñòðàòåãèÿõ, òî f ìîíîòîííà.

Ðàññìîòðèì äâà ïðîôèëÿ òèïîâ θ è θ ′, äëÿ êîòîðûõ

Li (f (θ), θi ) ⊆ Li (f (θ
′), θ ′

i ). Õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî

f (θ) = f (θ ′).

Ò.ê. f ïðàâäèâî ðåàëèçóåìà, òî

f (θ ′
1
, θ2, . . . , θN) ∈ L1(f (θ), θ ′

1
) è

f (θ) ∈ L1(f (θ
′
1
, θ2, . . . , θN), θ ′

1
).
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1 Åñëè Ri = P äëÿ âñåõ i , è f ïðàâäèâî ðåàëèçóåìà â

äîìèíàíòíûõ ñòðàòåãèÿõ, òî f ìîíîòîííà.

Ò.ê. ïîðÿäêè ëèíåéíûå (âñ¼ ñðàâíèìî), èç ýòîãî ñëåäóåò,

÷òî f (θ ′
1
, θ2, . . . , θN) = f (θ).

Äàëåå, f (θ ′
1
, θ ′

2
, θ3, . . . , θN) = f (θ ′

1
, θ2, . . . , θN) = f (θ). È

ò.ä., â îáùåì, f (θ) = f (θ ′).

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Òåîðåìû î íåâîçìîæíîñòè



Òåîðåìà Ãèááàðäà�Ñàòòåðòóýéòà
Òåîðåìà Ãóðâèöà

Òåîðåìà Âèëüÿìñà

Ââåäåíèå è îïðåäåëåíèÿ
Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî
Òåîðåìà Ýððîó

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2

2 Åñëè Ri = P äëÿ âñåõ i , f ìîíîòîííà, è f (θ) = O, òî f

ýôôåêòèâíà ex post.

Íàïîìíèì, ÷òî ¾ýôôåêòèâíà ex post¿ îçíà÷àåò, ÷òî óæå

ïîñëå òîãî, êàê àãåíòû ñûãðàþò ïî ñâîèì ñòðàòåãèÿì, äëÿ

êàæäîãî âîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ θ íåëüçÿ ñìåñòèòü

ðàâíîâåñèå òóäà, ãäå âñåì áóäåò ëó÷øå.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü ñóùåñòâóåò θ ∈ Θ è y ∈ X

òàêèå, ÷òî

ui (y , θi ) > ui (f (θ), θi )

(íå ðàâíî, ò.ê. íåò íåñðàâíèìûõ èñõîäîâ).
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2

2 Åñëè Ri = P äëÿ âñåõ i , f ìîíîòîííà, è f (θ) = O, òî f

ýôôåêòèâíà ex post.

ui (y , θi ) > ui (f (θ), θi )

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü òåì, ÷òî f (θ) = O. Ýòî çíà÷èò, ÷òî

åñòü òàêîé θ ′ ∈ Θ, ÷òî f (θ ′) = y .

À òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî âñå ïðåäïî÷òåíèÿ â P
âîçìîæíû. Âûáåðåì òàêîé âåêòîð θ ′′ ∈ Θ, ÷òî

∀i∀x 6= f (θ), y ui (y , θ ′′
i ) > ui (f (θ), θ ′′

i ) > ui (z , θ
′′
i ).
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2

2 Åñëè Ri = P äëÿ âñåõ i , f ìîíîòîííà, è f (θ) = O, òî f

ýôôåêòèâíà ex post.

∀i∀x 6= f (θ), y ui (y , θ ′′
i ) > ui (f (θ), θ ′′

i ) > ui (z , θ
′′
i ).

Ïîñêîëüêó Li (y , θ ′
i ) ⊂ Li (y , θ ′′

i ) äëÿ âñåõ i , ïî ìîíîòîííîñòè

f (θ ′′) = f (θ). Ïðîòèâîðå÷èå, ò.ê. y 6= f (θ).
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3

3 Åñëè f ìîíîòîííà è ýôôåêòèâíà ex post, òî îíà

äèêòàòîðñêàÿ.

Ýòà ëåììà ñëåäóåò èç òåîðåìû Ýððîó î íåâîçìîæíîñòè

(Arrow's Impossibility Theorem).

Ñåé÷àñ ìû å¼ ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì.

Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî ëåììà 3 èç íå¼ äåéñòâèòåëüíî

âûòåêàåò.
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Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî
Òåîðåìà Ýððîó

Ïàðàäîêñ Êîíäîðñå

Íà÷í¼ì ñ ïðèìåðà: ïóñòü ó íàñ òðè ó÷àñòíèêà, ó íèõ åñòü

ñâîè ïðåäïî÷òåíèÿ íà òð¼õ èñõîäàõ, è ìû õîòèì ðåøèòü

äåëî ãîëîñîâàíèåì.

Ïðåäïî÷òåíèÿ òàêîâû:

x �1 y �1 z ,

z �2 x �2 y ,

y �3 z �3 x .

×òî ïîëó÷èòñÿ?

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Òåîðåìû î íåâîçìîæíîñòè



Òåîðåìà Ãèááàðäà�Ñàòòåðòóýéòà
Òåîðåìà Ãóðâèöà

Òåîðåìà Âèëüÿìñà

Ââåäåíèå è îïðåäåëåíèÿ
Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî
Òåîðåìà Ýððîó

Ïàðàäîêñ Êîíäîðñå

Íà÷í¼ì ñ ïðèìåðà: ïóñòü ó íàñ òðè ó÷àñòíèêà, ó íèõ åñòü

ñâîè ïðåäïî÷òåíèÿ íà òð¼õ èñõîäàõ, è ìû õîòèì ðåøèòü

äåëî ãîëîñîâàíèåì.

Ïðåäïî÷òåíèÿ òàêîâû:

x �1 y �1 z ,

z �2 x �2 y ,

y �3 z �3 x .

×òî ïîëó÷èòñÿ?

Ïîëó÷èòñÿ, ÷òî íàðóøèëàñü òðàíçèòèâíîñòü.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Òåîðåìû î íåâîçìîæíîñòè



Òåîðåìà Ãèááàðäà�Ñàòòåðòóýéòà
Òåîðåìà Ãóðâèöà

Òåîðåìà Âèëüÿìñà

Ââåäåíèå è îïðåäåëåíèÿ
Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî
Òåîðåìà Ýððîó

Ôîðìóëèðîâêà

Òåîðåìà

Ïóñòü â ìíîæåñòâå àëüòåðíàòèâ ≥ 3 ýëåìåíòà, è âîçìîæíû âñå

ðàöèîíàëüíûå ïðîôèëè (R) èëè âîîáùå âñå ïðîôèëè, â

êîòîðûõ ëþáûå äâå àëüòåðíàòèâû ðàçëè÷èìû (P). Òîãäà âñÿêàÿ
ôóíêöèÿ ñîöèàëüíîãî âûáîðà F , êîòîðàÿ îïòèìàëüíà ïî

Ïàðåòî è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïîïàðíîé íåçàâèñèìîñòè,

ÿâëÿåòñÿ äèêòàòîðñêîé, ò.å. ∃ àãåíò h òàêîé, ÷òî ∀{x , y } ⊂ O è

ëþáîãî ïðîôèëÿ (�1, . . . ,�I ) x ñîöèàëüíî ïðåäïî÷òèòåëåí y

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x �h y.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Òåîðåìû î íåâîçìîæíîñòè



Òåîðåìà Ãèááàðäà�Ñàòòåðòóýéòà
Òåîðåìà Ãóðâèöà

Òåîðåìà Âèëüÿìñà

Ââåäåíèå è îïðåäåëåíèÿ
Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî
Òåîðåìà Ýððîó

Ïîÿñíåíèÿ

Îïòèìàëüíîñòü ïî Ïàðåòî: åñëè äëÿ âñåõ ïðîôèëåé x �j y ,

òî F ïðåäïî÷ò¼ò x ïåðåä y .

Ïîïàðíàÿ íåçàâèñèìîñòü: îòíîøåíèÿ ìåæäó äâóìÿ

âîçìîæíîñòÿìè x è y çàâèñÿò òîëüêî îò ïðåäïî÷òåíèé íà

íèõ è íå çàâèñÿò îò äðóãèõ âîçìîæíûõ èñõîäîâ.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Òåîðåìû î íåâîçìîæíîñòè



Òåîðåìà Ãèááàðäà�Ñàòòåðòóýéòà
Òåîðåìà Ãóðâèöà

Òåîðåìà Âèëüÿìñà

Ââåäåíèå è îïðåäåëåíèÿ
Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî
Òåîðåìà Ýððîó

Îïðåäåëÿþùèå íàáîðû àãåíòîâ

Äëÿ äàííîãî F áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàáîð àãåíòîâ S ⊂ I :

îïðåäåëÿþùèé äëÿ x ïåðåä y , åñëè êîãäà êàæäûé àãåíò â

S ïðåäïî÷èòàåò x � y è êàæäûé àãåíò â I \ S ïðåäïî÷èòàåò

y � x , F âûáèðàåò x ;

îïðåäåëÿþùèì, åñëè îí îïðåäåëÿþùèé äëÿ ëþáîé ïàðû

{x , y };

ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþùèì, åñëè êîãäà êàæäûé àãåíò èç S

ïðåäïî÷èòàåò x � y , F òîæå âûáèðàåò x .

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Òåîðåìû î íåâîçìîæíîñòè



Òåîðåìà Ãèááàðäà�Ñàòòåðòóýéòà
Òåîðåìà Ãóðâèöà

Òåîðåìà Âèëüÿìñà

Ââåäåíèå è îïðåäåëåíèÿ
Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî
Òåîðåìà Ýððîó

Äîêàçàòåëüñòâî

1 Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ x è y S ⊂ I îïðåäåëÿþùèé äëÿ x

ïåðåä y , òî ∀z 6= x S îïðåäåëÿþùèé äëÿ x ïåðåä z è

∀z 6= y S îïðåäåëÿþùèé äëÿ z ïåðåä y .

Åñëè z = y , äîêàçûâàòü íå÷åãî.

Åñëè z 6= y , ðàññìîòðèì ïðîôèëü (�1, . . . ,�I ) òàêîé, ÷òî

x �i y �i z ∀i ∈ S ,

y �i z �i x ∀i ∈ I \ S .

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Òåîðåìû î íåâîçìîæíîñòè



Òåîðåìà Ãèááàðäà�Ñàòòåðòóýéòà
Òåîðåìà Ãóðâèöà

Òåîðåìà Âèëüÿìñà

Ââåäåíèå è îïðåäåëåíèÿ
Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî
Òåîðåìà Ýððîó

Äîêàçàòåëüñòâî

1 Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ x è y S ⊂ I îïðåäåëÿþùèé äëÿ x

ïåðåä y , òî ∀z 6= x S îïðåäåëÿþùèé äëÿ x ïåðåä z è

∀z 6= y S îïðåäåëÿþùèé äëÿ z ïåðåä y .

Òîãäà, çíà÷èò, ïî ñâîéñòâó îïðåäåëÿþùåãî íàáîðà F

äîëæíà ïðåäïî÷åñòü x ïåðåä y .

À ïî îïòèìàëüíîñòè ïî Ïàðåòî, F ïðåäïî÷èòàåò y ïåðåä z .

Çíà÷èò, F ïðåäïî÷èòàåò x ïåðåä z .

Îñòàëîñü ñîñëàòüñÿ íà ïîïàðíóþ íåçàâèñèìîñòü.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Òåîðåìû î íåâîçìîæíîñòè



Òåîðåìà Ãèááàðäà�Ñàòòåðòóýéòà
Òåîðåìà Ãóðâèöà

Òåîðåìà Âèëüÿìñà

Ââåäåíèå è îïðåäåëåíèÿ
Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî
Òåîðåìà Ýððîó

Äîêàçàòåëüñòâî

2 Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ x è y S ⊂ I îïðåäåëÿþùèé äëÿ x

ïåðåä y , è z � òðåòüÿ àëüòåðíàòèâà, òî S îïðåäåëÿþùà

äëÿ z ïåðåä w è äëÿ w ïåðåä z äëÿ âñåõ w 6= z ∈ O.
Ïî øàãó 1, S îïðåäåëÿþùèé äëÿ z ïåðåä y è äëÿ x ïåðåä z .

Ïðèìåíèì ñíîâà øàã 1 äëÿ ïàðû {x , z} è àëüòåðíàòèâû w ;

çíà÷èò, S îïðåäåëÿþùèé äëÿ w ïåðåä z .

Àíàëîãè÷íî äëÿ ïàðû {z , y }.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Òåîðåìû î íåâîçìîæíîñòè



Òåîðåìà Ãèááàðäà�Ñàòòåðòóýéòà
Òåîðåìà Ãóðâèöà

Òåîðåìà Âèëüÿìñà

Ââåäåíèå è îïðåäåëåíèÿ
Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî
Òåîðåìà Ýððîó

Äîêàçàòåëüñòâî

3 Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ {x , y } ⊂ O S îïðåäåëÿþùèé äëÿ x

ïåðåä y , òî S îïðåäåëÿþùèé.

Äîêàçàòåëüñòâî ñðàçó ñëåäóåò èç øàãà 2 è èç òîãî, ÷òî

òðåòüÿ àëüòåðíàòèâà ñóùåñòâóåò (ýòî âàæíî!).

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Òåîðåìû î íåâîçìîæíîñòè



Òåîðåìà Ãèááàðäà�Ñàòòåðòóýéòà
Òåîðåìà Ãóðâèöà

Òåîðåìà Âèëüÿìñà

Ââåäåíèå è îïðåäåëåíèÿ
Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî
Òåîðåìà Ýððîó

Äîêàçàòåëüñòâî

4 Åñëè S îïðåäåëÿþùèé è T îïðåäåëÿþùèé, òî S ∩ T òîæå

îïðåäåëÿþùèé.

Ðàññìîòðèì òðîéêó àëüòåðíàòèâ {x , y , z} ⊂ O è ïðîôèëü

(�1, . . . ,�I ) òàêîé, ÷òî

z �i y �i x ∀i ∈ S \ (S ∩ T ),

x �i z �i y ∀i ∈ S ∩ T ,

y �i x �i z ∀i ∈ T \ (S ∩ T ),

y �i z �i x ∀i ∈ I \ (S ∪ T ).

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Òåîðåìû î íåâîçìîæíîñòè



Òåîðåìà Ãèááàðäà�Ñàòòåðòóýéòà
Òåîðåìà Ãóðâèöà

Òåîðåìà Âèëüÿìñà

Ââåäåíèå è îïðåäåëåíèÿ
Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî
Òåîðåìà Ýððîó

Äîêàçàòåëüñòâî

4 Åñëè S îïðåäåëÿþùèé è T îïðåäåëÿþùèé, òî S ∩ T òîæå

îïðåäåëÿþùèé.

Òîãäà zFy , ïîòîìó ÷òî S = (S ∩ T ) ∪ (S \ (S ∩ T )) �

îïðåäåëÿþùèé.

È xFz , ïîòîìó ÷òî T � îïðåäåëÿþùèé.

Çíà÷èò, xFy , è ïî ïîïàðíîé íåçàâèñèìîñòè S ∩ T

îïðåäåëÿþùèé äëÿ x ïåðåä y . Çíà÷èò, îí âîîáùå

îïðåäåëÿþùèé.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Òåîðåìû î íåâîçìîæíîñòè



Òåîðåìà Ãèááàðäà�Ñàòòåðòóýéòà
Òåîðåìà Ãóðâèöà

Òåîðåìà Âèëüÿìñà

Ââåäåíèå è îïðåäåëåíèÿ
Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî
Òåîðåìà Ýððîó

Äîêàçàòåëüñòâî

5 Äëÿ ëþáîãî S ⊂ I ëèáî S îïðåäåëÿþùèé, ëèáî I \ S

îïðåäåëÿþùèé.

Ðàññìîòðèì òðîéêó àëüòåðíàòèâ {x , y , z} ⊂ O è ïðîôèëü

(�1, . . . ,�I ) òàêîé, ÷òî

x �i z �i y ∀i ∈ S ,

y �i x �i z ∀i ∈ I \ S .

Òîãäà ëèáî xFy , è S îïðåäåëÿþùèé äëÿ x ïåðåä y , ëèáî

yFx .

Åñëè yFx , òî ïî Ïàðåòî xFz , è, çíà÷èò, yFz ; çíà÷èò, I \ S

îïðåäåëÿþùèé äëÿ y ïåðåä z .

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Òåîðåìû î íåâîçìîæíîñòè



Òåîðåìà Ãèááàðäà�Ñàòòåðòóýéòà
Òåîðåìà Ãóðâèöà

Òåîðåìà Âèëüÿìñà

Ââåäåíèå è îïðåäåëåíèÿ
Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî
Òåîðåìà Ýððîó

Äîêàçàòåëüñòâî

6 Åñëè S îïðåäåëÿþùèé è S ⊂ T , òî T îïðåäåëÿþùèé.

Ïî Ïàðåòî ïóñòîé íàáîð íå ìîæåò áûòü îïðåäåëÿþùèì.

Çíà÷èò, I \ T íå ìîæåò áûòü îïðåäåëÿþùèì, ïîòîìó ÷òî

òîãäà è ∅ = S ∩ (I \ T ) áóäåò îïðåäåëÿþùèì.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Òåîðåìû î íåâîçìîæíîñòè



Òåîðåìà Ãèááàðäà�Ñàòòåðòóýéòà
Òåîðåìà Ãóðâèöà

Òåîðåìà Âèëüÿìñà

Ââåäåíèå è îïðåäåëåíèÿ
Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî
Òåîðåìà Ýððîó

Äîêàçàòåëüñòâî

7 Åñëè S ⊂ I îïðåäåëÿþùèé, è |S | > 1, òî åñòü

îïðåäåëÿþùåå ñòðîãîå ïîäìíîæåñòâî S ′ ( S .

Ðàññìîòðèì h ∈ S . Åñëè S \ {h} îïðåäåëÿþùèé, òî âñ¼.

Åñëè íåò, òî I \ (S \ {h}) îïðåäåëÿþùèé, è

{h} = S ∩ (I \ (S \ {h})) îïðåäåëÿþùèé.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Òåîðåìû î íåâîçìîæíîñòè



Òåîðåìà Ãèááàðäà�Ñàòòåðòóýéòà
Òåîðåìà Ãóðâèöà

Òåîðåìà Âèëüÿìñà

Ââåäåíèå è îïðåäåëåíèÿ
Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî
Òåîðåìà Ýððîó

Äîêàçàòåëüñòâî

8 Äëÿ íåêîòîðîãî h ∈ I {h} îïðåäåëÿþùèé.

Íóæíî ïðîñòî èòåðèðîâàòü øàã 7.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Òåîðåìû î íåâîçìîæíîñòè



Òåîðåìà Ãèááàðäà�Ñàòòåðòóýéòà
Òåîðåìà Ãóðâèöà

Òåîðåìà Âèëüÿìñà

Ââåäåíèå è îïðåäåëåíèÿ
Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî
Òåîðåìà Ýððîó

Äîêàçàòåëüñòâî

9 Åñëè S ⊂ I îïðåäåëÿþùèé, òî äëÿ âñåõ x è y S ïîëíîñòüþ

îïðåäåëÿþùèé äëÿ x ïåðåä y .

Íóæíî ïîëó÷èòü, ÷òî äëÿ âñåõ T ⊂ I \ S xFy , åñëè âñå

àãåíòû èç S ïðåäïî÷èòàþò x � y , èç T � x � y ,

îñòàëüíûå � y � x .

Ðàññìîòðèì òðåòüþ àëüòåðíàòèâó è ïðîôèëü (�1, . . . ,�I )

òàêîé, ÷òî

x �i z �i y ∀i ∈ S ,

x �i y �i z ∀i ∈ T ,

y �i z �i x ∀i ∈ I \ (S ∪ T ).

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Òåîðåìû î íåâîçìîæíîñòè



Òåîðåìà Ãèááàðäà�Ñàòòåðòóýéòà
Òåîðåìà Ãóðâèöà

Òåîðåìà Âèëüÿìñà

Ââåäåíèå è îïðåäåëåíèÿ
Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî
Òåîðåìà Ýððîó

Äîêàçàòåëüñòâî

9 Åñëè S ⊂ I îïðåäåëÿþùèé, òî äëÿ âñåõ x è y S ïîëíîñòüþ

îïðåäåëÿþùèé äëÿ x ïåðåä y .

Ðàññìîòðèì òðåòüþ àëüòåðíàòèâó è ïðîôèëü (�1, . . . ,�I )

òàêîé, ÷òî

x �i z �i y ∀i ∈ S ,

x �i y �i z ∀i ∈ T ,

y �i z �i x ∀i ∈ I \ (S ∪ T ).

Òîãäà xFz , ïîòîìó ÷òî S ∪T îïðåäåëÿþùèé, è zFy , ïîòîìó

÷òî S îïðåäåëÿþùèé. Çíà÷èò, xFy , ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Òåîðåìû î íåâîçìîæíîñòè



Òåîðåìà Ãèááàðäà�Ñàòòåðòóýéòà
Òåîðåìà Ãóðâèöà

Òåîðåìà Âèëüÿìñà

Ââåäåíèå è îïðåäåëåíèÿ
Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî
Òåîðåìà Ýððîó

Äîêàçàòåëüñòâî

10 Åñëè {h} îïðåäåëÿþùèé, òî h � äèêòàòîð.

Ýòî â òî÷íîñòè ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ïîëíîñòüþ

îïðåäåëÿþùåãî íàáîðà.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Òåîðåìû î íåâîçìîæíîñòè



Òåîðåìà Ãèááàðäà�Ñàòòåðòóýéòà
Òåîðåìà Ãóðâèöà

Òåîðåìà Âèëüÿìñà

Ââåäåíèå è îïðåäåëåíèÿ
Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî
Òåîðåìà Ýððîó

Åñëè â O äâà ýëåìåíòà

Ãäå ìû ïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî |O| ≥ 3?
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Ââåäåíèå è îïðåäåëåíèÿ
Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî
Òåîðåìà Ýððîó

Åñëè â O äâà ýëåìåíòà

Ãäå ìû ïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî |O| ≥ 3?

Íà ñàìîì äåëå, åñëè |O| = 2, òî òåîðåìà íåâåðíà.

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ ñîöèàëüíîãî âûáîðà ¾áîëüøèíñòâî

ãîëîñîâ¿ â äàííîì ñëó÷àå è íåäèêòàòîðñêàÿ, è ïðàâäèâî

ðåàëèçóåìàÿ â äîìèíàíòíûõ ñòðàòåãèÿõ.

Óïðàæíåíèå. Ðåàëèçóéòå å¼.
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Outline

1 Òåîðåìà Ãèááàðäà�Ñàòòåðòóýéòà

Ââåäåíèå è îïðåäåëåíèÿ

Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî

Òåîðåìà Ýððîó

2 Òåîðåìà Ãóðâèöà

3 Òåîðåìà Âèëüÿìñà

Òîðãîâëÿ ìåæäó äâóìÿ ó÷àñòíèêàìè

Òåîðåìà Âèëüÿìñà: äèôôåðåíöèðóåìûé ñëó÷àé

Òåîðåìà Âèëüÿìñà: îáùèé ñëó÷àé

Ðàöèîíàëüíîñòü
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Îá ýôôåêòèâíîñòè

Ìû óæå ãîâîðèëè îá ýôôåêòèâíûõ ìåõàíèçìàõ. Â

÷àñòíîñòè, äîêàçàëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà

Ýôôåêòèâíûé, ïðàâäèâûé è ðàöèîíàëüíûé ìåõàíèçì, ó

êîòîðîãî ñõîäèòñÿ áàëàíñ, ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ìåõàíèçì VCG äà¼ò ïîëîæèòåëüíóþ îæèäàåìóþ ïðèáûëü

àóêöèîíåðó.
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Ê ðåçóëüòàòàì î íåâîçìîæíîñòè

Ýòà òåîðåìà ñâîäèò âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè õîðîøåãî

ìåõàíèçìà ê âîïðîñó î ñâîéñòâàõ êîíêðåòíîãî ìåõàíèçìà

VCG.

Â òåõ ñèòóàöèÿõ, ãäå VCG íå äà¼ò ïîëîæèòåëüíóþ

ïðèáûëü, õîðîøåãî ìåõàíèçìà íå áóäåò.

Ñåé÷àñ ìû ïîéì¼ì, ÷òî â äîâîëüíî îáùåé ñèòóàöèè íå

áóäåò íèêàêèõ õîðîøèõ ìåõàíèçìîâ.
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Òåîðåìà Âèëüÿìñà

Simple exchange economy

Ïðîñòàÿ îáìåííàÿ ýêîíîìèêà � ýòî òàêàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà

íà ðûíêå åñòü ïðîäàâöû è ïîêóïàòåëè, êîòîðûå òîðãóþò

ðîâíî îäíèì òîâàðîì.
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Òåîðåìà Âèëüÿìñà

Òåîðåìà

Èòîãî ïîëó÷àåòñÿ äîâîëüíî ïå÷àëüíàÿ ñèòóàöèÿ.

Òåîðåìà

Â ïðîñòîé îáìåííîé ýêîíîìèêå ñ êâàçèëèíåéíûìè

ïðåôåðåíöèÿìè íåâîçìîæíî â äîìèíàíòíûõ ñòðàòåãèÿõ

ðåàëèçîâàòü ýôôåêòèâíûé, ïðàâäèâûé è ðàöèîíàëüíûé

ìåõàíèçì, ó êîòîðîãî ñõîäèòñÿ áàëàíñ.
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Òåîðåìà Âèëüÿìñà

Îáñóæäåíèå

Ýòî íåêîòîðûå íàçûâàþò ¾òåîðåìà Ãóðâèöà î

íåâîçìîæíîñòè¿ (Hurwicz impossibility theorem).

Ñåé÷àñ äîêàçûâàòü íå áóäåì; âîçìîæíî, ïîçæå, êîãäà

áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýòó ñèòóàöèþ ïîäðîáíåå.

À ñåé÷àñ íàñ æä¼ò î÷åíü ñåðü¼çíàÿ òåîðåìà Âèëüÿìñà.
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Òîðãîâëÿ ìåæäó äâóìÿ ó÷àñòíèêàìè
Òåîðåìà Âèëüÿìñà: äèôôåðåíöèðóåìûé ñëó÷àé
Òåîðåìà Âèëüÿìñà: îáùèé ñëó÷àé
Ðàöèîíàëüíîñòü

Outline

1 Òåîðåìà Ãèááàðäà�Ñàòòåðòóýéòà

Ââåäåíèå è îïðåäåëåíèÿ

Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî

Òåîðåìà Ýððîó

2 Òåîðåìà Ãóðâèöà

3 Òåîðåìà Âèëüÿìñà

Òîðãîâëÿ ìåæäó äâóìÿ ó÷àñòíèêàìè

Òåîðåìà Âèëüÿìñà: äèôôåðåíöèðóåìûé ñëó÷àé

Òåîðåìà Âèëüÿìñà: îáùèé ñëó÷àé

Ðàöèîíàëüíîñòü
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Òîðãîâëÿ ìåæäó äâóìÿ ó÷àñòíèêàìè
Òåîðåìà Âèëüÿìñà: äèôôåðåíöèðóåìûé ñëó÷àé
Òåîðåìà Âèëüÿìñà: îáùèé ñëó÷àé
Ðàöèîíàëüíîñòü

Bilateral trade

Íà÷í¼ì ñ ïðèìåðà bilateral trade.

Îäèí õî÷åò ïðîäàòü, äðóãîé � êóïèòü.

Ó ïðîäàâöà ñâî¼ ðàñïðåäåëåíèå ñåáåñòîèìîñòè C ; â

÷àñòíîñòè, c ∈ [c0, c1].

Ó ïîêóïàòåëÿ � ñâî¼ ðàñïðåäåëåíèå öåííîñòè V ; â

÷àñòíîñòè, v ∈ [v0, v1].
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Òåîðåìà Ãèááàðäà�Ñàòòåðòóýéòà
Òåîðåìà Ãóðâèöà

Òåîðåìà Âèëüÿìñà

Òîðãîâëÿ ìåæäó äâóìÿ ó÷àñòíèêàìè
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàñïðåäåëåíèÿ âñåì èçâåñòíû, êîíêðåòíûå ñòîèìîñòè �

íåò.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîíôëèêò ìîæåò âîçíèêíóòü, ò.å.

v0 < c1.

Ìîæíî ëè ïîñòðîèòü ìåõàíèçì òàê, ÷òîáû òîðãîâëÿ

ïðîèñõîäèëà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûãîäíî îáîèì?
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Ôîðìàëüíî

Ôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ìåõàíèçì äîëæåí îïðåäåëèòü:

p � ñêîëüêî ïîêóïàòåëü çàïëàòèò;

r � ñêîëüêî ïðîäàâåö ïîëó÷èò.

Ýôôåêòèâåí ìåõàíèçì, åñëè îáúåêò ïðîäàí òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà v > c .
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Òåîðåìà î íåâîçìîæíîñòè

Òåîðåìà

Â âûøåîïèñàííîé çàäà÷å íå ñóùåñòâóåò ìåõàíèçìà, êîòîðûé áû

áûë ýôôåêòèâåí, ïðàâäèâ, ðàöèîíàëåí è ó êîòîðîãî â òî æå

âðåìÿ ñõîäèëñÿ áû áþäæåò.

Ýòî íàçûâàåòñÿ òåîðåìà Ìàéåðñîíà�Ñàòòåðòóýéòà.
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ðàññìîòðèì ìåõàíèçì VCG. Îí ðàáîòàåò â äàííîì ñëó÷àå
òàê (ïðîâåðüòå!):

Ïîêóïàòåëü îáúÿâëÿåò v , ïðîäàâåö îáúÿâëÿåò c .

Åñëè v ≤ c , íè÷åãî íå ïðîèñõîäèò.

Åñëè v > c , ïîêóïàòåëü ïëàòèò max{C , v0}, à ïðîäàâåö

ïîëó÷àåò min{v , c1}.
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ìåõàíèçì ïðàâäèâûé (ïðîâåðüòå!) è ýôôåêòèâíûé (îáúåêò

ïðîäà¼òñÿ i� v > c).

Áîëåå òîãî, îí ðàöèîíàëåí:

ó ïîêóïàòåëÿ ñ öåííîñòüþ v0 îæèäàåìàÿ ïðèáûëü ðàâíà 0,

äàëüøå � áîëüøå;

ó ïðîäàâöà ñ öåííîñòüþ c1 îæèäàåìàÿ ïðèáûëü ðàâíà 0,

äàëüøå � áîëüøå.
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Äîêàçàòåëüñòâî

Íî âîò áåäà: åñëè v0 < c1, ýòî çíà÷èò, ÷òî êîãäà âîîáùå

åñòü îáìåí, min{v , c1} > max{c, v0}.

Òî åñòü ïðîäàâåö ïîëó÷àåò ñòðîãî áîëüøå, ÷åì ïëàòèò

ïîêóïàòåëü.

Çíà÷èò, VCG íå ìîæåò ñáàëàíñèðîâàòü áþäæåò.
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Äîêàçàòåëüñòâî

À ëþáîé äðóãîé õîðîøèé ìåõàíèçì, ïî òåîðåìå îá

ýêâèâàëåíòíîñòè äîõîäíîñòè, äîëæåí íà êîíñòàíòó

îòëè÷àòüñÿ îò VCG.

Íî â VCG ïðîäàâåö ñ ñåáåñòîèìîñòüþ c1 ïîëó÷àåò 0, òî

åñòü óìåíüøèòü äîõîä ïðîäàâöà, ñîõðàíèâ ðàöèîíàëüíîñòü,

íå ïîëó÷èòñÿ.

È ïîêóïàòåëü ñ öåííîñòüþ v0 ïîëó÷àåò 0, ò.å. óâåëè÷èòü

ïëàò¼æ, ñîõðàíèâ ðàöèîíàëüíîñòü, òîæå íå ïîëó÷èòñÿ.

Èòîãî äîêàçàëè òåîðåìó.
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Ðàöèîíàëüíîñòü

Èñòîðèÿ âîïðîñà

Ïðî bilateral trade ïðèäóìàëè Ìàéåðñîí è Ñàòòåðòóýéò

(1983).

À îáîáùåíèå, êîòîðîå ñåé÷àñ áóäó ðàññêàçûâàòü � ýòî

ñòàòüÿ Williams (1999), ¾A characterization of e�cient,

bayesian incentive compatible mechanisms¿.

Ýòà íåâîçìîæíîñòü òîæå áóäåò ñëåäîâàòü èç òåîðåìû îá

ýêâèâàëåíòíîñòè.
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Âñïîìèíàåì îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Êâàçèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè àãåíòà i ñ òèïîì θi èìååò

âèä

ui (o, θi ) = ui (pi , a, θi ) = vi (a, θi ) − pi ,

ãäå èñõîä o îïðåäåëÿåò âûáîð a ∈ K èç äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà

K è âûïëàòó pi , ïðîèçâîäèìóþ àãåíòîì.
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Òåîðåìà Âèëüÿìñà: îáùèé ñëó÷àé
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Àãåíòû ñ êâàçèëèíåéíûìè ïðåôåðåíöèÿìè

Ó àãåíòà ñ êâàçèëèíåéíûìè ïðåôåðåíöèÿìè åñòü ôóíêöèÿ

îöåíêè (valuation function) vi (a, θi ), a ∈ K.
Íàïðèìåð, â àóêöèîíå, ãäå ïðîäà¼òñÿ îäíà âåùü,

K = {0, 1} � àãåíò ëèáî ïîëó÷èò ýòó âåùü, ëèáî íå ïîëó÷èò.

pi â ýòîì ñëó÷àå � âûïëàòà àãåíòà ïðîäàâöó.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Äëÿ íà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî òèï àãåíòà ëåæèò â

èíòåðâàëå θi ∈ [θi , θi ] ⊂ R.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç θi òèï àãåíòà, à ÷åðåç θ∗

i � òèï, êîòîðûé

îí ãîâîðèò.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ui (θ
∗
i | θi ) � îæèäàåìàÿ ïðèáûëü (utility) àãåíòà i :

Ui (θ
∗
i | θi ) = Eθ−i

[ui (pi (θ
∗, θ−i ), a(θ

∗, θ−i ), θi )].

Ui ñêëàäûâàåòñÿ èç Vi è Pi :

Vi (θ
∗
i | θi ) = Eθ−i

[vi (a(θ
∗, θ−i ), θi )],

Pi (θ
∗
i | θi ) = Eθ−i

[pi (θ
∗, θi )],

Ui (θ
∗
i | θi ) = Vi (θ

∗
i | θi ) − Pi (θ

∗
i | θi ).
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Òîãäà ïðàâäèâîñòü îçíà÷àåò, ÷òî

Ui (θi ) = Ui (θi | θi ) ≥ Ui (θ
∗
i | θi ) ∀θ∗

i , θi ∈ Θi .

Ðàöèîíàëüíîñòü: Ui (θi ) ≥ 0 äëÿ âñåõ θi .

Áàëàíñ áþäæåòà (ex ante!) îçíà÷àåò, ÷òî îæèäàåìàÿ ñóììà

âûïëàò íåîòðèöàòåëüíà:

E

[∑
i

vi (a(θ), θi ) − Ui (θi )

]
= E

[∑
i

pi (θ)

]
≥ 0.
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Groves mechanisms

Âñïîìíèì ìåõàíèçì VCG:

MV
i (x) = W (αi ,x−i ) − W−i (x).

Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî ìåõàíèçì VCG â òåðìèíàõ

êâàçèëèíåéíûõ ïðåôåðåíöèé âûãëÿäèò êàê

pi (θ) = −
∑
j 6=i

vj(a(θ), θj) + ki ,

ãäå ki � êîíñòàíòà (íå áóäåì ñåé÷àñ ñïåöèôèöèðîâàòü, êàêàÿ �

íàñ èíòåðåñóåò âñ¼ ñåìåéñòâî ìåõàíèçìîâ, ò.í. Groves

mechanisms, êîòîðûå äðóã îò äðóãà íà êîíñòàíòó îòëè÷àþòñÿ).
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Òåîðåìà îá îãèáàþùåé

Åñòü â ìàò. àíàëèçå òàêàÿ òåîðåìà îá îãèáàþùåé (envelope

theorem).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìèçàöèè M(a) = maxx f (x , a).

Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî õîðîøèõ óñëîâèÿõ

äèôôåðåíöèðóåìîñòè

dM(a)

da
=

∂f (x∗, a)

∂a

∣∣∣∣
x∗=x(a)

,

ãäå x(a) � òî÷êà, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ìîæíî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü f ïî a è

âû÷èñëèòü â òî÷êå ìàêñèìóìà.
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Ïðèìåíÿåì òåîðåìó îá îãèáàþùåé

Ïðèìåíèì å¼ ê íàøåé ñèòóàöèè:

dUi (θi )

dθi
=

∂Ui (θ
∗
i | θi )

∂θi

∣∣∣∣
θ∗

i
=θi

=
∂Vi (θ

∗
i | θi )

∂θi

∣∣∣∣
θ∗

i
=θi

.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

Ui (θi ) = Ui (θi ) +

∫θi

θ
i

∂Vi (θ
∗
i | τi )

∂τi

∣∣∣∣
θ∗

i
=τi

dτi .
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Ïðèìåíÿåì òåîðåìó îá îãèáàþùåé

Ui (θi ) = Ui (θi ) +
∫θi

θ
i

∂Vi (θ
∗
i
|τi )

∂τi

∣∣∣
θ∗

i
=τi

dτi .

Ýòî è äà¼ò íàì ðåçóëüòàò îá ýêâèâàëåíòíîñòè âñåõ

ìåõàíèçìîâ, ò.ê. Vi (θ
∗
i | τi ) çàâèñèò òîëüêî îò ïðàâèëà a(θ)

è öåííîñòåé àãåíòîâ vi , íî íå îò äåòàëåé ìåõàíèçìà.

Ìåõàíèçìû Ãðîâñà, òàêèì îáðàçîì, ïîêðûâàþò âñ¼

ìíîæåñòâî ¾õîðîøèõ¿ ìåõàíèçìîâ. Ýòî è åñòü îñíîâíàÿ

òåîðåìà.
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×òî òàêîå õîðîøî

Îñòàëîñü ïîíÿòü, ÷òî òàêîå ¾õîðîøèé¿ ìåõàíèçì.

Ïî èäåå, â òåîðåìå ¾õîðîøèé¿ äîëæíî îçíà÷àòü

¾ïðàâäèâûé è ýôôåêòèâíûé¿.

Íî ó íàñ òóò åù¼ êàêèå-òî îãðàíè÷åíèÿ íà

äèôôåðåíöèðóåìîñòü ïîÿâëÿëèñü.

Âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ ïðèìåíÿòü òåîðåìó îá îãèáàþùåé ê

ïðîèçâîëüíîìó ïðàâäèâîìó è ýôôåêòèâíîìó ìåõàíèçìó.

Ïîýòîìó ìû ñåé÷àñ âñ¼ äîêàæåì ïî-äðóãîìó.
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Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû

Òåîðåìà

Ðàññìîòðèì ïðîáëåìó ñîöèàëüíîãî âûáîðà ñ êâàçèëèíåéíûìè

ïðåôåðåíöèÿìè. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî

ìíîæåñòâà òèïîâ Θi � ñâÿçíûå îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà

Rni ,

îæèäàåìûå interim öåííîñòè àãåíòîâ Vi (θ
∗
i | θi ) íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìû íà Θi ×Θi â òî÷êàõ, â êîòîðûõ θ∗
i = θi .

Òîãäà ìåõàíèçìû Ãðîâñà ÿâëÿþòñÿ ïðàâäèâûìè è

ýôôåêòèâíûìè äëÿ ýòîé çàäà÷è, è interim îæèäàåìûå öåííîñòè

àãåíòîâ Ui (θ
∗
i | θi ) ëþáîãî ïðàâäèâîãî è ýôôåêòèâíîãî

ìåõàíèçìà ñîâïàäàþò ñ öåííîñòÿìè îäíîãî èç ìåõàíèçìîâ

Ãðîâñà.
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×òî îãðàíè÷èâàþò îãðàíè÷åíèÿ

Âàæíî ïîíÿòü, ÷òî èìåííî îãðàíè÷èâàþò îãðàíè÷åíèÿ.

Îíè íà Vi .

À Vi , êàê ìû óæå îòìå÷àëè, çàâèñèò òîëüêî îò ñâîéñòâ

çàäà÷è, íî íå ìåõàíèçìà.

Òî åñòü ìû íåìíîãî îãðàíè÷èâàåì êëàññ çàäà÷, ê êîòîðûì

ïðèìåíèìà òåîðåìà.

Íî ïðè ýòîì êëàññ ìåõàíèçìîâ îñòà¼òñÿ ïîëíûì �

äîêàçûâàåì äëÿ âñåõ ïðàâäèâûõ ýôôåêòèâíûõ ìåõàíèçìîâ.
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Ïåðåôîðìóëèðîâêà òåîðåìû

Êàê îáû÷íî, a good formula stays for ever. Òåîðåìà áóäåò

ñëåäîâàòü èç ôîðìóëû.

Òåîðåìà

Ïðè âûøåîçíà÷åííûõ óñëîâèÿõ ôóíêöèÿ äîõîäíîñòè ëþáîãî

ïðàâäèâîãî ýôôåêòèâíîãî ìåõàíèçìà èìååò âèä (äëÿ ëþáûõ

θi , θ
∗
i ∈ Θi )

Ui (θi ) = Ui (θ
∗
i ) +

∫
C

Dθi
Vi (θ

∗
i | θi )|θ∗

i
=τ,θi =τ dτ,

ãäå C � ãëàäêàÿ êðèâàÿ îò θ∗
i ê θi âíóòðè Θi , τ ∈ Rni .

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Òåîðåìû î íåâîçìîæíîñòè



Òåîðåìà Ãèááàðäà�Ñàòòåðòóýéòà
Òåîðåìà Ãóðâèöà

Òåîðåìà Âèëüÿìñà

Òîðãîâëÿ ìåæäó äâóìÿ ó÷àñòíèêàìè
Òåîðåìà Âèëüÿìñà: äèôôåðåíöèðóåìûé ñëó÷àé
Òåîðåìà Âèëüÿìñà: îáùèé ñëó÷àé
Ðàöèîíàëüíîñòü

Äîêàçàòåëüñòâî

Îáîçíà÷èì ρ ∈ Rni � íåêîòîðûé åäèíè÷íûé âåêòîð, s ∈ R.
Ïðàâäèâîñòü ãëàñèò, ÷òî ∀θi ∈ Θi

Ui (θi ) ≥ Ui (θi + sρ | θi ) è Ui (θi + sρ) ≥ Ui (θi | θi + sρ).

Ñóììàðíî:

Ui (θi | θi + sρ) − Ui (θi ) ≤ Ui (θi + sρ) − Ui (θi ) ≤
≤ Ui (θi + sρ) − Ui (θi + sρ | θi ).
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ui (θi | θi + sρ) − Ui (θi ) ≤ Ui (θi + sρ) − Ui (θi ) ≤
Ui (θi + sρ) − Ui (θi + sρ | θi ).

Ñîêðàòèì òàì Pi ñëåâà è ñïðàâà è ðàçäåëèì íà s:

Vi (θi | θi + sρ) − Vi (θi )

s
≤

≤ Ui (θi + sρ) − Ui (θi )

s
≤

≤ Vi (θi + sρ) − Vi (θi + sρ | θi )

s
.
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Äîêàçàòåëüñòâî

Vi (θi |θi +sρ)−Vi (θi )
s

≤ Ui (θi +sρ)−Ui (θi )
s

≤ Vi (θi +sρ)−Vi (θi +sρ|θi )
s

.

Óñòðåìèì s → 0. Ïî óñëîâèþ î äèôôåðåíöèðóåìîñòè Vi ,

ëåâàÿ ÷àñòü ñõîäèòñÿ ê ïðîèçâîäíîé Vi (τ
∗
i | τi ) ïî

íàïðàâëåíèþ ρ â òî÷êå τ∗
i = τi = θi .
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàñêëàäûâàåòñÿ íà

Vi (θi + sρ) − Vi (θi )

s
−
Vi (θi + sρ | θi ) − Vi (θi )

s
.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñõîäèòñÿ ê ïðîèçâîäíîé Vi (τi ) ïî τi ïî

íàïðàâëåíèþ ρ â τi = θi .

Âòîðîå ñëàãàåìîå � ê ïðîèçâîäíîé Vi (τ
∗
i | τi ) ïî τ∗

i ïî

íàïðàâëåíèþ ρ â τ∗
i = τi = θi .

À âñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü � ê ïðîèçâîäíîé Vi (τ
∗
i | τi ) ïî τi ïî

íàïðàâëåíèþ ρ â τ∗
i = τi = θi .

Çíà÷èò, Dθi
Ui (θi ) = Dθi

Vi (θ
∗
i | θi )|θ∗

i
=τ,θi =τ.

Îòñþäà ñëåäóåò òåîðåìà, ò.ê. ïðîèçâîäíàÿ ïî

ïðåäïîëîæåíèþ íåïðåðûâíà.
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Îáñóæäåíèå

Ýòî î÷åíü ïîêàçàòåëüíûé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà.

Ñîáñòâåííî, ýòî ðàçâèòèå èñõîäíîé èäåè Ìàéåðñîíà â

ìàêñèìàëüíîé (èëè áëèçêîé ê òîìó) îáùíîñòè.

Âèäíî, ÷òî îòêóäà áåð¼òñÿ âî âñåõ òàêèõ òåîðåìàõ: íóæíî

âçÿòü èçìåíåíèå (ïðèðàùåíèå sρ) è ïîñìîòðåòü, ÷òî îò

íåãî èçìåíèòñÿ.
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Äàâàéòå ïðèìåíèì

Äàâàéòå òåïåðü ïðèìåíèì òåîðåìó Âèëüÿìñà.

Ìû áû õîòåëè ðàöèîíàëüíûå ìåõàíèçìû ñîçäàâàòü.

Ïîñìîòðèì, êîãäà ýòî ïîëó÷èòñÿ.
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Òåîðåìà

Òåîðåìà

Â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû Âèëüÿìñà ìèíèìàëüíàÿ ñóáñèäèÿ,

êîòîðàÿ òðåáóåòñÿ ðàöèîíàëüíîìó, ïðàâäèâîìó è

ýôôåêòèâíîìó ìåõàíèçìó, ðàâíà

min{0,−(N − 1)Eθ

[
N∑
i=1

vi (a(θ), θi )

]
+

N∑
i=1

Ui (θi )}.

Çíà÷èò, ðàöèîíàëüíûå, ïðàâäèâûå è ýôôåêòèâíûå ìåõàíèçìû

ñî ñáàëàíñèðîâàííûì áþäæåòîì ñóùåñòâóþò i�

(N − 1)Eθ

[
N∑
i=1

vi (a(θ), θi )

]
≤

N∑
i=1

Ui (θi ).
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ïî òåîðåìå Âèëüÿìñà, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ìåõàíèçìû

Ãðîâñà.

Äëÿ íèõ îæèäàåìàÿ ñóììà òðàíñôåðîâ

Eθ

[
n∑

i=1

pi (θ)

]
= −Eθ

 n∑
i=1

∑
j 6=i

vj(a(θ), θj)

 +

n∑
i=1

ki =

= −(N − 1)Eθ

[
N∑
i=1

vi (a(θ), θi )

]
+

N∑
i=1

ki .

Ïî ðàöèîíàëüíîñòè, Ui (θi ) ≥ ki äëÿ âñåõ i .

Îòñþäà è ïîëó÷àåòñÿ óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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Èòîãè

Çà ìèíóâøèå ëåêöèè ìû óæå ôàêòè÷åñêè ïðîøëèñü ïî

âñåé êëàññè÷åñêîé òåîðèè äèçàéíà ìåõàíèçìîâ.

Óæ òî÷íî ïî âñåìó òîìó, çà ÷òî íîáåëåé äàâàëè; íå ñ÷èòàÿ,

êîíå÷íî, ýêîíîìè÷åñêèõ, ò.å. ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé (à

áåç ýòîãî, êîíå÷íî, Íîáåëåé íå äàäóò).

Îòíûíå áóäåì çàíèìàòüñÿ áîëåå óçêèìè âåùàìè:

îíëàéí-àóêöèîíàìè, íàïðèìåð.
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!

Lecture notes è ñëàéäû áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ íà ìîåé

homepage:

http://logic.pdmi.ras.ru/∼sergey/index.php?page=teaching

Ïðèñûëàéòå ëþáûå çàìå÷àíèÿ, ðåøåíèÿ óïðàæíåíèé,

íîâûå ÷èñëåííûå ïðèìåðû è ïðî÷åå ïî àäðåñàì:

sergey@logic.pdmi.ras.ru, snikolenko@gmail.com

Çàõîäèòå â ÆÆ smartnik.
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