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Outline

1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Öåííîñòè è ñèãíàëû

Àôôèëèðîâàííûå ñèãíàëû

Ñèììåòðè÷íàÿ ìîäåëü

2 Ðàçíûå àóêöèîíû

Àóêöèîí âòîðîé öåíû

Àíãëèéñêèé àóêöèîí

Àóêöèîí ïåðâîé öåíû

3 Ñðàâíåíèå äîõîäîâ è ýôôåêòèâíîñòü

Àíãëèéñêèé ïðîòèâ âòîðîé öåíû

Âòîðàÿ öåíà ïðîòèâ ïåðâîé öåíû

Óñëîâèå îäíîãî ïåðåñå÷åíèÿ
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Ïîñòàíîâêà

Ìû îïÿòü â êîíòåêñòå îáû÷íûõ àóêöèîíîâ.

Åñòü àãåíòû, ó àãåíòà i åñòü öåííîñòü vi .

Îíè ïûòàþòñÿ ÷òî-òî êóïèòü (ïîêà ÷òî îäíó âåùü).
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Íåïîëíàÿ èíôîðìàöèÿ

Ïåðâîå îáîáùåíèå � òåïåðü àãåíò íå çíàåò ñâîåé ñêðûòîé

öåííîñòè, à çíàåò òîëüêî ïðèìåðíî.

Ó íåãî åñòü íåêèé íåòî÷íûé ñèãíàë (noisy signal)

Xi ∈ [0,ωi ].

À òî÷íîå çíà÷åíèå åãî öåííîñòè Vi � ýòî ôóíêöèÿ îò âñåõ

ñèãíàëîâ

Vi = vi (X1,X2, . . . ,XN).

Ýòî è çíà÷èò, ÷òî öåííîñòè àãåíòîâ çàâèñÿò äðóã îò äðóãà.
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Íåïîëíàÿ èíôîðìàöèÿ

Ìû íàïèñàëè Vi , ïîòîìó ÷òî Vi ïðè òàêîì ïîäõîäå äëÿ i

ñòàíîâèòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé (îí íå çíàåò öåííîñòåé

äðóãèõ àãåíòîâ).

À åù¼ ïîòîìó, ÷òî äðóãàÿ ïîõîæàÿ ñèòóàöèÿ (å¼ ìû òîæå

ðàññìîòðèì) � ýòî êîãäà àãåíòû äàæå â ñóììå íå âñ¼

çíàþò, à åñòü åù¼ ñèãíàë S , äîñòóïíûé òîëüêî ïðîäàâöó:

vi (x1, . . . , xN) = ES [Vi |X1 = x1, . . . ,XN = xN ].

È òîãäà, êñòàòè, ïðîäàâåö ìîæåò ðåøèòü, ãîâîðèòü âñåì S

èëè íå ãîâîðèòü...
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Îáùàÿ öåííîñòü

×àñòî ïðåäïîëàãàþò, ÷òî âñå vi ðàâíû, ò.å. åñòü íåêàÿ

îáùå÷åëîâå÷åñêàÿ öåííîñòü

V = v(X1, . . . ,XN),

à ÷àñòíûå öåííîñòè Xi ðàñïðåäåëåíû âîêðóã íå¼.

Áóäåì äàæå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî E[Xi |V = v ] = v .

Òèïè÷íûé ïðèìåð � àóêöèîíû ïî ðàçðàáîòêå

ìåñòîðîæäåíèé. Ïîýòîìó ýòî íàçûâàåòñÿ ¾mineral rights

model¿.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Àóêöèîíû ñ çàâèñèìûìè öåííîñòÿìè



Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ðàçíûå àóêöèîíû

Ñðàâíåíèå äîõîäîâ è ýôôåêòèâíîñòü

Öåííîñòè è ñèãíàëû
Àôôèëèðîâàííûå ñèãíàëû
Ñèììåòðè÷íàÿ ìîäåëü

Winner's curse

Èìåííî â òàêîé ñèòóàöèè âîçíèêàåò ïðåñëîâóòûé winner's

curse.

Î÷åâèäíî, ÷òî íàèáîëüøåå èç Xi ïåðåîöåíèâàåò V (ðàç

V � ýòî ñðåäíåå ó êàæäîãî èç Xi ).

Ïîýòîìó â àóêöèîíå ïåðâîé öåíû ó÷àñòíèêè äîëæíû

äåëàòü íà ýòî îïðåäåë¼ííóþ ïîïðàâêó � êàêóþ, óâèäèì.

Åù¼ îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ýòîò curse çàâèñèò îò

êîëè÷åñòâà ó÷àñòíèêîâ � ÷åì áîëüøå ó÷àñòíèêîâ, òåì

õóæå â ñðåäíåì ïðèõîäèòñÿ ïîáåäèòåëþ.
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Àóêöèîí âòîðîé öåíû è àíãëèéñêèé àóêöèîí

Åù¼ îäíî ñëåäñòâèå çàâèñèìîñòè � àóêöèîíû âòîðîé öåíû

è àíãëèéñêèé (âîñõîäÿùèé) ïåðåñòàþò áûòü

ýêâèâàëåíòíûìè.

Â ïðîöåññå âîñõîäÿùåãî àóêöèîíà ó ó÷àñòíèêà ïîÿâëÿåòñÿ

íîâàÿ èíôîðìàöèÿ � ñòàâêè äðóãèõ ó÷àñòíèêîâ (òî, ãäå

îíè îòâàëèâàëèñü).

Åñëè ñ ÷àñòíûìè íåçàâèñèìûìè öåííîñòÿìè ýòî áûëî íå

âàæíî, òî òåïåðü ýòî ìîæåò ïîâëèÿòü íà îöåíêó ñàìîãî

ó÷àñòíèêà.
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Àôôèëèðîâàííûå ñèãíàëû

Ìû òàêæå îòêàçûâàåìñÿ îò ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî

ðàñïðåäåëåíèÿ Xi íåçàâèñèìû.

Ïîÿâëÿåòñÿ åäèíàÿ ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü f (X), íå ðàâíàÿ∏
i fi (Xi ).

Íî ìû ïðåäïîëîæèì åù¼ íåìíîæêî î ïîâåäåíèè ýòîé

ïëîòíîñòè.
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Àôôèëèðîâàííûå ñèãíàëû

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñèãíàëû àôôèëèðîâàíû (a�liated

signals), ò.å. ÷åì áîëüøå îäíè ñèãíàëû, òåì áîëüøå

äîëæíû áûòü äðóãèå. Ôîðìàëüíî ãîâîðÿ:

Îïðåäåëåíèå

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X = (X1, . . . ,XN) íàçûâàþòñÿ

àôôèëèðîâàííûìè, åñëè ∀ x ′,x ′′

p(x ′ ∨ x ′′)p(x ′ ∧ x ′′) ≥ p(x ′)p(x ′′),

ãäå x ′ ∨ x ′′ = (max(x ′
1
, x ′′

1
), . . . ,max(x ′

N , x ′′
N) è

x ′ ∧ x ′′ = (min(x ′
1
, x ′′

1
), . . . ,min(x ′

N , x ′′
N).
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Àôôèëèðîâàííûå ñèãíàëû

Áûâàþò òàêèå ñóïåðìîäóëÿðíûå ôóíêöèè; ýòî êîãäà

f (x ′ ∨ x ′′) + f (x ′ ∧ x ′′) ≥ f (x ′) + f (x ′′).

Òî åñòü X àôôèëèðîâàíû i� ln p ñóïåðìîäóëÿðíà.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ãëàäêèõ f ñóïåðìîäóëÿðíîñòü

ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî

∂2

∂xi∂xj
ln f ≥ 0.
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Àôôèëèðîâàííûå ñèãíàëû

Ðàññìîòðèì ïåðåìåííûå Y1, . . . ,YN−1 � òå ñàìûå

X2, . . . ,XN , óïîðÿäî÷åííûå ïî çíà÷åíèÿì.

Òîãäà èç àôôèëèðîâàííîñòè ñëåäóåò, ÷òî ñîâìåñòíàÿ

ïëîòíîñòü g âåëè÷èí X1,Y1, . . . ,YN−1

g(x1, y1, y2, . . . , yN−1) = (n − 1)!p(x1, y1, . . . , yN−1),

åñëè y1 ≥ y2 ≥ . . . ≥ yN−1 ≥ 0, è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Òî åñòü, åñëè X1, . . . ,XN ñèììåòðè÷íû è àôôèëèðîâàíû,

òî X1,Y1, . . . ,YN−1 òîæå àôôèëèðîâàíû.
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Àôôèëèðîâàííûå ñèãíàëû

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâå ïåðåìåííûå � X è Y ñ ñîâìåñòíîé

ïëîòíîñòüþ p : [0,ω]2 → R. Åñëè X è Y àôôèëèðîâàíû, òî

∀ x ′ ≥ x , y ′ ≥ y f (x ′, y)f (x , y ′) ≤ f (x , y)f (x ′, y ′), òî åñòü

f (x , y ′)

f (x , y)
≤ f (x ′, y ′)

f (x ′, y)
, òî åñòü

f (y ′|x)f (x)

f (y |x)f (x)
≤ f (y ′|x ′)f (x ′)

f (y |x ′)f (x ′)
, òî åñòü

f (y ′|x)

f (y |x)
≤ f (y ′|x ′)

f (y |x ′)
.
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Àôôèëèðîâàííûå ñèãíàëû

f (y ′|x)
f (y |x) ≤

f (y ′|x ′)
f (y |x ′) . Ýòî çíà÷èò, ÷òî ôóíêöèÿ likelihood ratio

f (·|x ′)

f (·|x)

âîçðàñòàåò äëÿ âñåõ x ′ ≥ x . Ýòî íàçûâàåòñÿ monotone

likelihood ratio property.

Åù¼ ãîâîðÿò, ÷òî F äîìèíèðóåò íàä G â òåðìèíàõ

likelihood ratio. Èç ýòîãî ìíîãî ÷åãî ñëåäóåò.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Àóêöèîíû ñ çàâèñèìûìè öåííîñòÿìè



Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ðàçíûå àóêöèîíû

Ñðàâíåíèå äîõîäîâ è ýôôåêòèâíîñòü

Öåííîñòè è ñèãíàëû
Àôôèëèðîâàííûå ñèãíàëû
Ñèììåòðè÷íàÿ ìîäåëü

Àôôèëèðîâàííûå ñèãíàëû

Ïóñòü f (x)
g(x) ≤

f (y)
g(y) äëÿ âñåõ x < y .

Ýòî ýêâèâàëåíòíî f (y)
f (x) ≥

g(y)
g(x) , ò.å.

∀x
∫ω

x

f (y)

f (x)
dy ≥

∫ω

x

g(y)

g(x)
dy , è

1 − F (x)

f (x)
≥ 1 − G (x)

g(x)
.

Ýòî íàçûâàåòñÿ F äîìèíèðóåò íàä G â òåðìèíàõ äîëè

ðèñêà (λ, hazard rate).
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Àôôèëèðîâàííûå ñèãíàëû

Ïóñòü f (x)
g(x) ≤

f (y)
g(y) äëÿ âñåõ x < y .

Ýòî ýêâèâàëåíòíî f (x)
f (y) ≤

g(x)
g(y) , ò.å.

∀x
∫ y

0

f (x)

f (y)
dx ≥

∫ y

0

g(x)

g(y)
dx , è

F (y)

f (y)
≥ G (y)

g(y)
.

Ýòî óæå íàçûâàåòñÿ F äîìèíèðóåò íàä G â òåðìèíàõ

îáðàòíîé äîëè ðèñêà (σ, reverse hazard rate).
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Àôôèëèðîâàííûå ñèãíàëû

Íî ìû ïîìíèì, ÷òî F (x) = 1 − e−
∫x
0

λ(t)dt (åñëè íå

ïîìíèì � óïðàæíåíèå :) ).

Çíà÷èò, èç λF ≤ λG ñëåäóåò, ÷òî F (x) ≤ G (x) äëÿ âñåõ x .

Äëÿ F = F (·|x ′), G = F (·|x) èç ýòîãî äîìèíèðîâàíèÿ

ñëåäóåò åù¼, ÷òî äëÿ âñåõ y F (y |·) íåóáûâàåò.
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Àôôèëèðîâàííûå ñèãíàëû

Åñëè X è Y àôôèëèðîâàíû, òî F (y |·) íåóáûâàåò.
À ýòî çíà÷èò, ÷òî E[Y |X = x ] íåóáûâàåò îò x , ò.å. X è Y

ïîëîæèòåëüíî êîððåëèðóþò.

Òàêæå âåðíî, ÷òî (ïðîâåðüòå!) äëÿ âñÿêîé íåóáûâàþùåé γ

E[γ(Y )|X = x ] íåóáûâàåò îò x .

Âåðí¼ìñÿ òåïåðü ê àóêöèîíàì.
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Öåííîñòè è ñèãíàëû
Àôôèëèðîâàííûå ñèãíàëû
Ñèììåòðè÷íàÿ ìîäåëü

Àôôèëèðîâàííûå ñèãíàëû

X1, . . . ,XN àôôèëèðîâàíû, çíà÷èò, X1,Y1, . . . ,YN−1 òîæå

àôôèëèðîâàíû.

X1 è Y1 àôôèëèðîâàíû, çíà÷èò, åñëè x ′ > x , òî äëÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ G (·|x) � ðàñïðåäåëåíèÿ Y1 ïðè óñëîâèè

X1 = x � G (·|x ′) äîìèíèðóåò íàä G (·|x) â òåðìèíàõ

îáðàòíîé äîëè ðèñêà:

g(y |x ′)

G (y |x ′)
≤ g(y |x)

G (y |x)
.

Áîëåå òîãî, äëÿ âñÿêîé âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè γ, åñëè

x ′ > x , òî

E[γ(Y1)|X1 = x ′] ≥ E[γ(Y1)|X1 = x ].

Âîò êàêèå ñëåäñòâèÿ ìû ñìîãëè èçâëå÷ü èç

àôôèëèðîâàííîñòè íàøèõ ñèãíàëîâ.
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Öåííîñòè è ñèãíàëû
Àôôèëèðîâàííûå ñèãíàëû
Ñèììåòðè÷íàÿ ìîäåëü

Ñèììåòðè÷íàÿ ìîäåëü

Íà÷í¼ì ñ ñèììåòðè÷íîé ìîäåëè.

Âñå Xi áåðóòñÿ èç [0,ω], è åñòü åäèíàÿ ôóíêöèÿ

vi (X) = u(Xi ,X−i ),

ñèììåòðè÷íàÿ îòíîñèòåëüíî ïîñëåäíèõ N − 1 ïåðåìåííûõ.

Ïëîòíîñòü ñîâìåñòíîé âåðîÿòíîñòè f � ñèììåòðè÷íàÿ

ôóíêöèÿ, ñèãíàëû àôôèëèðîâàíû.
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Öåííîñòè è ñèãíàëû
Àôôèëèðîâàííûå ñèãíàëû
Ñèììåòðè÷íàÿ ìîäåëü

Ñèììåòðè÷íàÿ ìîäåëü

Îïðåäåëèì ñàìóþ ãëàâíóþ ôóíêöèþ:

v(x , y) = E[V1|X1 = x ,Y1 = y ].

Îæèäàíèå äîõîäà èãðîêà 1, êîãäà ó íåãî íàèâûñøèé x , à

ñðåäè äðóãèõ íàèâûñøèé y .

Ïî ñèììåòðèè, v íå çàâèñèò îò èãðîêà, ïî

E[γ(Y1)|X1 = x ′] ≥ E[γ(Y1)|X1 = x ], v íåóáûâàåò îò ñâîèõ

ïåðåìåííûõ, à åù¼ v(0, 0) = 0.
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Àóêöèîí âòîðîé öåíû
Àíãëèéñêèé àóêöèîí
Àóêöèîí ïåðâîé öåíû

Outline

1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Öåííîñòè è ñèãíàëû

Àôôèëèðîâàííûå ñèãíàëû

Ñèììåòðè÷íàÿ ìîäåëü

2 Ðàçíûå àóêöèîíû

Àóêöèîí âòîðîé öåíû

Àíãëèéñêèé àóêöèîí

Àóêöèîí ïåðâîé öåíû

3 Ñðàâíåíèå äîõîäîâ è ýôôåêòèâíîñòü

Àíãëèéñêèé ïðîòèâ âòîðîé öåíû

Âòîðàÿ öåíà ïðîòèâ ïåðâîé öåíû

Óñëîâèå îäíîãî ïåðåñå÷åíèÿ
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Àóêöèîí âòîðîé öåíû
Àíãëèéñêèé àóêöèîí
Àóêöèîí ïåðâîé öåíû

Àóêöèîí âòîðîé öåíû

Òåîðåìà

Â àóêöèîíå âòîðîé öåíû ñèììåòðè÷íîå ðàâíîâåñèå äîñòèãàåòñÿ

ïðè

βII (x) = v(x , x).

Ïóñòü îñòàëüíûå àãåíòû èãðàþò ïî β = βII .

Âû÷èñëèì äîõîä àãåíòà 1 ñ ñèãíàëîì x è ñòàâêîé b.
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Àóêöèîí âòîðîé öåíû
Àíãëèéñêèé àóêöèîí
Àóêöèîí ïåðâîé öåíû

Àóêöèîí âòîðîé öåíû

Òåîðåìà

Â àóêöèîíå âòîðîé öåíû ñèììåòðè÷íîå ðàâíîâåñèå äîñòèãàåòñÿ

ïðè

βII (x) = v(x , x).

Π(b, x) =

∫β−1(b)

0

(v(x , y) − β(y))g(y |x)dy =

=

∫β−1(b)

0

(v(x , y) − v(y , y))g(y |x)dy ,

ãäå g(·|x) � ïëîòíîñòü Y1 = maxi 6=1 Xi ïðè óñëîâèè X1 = x .
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Àóêöèîí âòîðîé öåíû
Àíãëèéñêèé àóêöèîí
Àóêöèîí ïåðâîé öåíû

Àóêöèîí âòîðîé öåíû

Òåîðåìà

Â àóêöèîíå âòîðîé öåíû ñèììåòðè÷íîå ðàâíîâåñèå äîñòèãàåòñÿ

ïðè

βII (x) = v(x , x).

Π(b, x) =
∫β−1(b)
0

(v(x , y) − v(y , y))g(y |x)dy .

v âîçðàñòàåò, çíà÷èò, v(x , y) < v(y , y) äëÿ âñåõ y > x .

Çíà÷èò, ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ, êîãäà âûáèðàåì

β−1(b) = x , ò.å. b = β(x).
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Ðàçíûå àóêöèîíû

Ñðàâíåíèå äîõîäîâ è ýôôåêòèâíîñòü

Àóêöèîí âòîðîé öåíû
Àíãëèéñêèé àóêöèîí
Àóêöèîí ïåðâîé öåíû

Ïðèìåð

Äëÿ ïðèìåðà: X = (X1,X2,X3), Z = max{X1,X2,X3}, Xi ïðè

óñëîâèè V = v ðàâíîìåðíû íà [0, 2v ] è íåçàâèñèìû.

Ïëîòíîñòü Xi ïðè óñëîâèè V = v ðàâíà 1

2v íà [0, 2v ].

Çíà÷èò, ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå (V ,X) áóäåò 1

8v3
íà

{(V ,X)|Xi ≤ 2V }.
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Àóêöèîí âòîðîé öåíû
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Àóêöèîí ïåðâîé öåíû

Ïðèìåð

Âñ¼ ÷òî íàì ãîâîðÿò Xi î V � ýòî òî, ÷òî V ≥ 1

2
Z . Çíà÷èò,

p(x1, x2, x3) =

∫
1

1
2
z

1

8v3
dv =

4 − z2

16z2
.

Çíà÷èò, p(V |X = x) = p(V |Z = z), è

p(v |Z = z) =
p(v , z)

p(z)
=

1

8v3
16z2

4 − z2
íà [

1

2
z , 1].
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ðàçíûå àóêöèîíû

Ñðàâíåíèå äîõîäîâ è ýôôåêòèâíîñòü

Àóêöèîí âòîðîé öåíû
Àíãëèéñêèé àóêöèîí
Àóêöèîí ïåðâîé öåíû

Ïðèìåð

Èòîãî èìååì:

E[V |X = x] = E[V |Z = z ] =

∫
1

1
2
z

vf (v |X = x)dv =
2z

2 + z
.

À ýòî çíà÷èò, ÷òî

v(x , y) = E[V |X1 = x ,Y1 = y ] =

= E[V |Z = max{x , y }] =
2max{x , y }

2 + max{x , y }
, òî åñòü

βII (x) = v(x , x) =
2x

2 + x
.
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Àóêöèîí âòîðîé öåíû
Àíãëèéñêèé àóêöèîí
Àóêöèîí ïåðâîé öåíû

Àíãëèéñêèé àóêöèîí

Ïðè àíãëèéñêîì àóêöèîíå ìû òåïåðü âèäèì, êòî êîãäà

âûõîäèò èç èãðû.

Çíà÷èò, ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàâíîâåñíàÿ ñòðàòåãèÿ

ïðåâðàùàåòñÿ â β = (βN , βN−1, . . . , β2), ãäå êàæäàÿ βk

ïîêàçûâàåò ñîáîé βk(x , pk+1, . . . , pN) � öåíó íà êîòîðîé

èãðîê 1 âûéäåò èç èãðû, åñëè îñòàëèñü åù¼ k àãåíòîâ, åãî

ñèãíàë ðàâåí x , è öåíû îñòàëüíûõ âûøåäøèõ ñîñòàâëÿëè

pk+1 ≥ pk+2 ≥ . . . ≥ pN .
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Àóêöèîí âòîðîé öåíû
Àíãëèéñêèé àóêöèîí
Àóêöèîí ïåðâîé öåíû

Àíãëèéñêèé àóêöèîí

Ïðåäëàãàåì âîò êàêóþ ñòðàòåãèþ. Âî-ïåðâûõ, âíà÷àëå

βN(x) = u(x , x , . . . , x).

u � utility, vi (X) = u(Xi ,X−i ).

βN íåïðåðûâíà è âîçðàñòàåò.
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Àóêöèîí âòîðîé öåíû
Àíãëèéñêèé àóêöèîí
Àóêöèîí ïåðâîé öåíû

Àíãëèéñêèé àóêöèîí

Ïóñòü àãåíò N âûõîäèò èç àóêöèîíà íà öåíå pN . Òîãäà

βN−1(x , pN) = u(x , . . . , x , xN), βN(xN) = pN .

È òàê äàëåå, åñëè âûøëè N, . . . , k + 1, òî

βk(x , pk+1, . . . , pN) = u(x , . . . , x , xk+1, . . . , xN),

ãäå βk+1(xk+1, pk+2, . . . , pN) = pk+1.
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Àóêöèîí âòîðîé öåíû
Àíãëèéñêèé àóêöèîí
Àóêöèîí ïåðâîé öåíû

Àíãëèéñêèé àóêöèîí

Èíà÷å ãîâîðÿ, èãðîê îïðåäåëÿåò, íàäî ëè åìó îòâàëèâàòüñÿ

íà p.

Ñïðàøèâàåò ñåáÿ: ÷òî áóäåò, åñëè ÿ ñåé÷àñ âûèãðàþ? Ýòî

âîçìîæíî, òîëüêî åñëè âñå îñòàëüíûå ïðÿìî ñåé÷àñ íà p

îòâàëÿòñÿ.

Çíà÷èò, òàêèå ó íèõ ñèãíàëû y , ÷òî βk(y , pk+1, . . . , pN) = p.

Çíà÷èò, öåííîñòü îáúåêòà u(x , y , . . . , y , xk+1, xk+2, . . . , xN).

Çíà÷èò, ïðîäîëæàòü åñòü ñìûñë i� ýòà øòóêà áîëüøå p.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ðàçíûå àóêöèîíû

Ñðàâíåíèå äîõîäîâ è ýôôåêòèâíîñòü
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Àíãëèéñêèé àóêöèîí

Òåîðåìà

Òàêèå ñòðàòåãèè β ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè è ðàâíîâåñíûìè.

Êàê âîäèòñÿ, ðàññìîòðèì X1 = x , îñòàëüíûå èãðàþò ïî β,

îïðåäåëèì Y1,Y2, . . . ,YN−1.

Ïóñòü Yj òàêîâû, ÷òî 1 ïðè ñëåäîâàíèè β âûèãðûâàåò

îáúåêò; òî åñòü x > y1.
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Àíãëèéñêèé àóêöèîí

Òåîðåìà

Òàêèå ñòðàòåãèè β ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè è ðàâíîâåñíûìè.

Òîãäà öåíà, êîòîðóþ 1 çàïëàòèò, � ýòî öåíà, ãäå

îòâàëèâàåòñÿ y1, ò.å. u(y1, y1, y2, . . . , yN).

Ò.ê. x > y1, òî âûãîäà èãðîêà 1

u(x , y1, . . . , yN) − u(y1, y1, . . . , yN) > 0.
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Àíãëèéñêèé àóêöèîí

Òåîðåìà

Òàêèå ñòðàòåãèè β ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè è ðàâíîâåñíûìè.

Ò.ê. èãðîê 1 íå êîíòðîëèðóåò öåíó, êîòîðóþ çàïëàòèò, òî

ëó÷øå, ÷åì îò β, åìó â ýòîì ñëó÷àå íå áóäåò.

À åñëè îí ïðè β íå âûèãðûâàåò, ò.å. x < y1, òî åñëè îí

âñ¼-òàêè ðåøèò âûèãðàòü, òî äîõîä áóäåò

u(x , y1, . . . , yN) − u(y1, y1, . . . , yN) < 0.

Çíà÷èò, èãðîêó 1 íåâûãîäíî îòêëîíÿòüñÿ îò β.
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Àíãëèéñêèé àóêöèîí

Îñîáåííîñòü ýòîãî ðàâíîâåñèÿ â òîì, ÷òî îíî çàâèñèò

òîëüêî îò u è íå çàâèñèò îò f .

Äëÿ êàæäîãî äàííîãî u ðàâíîâåñèå β íå ñìåñòèòñÿ, åñëè

èçìåíèòü ðàñïðåäåëåíèå.

Ò.å. ñòðàòåãèè îáðàçóþò ðàâíîâåñèå ex post.

Ýòî â òîì ÷èñëå äà¼ò ñâîéñòâî �no regret�: ïðè ëþáîì

ðàñïðåäåëåíèè ñèãíàëîâ, äàæå åñëè åãî ïîòîì âñåì

ðàññêàçàòü, íèêîìó íå áóäåò îáèäíî.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Àóêöèîíû ñ çàâèñèìûìè öåííîñòÿìè



Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ðàçíûå àóêöèîíû

Ñðàâíåíèå äîõîäîâ è ýôôåêòèâíîñòü

Àóêöèîí âòîðîé öåíû
Àíãëèéñêèé àóêöèîí
Àóêöèîí ïåðâîé öåíû

Àóêöèîí ïåðâîé öåíû

Òåïåðü ðàññìîòðèì àóêöèîí ïåðâîé öåíû.

Ñíà÷àëà âûâåäåì ñòðàòåãèþ ýâðèñòè÷åñêè, êàê îáû÷íî.

Îáîçíà÷èì β ðàâíîâåñíóþ ñòðàòåãèþ, à G (·|x) �

ðàñïðåäåëåíèå Y1 ïðè óñëîâèè X1 = x ; ñîîòâåòñòâåííî,

g(·|x) � ïëîòíîñòü.
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Àóêöèîí âòîðîé öåíû
Àíãëèéñêèé àóêöèîí
Àóêöèîí ïåðâîé öåíû

Àóêöèîí ïåðâîé öåíû

Òîãäà îæèäàåìûé äîõîä àãåíòà 1 ïðè ñîáñòâåííîì ñèãíàëå

x è ñòàâêå β(x) ðàâåí

Π(z , x) =

∫ z

0

(v(x , y) − β(z))g(y |x)dy =

=

∫ z

0

v(x , y)g(y |x)dy − β(z)G (z |x).

Èç óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ïîëó÷àåòñÿ äèôôóð:

(v(x , z) − β(z))g(z |x) − β ′(z)G (z |x) = 0.
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Àóêöèîí âòîðîé öåíû
Àíãëèéñêèé àóêöèîí
Àóêöèîí ïåðâîé öåíû

Àóêöèîí ïåðâîé öåíû

Â ñèììåòðè÷íîì ðàâíîâåñèè z = x , ò.å.

β ′(x) = (v(x , x) − β(x))
g(x |x)

G (x |x)
.

Êðîìå òîãî, β(0) = 0.
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Òåîðåìà

Â àóêöèîíå ïåðâîé öåíû ñèììåòðè÷íîå ðàâíîâåñèå äîñòèãàåòñÿ

íà

βI (x) =

∫ x

0

v(y , y)dL(y |x), L(y |x) = e
−

∫x
y

g(t|t)
G(t|t)

dt
.

Âî-ïåðâûõ, îòìåòèì, ÷òî L(·|x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

íà [0, x ].

Ýòî ïîòîìó, ÷òî èç-çà àôôèëèðîâàííîñòè äëÿ âñåõ t > 0

g(t |t)

G (t |t)
≥ g(t |0)

G (t |0)
.
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Â àóêöèîíå ïåðâîé öåíû ñèììåòðè÷íîå ðàâíîâåñèå äîñòèãàåòñÿ

íà

βI (x) =

∫ x

0

v(y , y)dL(y |x), L(y |x) = e
−

∫x
y

g(t|t)
G(t|t)

dt
.

Èòàê,

−

∫ x

0

g(t |t)

G (t |t)
dt ≤ −

∫ x

0

g(t |0)

G (t |0)
dt =

= −

∫ x

0

d

dt
(lnG (t |0))dt = lnG (0|0) − lnG (x |0) = −∞.

Çíà÷èò, L(0|x) = 0. Êðîìå òîãî, L(x |x) = 1 è L(·|x)

íåóáûâàåò � âîò è ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ.
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Òåîðåìà

Â àóêöèîíå ïåðâîé öåíû ñèììåòðè÷íîå ðàâíîâåñèå äîñòèãàåòñÿ

íà

βI (x) =

∫ x

0

v(y , y)dL(y |x), L(y |x) = e
−

∫x
y

g(t|t)
G(t|t)

dt
.

Çàòåì îòìåòèì èç àôôèëèðîâàííîñòè, ÷òî L(·|x ′) ≤ L(·|x)

äëÿ x ′ > x .

Ò.ê. v(y , y) âîçðàñòàåò îò y , òî è β = βI òîæå âîçðàñòàåò

îò x .
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Â àóêöèîíå ïåðâîé öåíû ñèììåòðè÷íîå ðàâíîâåñèå äîñòèãàåòñÿ

íà

βI (x) =

∫ x

0

v(y , y)dL(y |x), L(y |x) = e
−

∫x
y

g(t|t)
G(t|t)

dt
.

Ðàññìîòðèì òåïåðü àãåíòà, êîòîðûé ñòàâèò β(z) ïðè

ñèãíàëå x . Òîãäà, ò.ê. β âîçðàñòàåò,

Π(z , x) =

∫ z

0

(v(x , y) − β(z))g(y |x)dy .
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Â àóêöèîíå ïåðâîé öåíû ñèììåòðè÷íîå ðàâíîâåñèå äîñòèãàåòñÿ

íà

βI (x) =

∫ x

0

v(y , y)dL(y |x), L(y |x) = e
−

∫x
y

g(t|t)
G(t|t)

dt
.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî z :

∂Π

∂z
= (v(x , z) − β(z))g(z |x) − β ′(z)G (z |x) =

= G (z |x)

(
(v(x , z) − β(z))

g(z |x)

G (z |x)
− β ′(z)

)
.
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Â àóêöèîíå ïåðâîé öåíû ñèììåòðè÷íîå ðàâíîâåñèå äîñòèãàåòñÿ

íà

βI (x) =

∫ x

0

v(y , y)dL(y |x), L(y |x) = e
−

∫x
y

g(t|t)
G(t|t)

dt
.

Åñëè z < x , òî ò.ê. v(x , z) > v(z , z) è èç-çà

àôôèëèðîâàííîñòè

g(z |x)

G (z |x)
>

g(z |z)

G (z |z)
, è

∂Π

∂z
> G (z |x)

(
(v(x , z) − β(z))

g(z |z)

G (z |z)
− β ′(z)

)
= 0.

Àíàëîãè÷íî, ïðè z > x ∂Π
∂z < 0. Ò.å. Π(z , x)

ìàêñèìèçèðóåòñÿ â z = x .
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Àóêöèîí ïåðâîé öåíû

βI (x) =
∫x

0
v(y , y)dL(y |x), L(y |x) = e

−
∫x
y

g(t|t)
G(t|t)

dt
.

Ýòî, êîíå÷íî, îáîáùåíèå òîãî, ÷òî ìû óæå çíàëè: ïðè

÷àñòíûõ çíà÷åíèÿõ v(y , y) = y , à ïðè íåçàâèñèìûõ

ñèãíàëàõ G (·|x) = G (·), è

L(y |x) = e
−

∫x
y

g(t)
G(t) dt =

1

G (x)
G (y).
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Àíãëèéñêèé àóêöèîí
Àóêöèîí ïåðâîé öåíû

Àóêöèîí ïåðâîé öåíû: ïðèìåð

Ðàññìîòðèì ïåðåìåííûå S1, S2,T � ðàâíîìåðíû è

íåçàâèñèìû íà [0, 1].

Äâà ó÷àñòíèêà: X1 = S1 + T , X2 = S2 + T , è îáùàÿ

öåííîñòü

V =
1

2
(X1 + X2).

T íóæíî äëÿ òîãî, ÷òîáû X1 è X2 áûëè àôôèëèðîâàíû

(ïðîâåðüòå!).

Ó÷àñòíèêà äâà, çíà÷èò, Y1 = X2.
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Ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü X1 è Y1 âû÷èñëÿåòñÿ îòäåëüíî íà

ðàçíûõ òðåóãîëüíûõ ó÷àñòêàõ.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ [0, 2]

g(x |x)

G (x |x)
=

2

x

è äëÿ âñåõ y ∈ [0, x ]

L(y |x) =
y2

x2
.
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Àóêöèîí ïåðâîé öåíû: ïðèìåð

Òîãäà èç äîêàçàííîé òåîðåìû ïîëó÷èòñÿ, ÷òî

βI (x) =

∫ x

0

v(y , y)dL(y |x) =
2

3
x

(ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî v(x , y) = 1

2
(x + y)).
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Ðàçíûå àóêöèîíû
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Àíãëèéñêèé ïðîòèâ âòîðîé öåíû
Âòîðàÿ öåíà ïðîòèâ ïåðâîé öåíû
Óñëîâèå îäíîãî ïåðåñå÷åíèÿ

Outline

1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Öåííîñòè è ñèãíàëû

Àôôèëèðîâàííûå ñèãíàëû

Ñèììåòðè÷íàÿ ìîäåëü

2 Ðàçíûå àóêöèîíû

Àóêöèîí âòîðîé öåíû

Àíãëèéñêèé àóêöèîí

Àóêöèîí ïåðâîé öåíû

3 Ñðàâíåíèå äîõîäîâ è ýôôåêòèâíîñòü

Àíãëèéñêèé ïðîòèâ âòîðîé öåíû

Âòîðàÿ öåíà ïðîòèâ ïåðâîé öåíû

Óñëîâèå îäíîãî ïåðåñå÷åíèÿ
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Óñëîâèå îäíîãî ïåðåñå÷åíèÿ

Ñðàâíåíèå äîõîäîâ îò ðàçíûõ àóêöèîíîâ

Ó íàñ ðàíüøå áûë ïðèíöèï ýêâèâàëåíòíîñòè äîõîäíîñòè.

Êàêîé àóêöèîí íè âîçüìè, äëÿ àóêöèîíåðà îíè áûëè

îäèíàêîâûå.

À âîò äëÿ çàâèñèìûõ öåííîñòåé ýòî âñ¼ ñòàíîâèòñÿ óæå

ñîâåðøåííî íå òàê.
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Àíãëèéñêèé ïðîòèâ âòîðîé öåíû

Òåîðåìà

Îæèäàåìûé äîõîä îò àíãëèéñêîãî àóêöèîíà íå ìåíüøå

îæèäàåìîãî äîõîäà îò àóêöèîíà âòîðîé öåíû.

Â àóêöèîíå âòîðîé öåíû ðàâíîâåñèå βII (x) = v(x , x), ãäå

v(x , y) = E[V1|X1 = x ,Y1 = y ].

Äëÿ x > y , ò.ê. utility u âîçðàñòàåò è ñèãíàëû

àôôèëèðîâàíû,

v(y , y) = E[u(X1,Y1,Y2, . . . ,YN−1|X1 = y ,Y1 = y ] =

= E[u(Y1,Y1,Y2, . . . ,YN−1|X1 = y ,Y1 = y ] ≤
≤ E[u(X1,Y1,Y2, . . . ,YN−1|X1 = x ,Y1 = y ].
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Àíãëèéñêèé ïðîòèâ âòîðîé öåíû

Òåîðåìà

Îæèäàåìûé äîõîä îò àíãëèéñêîãî àóêöèîíà íå ìåíüøå

îæèäàåìîãî äîõîäà îò àóêöèîíà âòîðîé öåíû.

Äîõîä ïîëó÷àåòñÿ êàê

E[R II ] = E[βII (Y1)|X1 > Y1] = E[v(Y1,Y1)|X1 > Y1] ≤
≤ E[E[u(X1,Y1,Y2, . . . ,YN−1|X1 = x ,Y1 = y ]|X1 > Y1] =

= E[u(X1,Y1,Y2, . . . ,YN−1|X1 > Y1] =

= E[β2(Y1,Y2, . . . ,YN−1)] = E[REng].
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Îæèäàåìûé äîõîä îò àíãëèéñêîãî àóêöèîíà íå ìåíüøå

îæèäàåìîãî äîõîäà îò àóêöèîíà âòîðîé öåíû.

Çäåñü β2 � ýòî ñòðàòåãèÿ àíãëèéñêîãî àóêöèîíà, êîãäà

îñòàþòñÿ äâà àãåíòà.

Öåíà, íà êîòîðîé îòâàëèâàåòñÿ ïðåäïîñëåäíèé àãåíò � ýòî

êàê ðàç òî, ÷òî ïëàòèò ïîáåäèòåëü.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Àóêöèîíû ñ çàâèñèìûìè öåííîñòÿìè



Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ðàçíûå àóêöèîíû

Ñðàâíåíèå äîõîäîâ è ýôôåêòèâíîñòü

Àíãëèéñêèé ïðîòèâ âòîðîé öåíû
Âòîðàÿ öåíà ïðîòèâ ïåðâîé öåíû
Óñëîâèå îäíîãî ïåðåñå÷åíèÿ

Àíãëèéñêèé ïðîòèâ âòîðîé öåíû

Òåîðåìà

Îæèäàåìûé äîõîä îò àíãëèéñêîãî àóêöèîíà íå ìåíüøå

îæèäàåìîãî äîõîäà îò àóêöèîíà âòîðîé öåíû.

Àíãëèéñêèé àóêöèîí ñòðîãî ëó÷øå, òîëüêî åñëè è

çàâèñèìîñòü åñòü, è ñèãíàëû àôôèëèðîâàíû.

Äëÿ íåçàâèñèìûõ ñèãíàëîâ èëè èíäèâèäóàëüíûõ çíà÷åíèé

àóêöèîíû ýêâèâàëåíòíû.
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Îæèäàåìûé äîõîä îò àóêöèîíà âòîðîé öåíû íå ìåíüøå

îæèäàåìîãî äîõîäà îò àóêöèîíà ïåðâîé öåíû.

Â ïåðâîé öåíå äîõîä ñòðîãî ðàâåí βI (x).

Âî âòîðîé öåíå äîõîä E[βII (Y1)|X1 = x ,Y1 < x ], è

E[βII (Y1)|X1 = x ,Y1 < x ] = E[v(Y1,Y1)|X1 = x ,Y1 < x ] =

=

∫ x

0

v(y , y)dK (y |x), ãäå K (y |x) =
1

G (x |x)
G (y |x).
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Îæèäàåìûé äîõîä îò àóêöèîíà âòîðîé öåíû íå ìåíüøå

îæèäàåìîãî äîõîäà îò àóêöèîíà ïåðâîé öåíû.

Îòìåòèì, ÷òî K (·|x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íà [0, x ].

Âñïîìíèì, ÷òî

βI (x) =

∫ x

0

v(y , y)dL(y |x).

Ìû ñåé÷àñ äîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ y < x K (y |x) ≤ L(y |x).

Ïîñêîëüêó v âîçðàñòàåò, îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü

óòâåðæäåíèå.
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îæèäàåìîãî äîõîäà îò àóêöèîíà ïåðâîé öåíû.

Íà÷í¼ì ñ òîãî, ÷òî âñïîìíèì ïðî àôôèëèðîâàííîñòü:

g(t |t)

G (t |t)
≤ g(t |x)

G (t |x)
. Çíà÷èò, äëÿ âñåõ y < x

−

∫ x

y

g(t |t)

G (t |t)
dt ≥ −

∫ x

y

g(t |x)

G (t |x)
dt =

= −

∫ x

y

d

dt
(lnG (t |x))dt = lnG (y |x)−lnG (x |x) = ln

(
G (y |x)

G (x |x)

)
.

Îñòàëîñü ïðèìåíèòü ýêñïîíåíòó.
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Âòîðàÿ öåíà ïðîòèâ ïåðâîé öåíû: ïðèìåð

Âñïîìíèì òîò æå ïðèìåð: S1, S2,T � ðàâíîìåðíû è

íåçàâèñèìû íà [0, 1].

Äâà ó÷àñòíèêà: X1 = S1 + T , X2 = S2 + T , è îáùàÿ

öåííîñòü

V =
1

2
(X1 + X2).

T íóæíî äëÿ òîãî, ÷òîáû X1 è X2 áûëè àôôèëèðîâàíû

(ïðîâåðüòå!).

Ó÷àñòíèêà äâà, çíà÷èò, Y1 = X2, v(x , y) = 1

2
(x + y).
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Âòîðàÿ öåíà ïðîòèâ ïåðâîé öåíû: ïðèìåð

1

2
(x + y). Çíà÷èò, âî âòîðîé öåíå βII (x) = x . Çíà÷èò,

E[R II ] = E[min{X1,X2}] = E[min{S1, S2}] + E[T ] =
5

6
.

Â àóêöèîíå ïåðâîé öåíû βI (x) = 2

3
x , è

E[R I ] = E[max{
2

3
X1,

2

3
X2}] =

2

3
E[min{S1, S2}] +

2

3
E[T ] =

7

9
.

Âîò è ïîëó÷èëîñü, ÷òî E[R II ] > E[R I ].
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Èòîãè

Â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ:

E[REng] ≥ E[R II ] ≥ E[R I ].

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî winner's curse äåéñòâèòåëüíî

èìååò ìåñòî:

βI (x) < E[V1|X1 = x ,Y1 < x ].
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Ïðèìåð íåýôôåêòèâíîãî ðàâíîâåñèÿ

Îêàçûâàåòñÿ, íàøè ñèììåòðè÷åñêèå ðàâíîâåñèÿ ìîãóò

áûòü íåýôôåêòèâíû.

Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì äâà ñèììåòðè÷íûõ àãåíòà:

v1(x1, x2) =
1

3
x1 +

2

3
x2,

v2(x1, x2) =
2

3
x1 +

1

3
x2.

Òîãäà v1 > v2 i� x2 > x1, ò.å. ñèãíàë âûøå ó àãåíòà ñ áîëåå

íèçêîé öåííîñòüþ.

Çíà÷èò, ïðàêòè÷åñêè âñå ôîðìû àóêöèîíîâ áóäóò

íåýôôåêòèâíû.
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Óñëîâèå îäíîãî ïåðåñå÷åíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Öåííîñòè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ îäíîãî ïåðåñå÷åíèÿ (single

crossing condition) åñëè äëÿ âñåõ i 6= j è âñåõ x

∂vi
∂xi

(x) ≥
∂vj
∂xi

(x).

Òî åñòü öåííîñòü i êàê ôóíêöèÿ îò ñèãíàëà xi â êàæäîé

òî÷êå êðó÷å j , ïîýòîìó îíè ïåðåñåêóòñÿ íå áîëåå ÷åì îäèí

ðàç.

Â ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå vi (x) = u(xi ,x−i ), è u

ñèììåòðè÷íà. Ïîýòîìó îäíî ïåðåñå÷åíèå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ

âñåõ j 6= 1 u ′
1
≥ u ′

j , áîëåå òîãî, äîñòàòî÷íî u ′
1
≥ u ′

2
.
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Óñëîâèå îäíîãî ïåðåñå÷åíèÿ

Ïóñòü xi > xj . Îïðåäåëèì ïðÿìóþ ÷åðåç òî÷êè (xj , xi ,x−ij)

è (xi , xj ,x−ij):

α(t) = (1 − t)(xj , xi ,x−ij) + t(xi , xj ,x−ij).

Òîãäà

u(xi , xj ,x−ij) = u(xj , xi ,x−ij) +

∫
1

0

∇u(α(t)) · α ′(t)dt, ãäå

∇u(α(t)) · α ′(t) = u ′
1(α(t))(xi − xj) + u ′

2(α(t))(xj − xi ) ≥ 0,

ò.ê. xi > xj è u ′
1
≥ u ′

2
.
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Óñëîâèå îäíîãî ïåðåñå÷åíèÿ

Çíà÷èò, ïðè xi > xj öåííîñòü àãåíòà i u(xi , xj ,x−ij) íå

ìåíüøå, ÷åì öåííîñòü àãåíòà j u(xj , xi ,x−ij).

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ex post çíà÷åíèÿ âñåõ àãåíòîâ áóäóò

óïîðÿäî÷åíû òàê æå, êàê èõ ñèãíàëû. Ìû òåì ñàìûì

äîêàçàëè ñëåäóþùåå.

Òåîðåìà

Ïóñòü äëÿ ñèììåòðè÷íûõ çàâèñèìûõ öåííîñòåé è

àôôèëèðîâàííûõ ñèãíàëîâ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå îäíîãî

ïåðåñå÷åíèÿ. Òîãäà ñèììåòðè÷íûå ðàâíîâåñèÿ àóêöèîíîâ

ïåðâîé öåíû, âòîðîé öåíû è àíãëèéñêîãî àóêöèîíà âñå

ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûìè.
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!

Lecture notes è ñëàéäû áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ íà ìîåé

homepage:

http://logic.pdmi.ras.ru/∼sergey/index.php?page=teaching

Ïðèñûëàéòå ëþáûå çàìå÷àíèÿ, ðåøåíèÿ óïðàæíåíèé,

íîâûå ÷èñëåííûå ïðèìåðû è ïðî÷åå ïî àäðåñàì:

sergey@logic.pdmi.ras.ru, snikolenko@gmail.com

Çàõîäèòå â ÆÆ smartnik.
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