
Àôôèííûå ìàêñèìèçàòîðû
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ðîáåðòñà

Òåîðåìà Ðîáåðòñà

Ñåðãåé Íèêîëåíêî

Òåîðèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ìåõàíèçìîâ � ÈÒÌÎ, âåñíà 2008

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Òåîðåìà Ðîáåðòñà



Àôôèííûå ìàêñèìèçàòîðû
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ðîáåðòñà

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè

Outline

1 Àôôèííûå ìàêñèìèçàòîðû

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè

2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ðîáåðòñà

Èäåÿ

Ñàìî äîêàçàòåëüñòâî

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Òåîðåìà Ðîáåðòñà



Àôôèííûå ìàêñèìèçàòîðû
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ðîáåðòñà

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè

Ñóòü çàäà÷è

Ìû âñ¼ âðåìÿ ãîâîðèì î òîì, êàê áû íàì òó èëè èíóþ

ôóíêöèþ ñîöèàëüíîãî âûáîðà ðåàëèçîâàòü.

Òî åñòü êàê ïîñòðîèòü ìåõàíèçì, êîòîðûé äîáèâàåòñÿ

íóæíîãî ðåçóëüòàòà.

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â ýòîì îäíà èç âîîáùå îñíîâíûõ çàäà÷

äèçàéíà ýêîíîìè÷åñêèõ ìåõàíèçìîâ.
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Äëÿ ôóíêöèé öåííîñòè ñàìîãî îáùåãî âèäà ìû óæå

ãîâîðèëè î òåîðåìå Ãèááàðäà-Ñàòòåðòóýéòà.

Êîðî÷å ãîâîðÿ, íå ïîëó÷àåòñÿ òàì âîîáùå íè÷åãî.

Íî âïîëíå ðàçóìíî áûëî áû çàäàòü òîò æå âîïðîñ äëÿ

êâàçèëèíåéíûõ ïðåäïî÷òåíèé. È íà íåãî, âîîáùå ãîâîðÿ,

îòâåòà íåò.

Îòâåò åñòü òîëüêî â ÷àñòíîì (òî åñòü, íàîáîðîò, îáùåì)

ñëó÷àå, êîòîðûé ìû ñåé÷àñ ðàññìîòðèì.
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Îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Ó ìåõàíèçìà åñòü íàáîð èñõîäîâ O (èõ ìû áóäåì

îáîçíà÷àòü ÷åðåç x , y , z , . . .).

Åñòü N èãðîêîâ, ó êàæäîãî � ñâîé òèï vi ∈ Vi ⊆ R|O|, ò.å.

öåííîñòè, êîòîðûå îí ìîæåò ïðèñâîèòü êàæäîìó èñõîäó.

V = V1 × V2 × . . .× VN íàçûâàåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì, åñëè

Vi = R|O| äëÿ êàæäîãî i .

Íàø ñëó÷àé � íåîãðàíè÷åííîå V, ò.å. ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé

êàæäûé íàáîð èç |O| ÷èñåë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âîçìîæíûé

òèï èãðîêà i .
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Îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Ôóíêöèÿ ñîöèàëüíîãî âûáîðà f : V → O. Ìîæíî áåç

ïîòåðè îáùíîñòè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî f ñþðúåêòèâíà.

Ìåõàíèçì áåð¼ò ñ èãðîêîâ ïëàòåæè pi : V → R.
Èãðîêè êâàçèëèíåéíû, ò.å. îíè õîòÿò ìàêñèìèçèðîâàòü ñåáå

ui = vi (f (v)) − pi (v).
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Îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

f ïðàâäèâî ðåàëèçóåìà, åñëè ñóùåñòâóþò ôóíêöèè

ïëàòåæà pi , äëÿ êîòîðûõ ïðàâäèâîñòü áóäåò äîìèíàíòíîé

ñòðàòåãèåé.

Ôîðìàëüíî, äëÿ êàæäîãî i , êàæäîãî v−i ∈ V−i è v ′ ∈ Vi

vi (f (v)) − pi (v) ≥ vi (f (v
′
i ,v−i )) − pi (v

′
i ,v−i ).
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Ïàðó ëåêöèé íàçàä ìû óæå ãîâîðèëè, ÷òî âñå ôóíêöèè

ñîöèàëüíîãî âûáîðà, îïòèìèçèðóþùèå âñåîáùåå ñ÷àñòüå,

ïðàâäèâî ðåàëèçóåìû VCG-ïëàòåæàìè.

Áîëåå òîãî, òàê æå ðåàëèçóåìû è âçâåøåííûå ôóíêöèè

ñîöèàëüíîãî âûáîðà.

Çàäà÷à â òîì, ÷òîáû äîêàçàòü îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà Ðîáåðòñà

Òåîðåìà

Ïóñòü |O| ≥ 3, è V íåîãðàíè÷åíî. Òîãäà äëÿ êàæäîé

ðåàëèçóåìîé ôóíêöèè ñîöèàëüíîãî âûáîðà f ñóùåñòâóþò

íåîòðèöàòåëüíûå âåñà k1, . . . , kN , íå âñå ðàâíûå íóëþ, è

êîíñòàíòû Cx , x ∈ O, äëÿ êîòîðûõ äëÿ âñåõ v ∈ V

f (v) ∈ argmaxx∈O

{
n∑

i=1

kivi (x) + Cx

}
.
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Óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ðîáåðòñà îñíîâàíû íà óñëîâèÿõ

ìîíîòîííîñòè, ò.å. íà òîì, ÷òî äëÿ ïðàâäèâîé

ðåàëèçóåìîñòè vi äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ýòèì óñëîâèÿì.

Ìû ñåé÷àñ ïàðî÷êó ñôîðìóëèðóåì.
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W-MON � ñëàáàÿ ìîíîòîííîñòü. f óäîâëåòâîðÿåò W-MON,

åñëè äëÿ âñåõ vi , v
′
i ,v−i ïðè f (v) = x è f (v ′i ,v−i ) = y

v ′i (y) − vi (y) ≥ v ′i (x) − vi (x).

Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè èãðîê i ìîæåò èçìåíèòü èñõîä ñ x íà y ,

èçìåíèâ ñâîþ ñòàâêó, òî ðàçíîñòü åãî çíà÷åíèé äëÿ y

äîëæíà áûòü íå ìåíüøå, ÷åì ðàçíîñòü äëÿ x .

Ðàçíîñòè ìîæíî (è íóæíî) èñïîëüçîâàòü èç-çà

êâàçèëèíåéíîñòè.
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Ëåììà: Âñÿêàÿ äîìèíàíòíî ðåàëèçóåìàÿ ôóíêöèÿ

ñîöèàëüíîãî âûáîðà f óäîâëåòâîðÿåò W-MON.

Âî-ïåðâûõ, äîêàæåì (êñòàòè, äîêàæåì!), ÷òî pi íå çàâèñèò

îò vi .

Ïóñòü çàâèñèò, ò.å. åñòü v−i , x , vi , v
′
i òàêèå, ÷òî

f (vi ,v−i ) = f (v ′i ,v−i ) = x , pi (vi ,v−i ) < pi (v
′
i ,v−i ).

Íî òîãäà ïðè òèïàõ v èãðîêó i âûãîäíî âðàòü.
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Çàôèêñèðóåì v−i , vi , v
′
i , x , y òàê, êàê â îïðåäåëåíèè

W − MON. Äîëæíî áûòü âåðíî, ÷òî

vi (x) − pi (x ,v−i ) ≥ vi (y) − pi (y ,v−i ),

èíà÷å ïðè òèïå vi èãðîê i ìîæåò óëó÷øèòü ñåáå äîõîä,

ñîâðàâ v ′i .

Àíàëîãè÷íî, v ′i (y) − pi (y ,v−i ) ≥ v ′i (x) − pi (x ,v−i ).

Èç ýòèõ äâóõ íåðàâåíñòâ è ïîëó÷àåòñÿ èñêîìîå óñëîâèå

W-MON.
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Òàêèì îáðàçîì, W-MON íåîáõîäèìî.

Êàê íè ñòðàííî, îíî äëÿ ìíîãèõ ñèòóàöèé äîñòàòî÷íî.

Íî ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ íå èì, à äðóãèìè ïîõîæèìè

óñëîâèÿìè.
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PAD � Positive Association of Di�erences. f óäîâëåòâîðÿåò

PAD, åñëè äëÿ âñåõ v , v ′ ∈ V âåðíî ñëåäóþùåå: åñëè

f (v) = x , è v ′i (x) − vi (x) > v ′i (y) − vi (y) äëÿ âñåõ y ∈ O \ x

è âñåõ i , òî f (v ′) òîæå ðàâíî x .

PAD òîæå ðàññìàòðèâàåò ðàçíîñòè, è îíî ëåãêî ñëåäóåò èç

W-MON.
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Ëåììà: Âñÿêàÿ äîìèíàíòíî ðåàëèçóåìàÿ ôóíêöèÿ

ñîöèàëüíîãî âûáîðà f óäîâëåòâîðÿåò PAD.

Îíà óäîâëåòâîðÿåò W-MON. Çàôèêñèðóåì v , v ′ èç

îïðåäåëåíèÿ PAD. Ââåä¼ì ïðîìåæóòî÷íûå âåêòîðû òèïîâ

v i = (v ′1, . . . , v
′
i , vi+1, . . . , vN).

Òîãäà f (v0) = x , v0 = v , vN = v ′.
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Ïóñòü f (v i−1) = x , à f (v i ) = y 6= x .

Ïî W-MON, v ′i (y) − vi (y) ≥ v ′i (x) − vi (x), ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ PAD.

Çíà÷èò, f (v i ) = x . Äîêàçàëè ïî èíäóêöèè.
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È â åù¼ îäíîé ôîðìå ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ PAD.

Îáîçíà÷èì âåêòîðû α, β ∈ RN , è α > β çíà÷èò ñòðîãîå

íåðàâåíñòâî â êàæäîé êîìïîíåíòå.

Îáîçíà÷èì ~0 íóëåâîé âåêòîð.
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Ëåììà: ïóñòü f óäîâëåòâîðÿåò PAD. Çàôèêñèðóåì

v,v ′ ∈ V. Åñëè f (v ′) = x , è v ′(y) − v(y) > v ′(x) − v(x),

äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ O, òî f (v) 6= y .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà çàôèêñèðóåì

∆ = v ′(y) − v(y) + v(x) − v ′(x) ∈ RN . Î÷åâèäíî, ∆ > ~0.

Êðîìå òîãî,

vi (x) − v ′i (x) − ∆i

2
= vi (y) − v ′i (y) + ∆i

2
> vi (y) − v ′i (y).
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Îïðåäåëèì íîâûé òèï v ′′ ∈ V:

v ′′i (z) =


min{vi (z), v

′
i (z) + vi (x) − v ′i (x)} − ∆i , z 6= x , y ,

vi (x) − ∆i

2
, z = x ,

vi (y), z = y .

Òîãäà v ′′i (y) − vi (y) = 0 > v ′′i (z) − vi (z), è èç PAD ñëåäóåò,

÷òî f (v ′′) = y .

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Òåîðåìà Ðîáåðòñà



Àôôèííûå ìàêñèìèçàòîðû
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ðîáåðòñà

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè

Óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ z 6= x , y

v ′′i (z) ≤ v ′i (z) + vi (x) − v ′i (x) − ∆i , è

v ′′i (x) − v ′i (x) = vi (x) − v ′i (x) − ∆i

2
> v ′′i (z) − v ′i (z).

Ïðîâåðüòå òî æå ñàìîå äëÿ z = y .

Òîãäà èç PAD ïîëó÷èòñÿ, ÷òî f (v ′′) = x . Ïðîòèâîðå÷èå.
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Outline
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
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2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ðîáåðòñà

Èäåÿ

Ñàìî äîêàçàòåëüñòâî
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Èäåÿ
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Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà

×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ � ýòî àôôèííûé

ìàêñèìèçàòîð, íà ñàìîì äåëå íàäî èçó÷àòü ðàçíîñòè.

Âñ¼ ïîòîìó, ÷òî àôôèííàÿ ìàêñèìèçàöèÿ íà ñàìîì äåëå

ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå íåðàâåíñòâ:

N∑
i=1

ki (vi (x) − vi (y)) ≥ Cy − Cx ,

ãäå f (v) = x 6= y .

Ìû áóäåì èçó÷àòü ñòðóêòóðó ýòèõ ñàìûõ ðàçíîñòåé.
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Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà

Ãëàâíîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå ìû áóäåì èçó÷àòü � ýòî

P(x , y) = {α ∈ RN | ∃v : v(x) − v(y) = α, f (v) = x}.

Ò.å. åñëè f (v) = x , òî v(x) − v(y) ∈ P(x , y).
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Èäåÿ
Ñàìî äîêàçàòåëüñòâî

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà

Â òå÷åíèå äîêàçàòåëüñòâà ìû óâèäèì, êàêîâà ñòðóêòóðà

ìíîæåñòâ P(x , y).

Ìû ïîêàæåì, ÷òî P(x , y) � ýòî ïîëóïðîñòðàíñòâî. Â
÷àñòíîñòè, ìû ñäåëàåì äâà âàæíûõ çàìå÷àíèÿ î ñòðóêòóðå
P(x , y).

1 α ∈ P(x , y) i� −α /∈ P(y , x), è âíóòðåííîñòè P(x , y) è

P(y , x) íå ïåðåñåêàþòñÿ.
2 P(x , y) + P(y , z) = P(x , z) (äëÿ âíóòðåííîñòåé, ïî êðàéíåé

ìåðå).
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Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà

Êàê èõ èñïîëüçîâàòü? Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ~0 ∈ P(x , y) äëÿ

âñåõ x , y ∈ O (ýòî íå îáÿçàòåëüíî òàê, íî ïðåäïîëîæèì).

Òîãäà ïî (2) âñå P(x , y) ðàâíû (è ðàâíû, ñêàæåì, C ).

Ïî (1), C ∪−C = RN : åñëè α /∈ C , òî −α ∈ C .

Ïî (1), C � âûïóêëîå ìíîæåñòâî: åñëè 1

2
(α + β) /∈ C , òî

−1

2
(α + β) ∈ C , è ïî (2) α + β ∈ C , è, çíà÷èò,

α + β − 1

2
(α + β) ∈ C . Ïðîòèâîðå÷èå.

C è −C ïîêðûâàþò âñ¼ ïðîñòðàíñòâî, âûïóêëû, è èõ

âíóòðåííîñòè íå ïåðåñåêàþòñÿ. Çíà÷èò, ýòî

ïîäïðîñòðàíñòâà.
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Äîêàçàòåëüñòâî

Èòàê, ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

P(x , y) = {α ∈ RN | ∃v : v(x) − v(y) = α, f (v) = x}.

Âî-ïåðâûõ, ïîñêîëüêó f � ñþðúåêöèÿ, P(x , y) 6= ∅ äëÿ
ëþáûõ x è y .

Âî-âòîðûõ, åñëè α ∈ P(x , y), òî äëÿ ëþáîãî

ïîëîæèòåëüíîãî δ ∈ RN α + δ ∈ P(x , y).

Ïîòîìó ÷òî åñòü v : f (v) = x è v(x) − v(y) = α; äàâàéòå

òåïåðü óâåëè÷èì v(x) íà δ (v ó íàñ íåîãðàíè÷åííûå).
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ëåììà

Äëÿ âñåõ α, ε ∈ RN , ε > ~0:

1 α − ε ∈ P(x , y) ⇒ −α /∈ P(y , x).

2 α /∈ P(x , y) ⇒ −α ∈ P(y , x).

Ýòî áóäåò ñâîéñòâî (1), êîòîðîå ìû óïîìèíàëè âûøå.

Äîêàæåì 1. Ïóñòü −α ∈ P(y , x). Òîãäà ñóùåñòâóåò v òàêîé,

÷òî v(y) − v(x) = −α, è f (v) = y .

α − ε ∈ P(x , y), çíà÷èò, ñóùåñòâóåò v ′ òàêîé, ÷òî

v ′(x) − v ′(y) = α − ε, è f (v ′) = x .
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ëåììà

Äëÿ âñåõ α, ε ∈ RN , ε > ~0:

1 α − ε ∈ P(x , y) ⇒ −α /∈ P(y , x).

2 α /∈ P(x , y) ⇒ −α ∈ P(y , x).

Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî v(x) − v(y) = α > v ′(x) − v ′(y),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå ïðî PAD. Ïðîòèâîðå÷èå.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå 2 ýòîé ëåììû.

Ðàññóæäåíèÿ áóäóò ïðèìåðíî òàêèìè æå.
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Äîêàçàòåëüñòâî

Èòîãî ìû ïîêà ÷òî äîêàçàëè, ÷òî âíóòðåííîñòè P(x , y) è

P(y , x) íå ïåðåñåêàþòñÿ, è îáúåäèíåíèå P(x , y) è −P(y , x)

ñîñòàâëÿåò âñ¼ ïðîñòðàíñòâî.

À ñâîéñòâî (2) ïîêàçûâàëî, ÷òî ãðàíèöà ó P(x , y)

ìîíîòîííî íåâîçðàñòàþùàÿ.

Îñòàëîñü òîëüêî ïîêàçàòü, ÷òî ãðàíèöû ÿâëÿþòñÿ

ãèïåðïëîñêîñòÿìè, è òîãäà ìû äîêàæåì âñå íóæíûå

ñâîéñòâà P(x , y).
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Èäåÿ
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ëåììà

Äëÿ âñåõ α, β, εα, εβ ∈ RN , εα, εβ > ~0

α−εα ∈ P(x , y) è β−εβ ∈ P(y , z) ⇒ α+β−
εα + εβ

2
∈ P(x , z).

Âûáåðåì w 6= x , y , z , δw ∈ P(x ,w), ε > ~0 ∈ RN .

Âûáåðåì òàêîé v, ÷òî

v(x) − v(y) = α −
εα

2
, v(y) − v(z) = β −

εβ

2
,

v(x) − v(w) = δw + ε.
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Èäåÿ
Ñàìî äîêàçàòåëüñòâî

Äîêàçàòåëüñòâî

Ëåììà

Äëÿ âñåõ α, β, εα, εβ ∈ RN , εα, εβ > ~0

α−εα ∈ P(x , y) è β−εβ ∈ P(y , z) ⇒ α+β−
εα + εβ

2
∈ P(x , z).

Ïî ëåììå î PAD, f (v) = x .

Çíà÷èò, α + β − εα+εβ

2
= v(x) − v(z) ∈ P(x , z).
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Èäåÿ
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Äîêàçàòåëüñòâî

Åñëè áû áûëî âåðíî, ÷òî ~0 ∈ P(x , y), ìû áû óæå âñ¼

äîêàçàëè: èç ïîñëåäíåé ëåììû ñëåäîâàëî áû, ÷òî

âíóòðåííîñòè âñåõ P(x , y) ðàâíû.

Íî ó íàñ ýòî íå îáÿçàòåëüíî òàê, ïîýòîìó ìû ìíîæåñòâà

ñäâèíåì íà

γ(x , y) = inf{p ∈ R | p ·~1 ∈ P(x , y)}.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî òàêîå γ(x , y) ñóùåñòâóåò (ò.å. ÷òî

ìíîæåñòâî íåïóñòî è îãðàíè÷åíî ñíèçó).
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ðîáåðòñà

Èäåÿ
Ñàìî äîêàçàòåëüñòâî

Äîêàçàòåëüñòâî

Ëåììà

Äëÿ âñåõ x , y , z ∈ O:
1 γ(x , y) = −γ(y , x);

2 γ(x , z) = γ(x , y) + γ(y , z).

Ïåðâûé ïóíêò: äëÿ âñÿêîãî ε > 0 (γ(x , y) + ε
2
) ·~1 ∈ P(x , y).

Çíà÷èò, ïî ëåììå, (−γ(x , y) − ε) ·~1 /∈ P(y , x).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, (γ(x , y) − ε) ·~1 /∈ P(x , y), è

(−γ(x , y) + ε
) ·~1 ∈ P(y , x).
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Èäåÿ
Ñàìî äîêàçàòåëüñòâî

Äîêàçàòåëüñòâî

Ëåììà

Äëÿ âñåõ x , y , z ∈ O:
1 γ(x , y) = −γ(y , x);

2 γ(x , z) = γ(x , y) + γ(y , z).

Âòîðîé ïóíêò: (γ(x , y) + ε
2
) ·~1 ∈ P(x , y),

(γ(y , z) + ε
2
) ·~1 ∈ P(y , z), çíà÷èò, ïî ëåììå,

(γ(x , y) + γ(y , z) + ε) ·~1 ∈ P(x , z). Ýòî â îäíó ñòîðîíó.

À â äðóãóþ ñòîðîíó èç òîãî, ÷òî γ(z , x) ≤ γ(z , y) + γ(y , x)

è ïåðâîãî ïóíêòà ýòîé ëåììû.
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Èäåÿ
Ñàìî äîêàçàòåëüñòâî

Äîêàçàòåëüñòâî

Òåïåðü ìîæíî ñäâèíóòü ìíîæåñòâà P(x , y):

C (x , y) = P(x , y) − γ(x , y) ·~1.

×åðåç _C îáîçíà÷èì âíóòðåííîñòü C .
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Èäåÿ
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ëåììà

_C (x , y) = _C (w , z) äëÿ ëþáûõ x , y ,w , z ∈ O, x 6= y, w 6= z.

Ïî ëåììå, _P(x , y) ⊆ _P(x , z) − β äëÿ ëþáîãî β ∈ _P(y , z), â

÷àñòíîñòè, äëÿ β = (γ(y , z) + ε) ·~1.
Àíàëîãè÷íî, _P(x , z) ⊆ _P(w , z)−α äëÿ α = (γ(w , x)+ε) ·~1.
Ò.å. _P(x , y) ⊆ _P(w , z) − (γ(y , z) + γ(w , x)) ·~1.
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Èäåÿ
Ñàìî äîêàçàòåëüñòâî

Äîêàçàòåëüñòâî

Ëåììà

_C (x , y) = _C (w , z) äëÿ ëþáûõ x , y ,w , z ∈ O, x 6= y, w 6= z.

Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå, γ(y , z) + γ(w , x) =

γ(y , z) + γ(w , y) + γ(y , x) = γ(w , z) − γ(x , y).

Çíà÷èò, _P(x , y) − γ(x , y) ·~1 ⊆ _P(w , z) − γ(w , z) ·~1.
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Èäåÿ
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ëåììà

_C (x , y) = _C (w , z) äëÿ ëþáûõ x , y ,w , z ∈ O, x 6= y, w 6= z.

Ïîëó÷èëîñü, ÷òî _C âñå ðàâíû. Îáîçíà÷èì C = _C (x , y).

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî, íàïðèìåð, _C (x , y) = _C (y , x), ò.å.

âñå ýòè íåðàâåíñòâà íå îáÿçàòåëüíû.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ðîáåðòñà

Èäåÿ
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ëåììà

C âûïóêëî.

Ïóñòü α, β ∈ C . Çàôèêñèðóåì ðàçíûå x , y , z ∈ O.
γ(x , y) ·~1+ α ∈ _P(x , y) è γ(y , z) ·~1+ β ∈ _P(y , z), çíà÷èò,

γ(x , z) ·~1+ α + β ∈ _P(x , z), è α + β ∈ C .
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Èäåÿ
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ëåììà

C âûïóêëî.

Ïóñòü α ∈ C , íî α
2

/∈ C . Òîãäà α
2

+ γ(x , y) ·~1 /∈ P(x , y),

çíà÷èò, −α
2

− γ(x , y) ·~1 ∈ P(y , x), çíà÷èò, −α
2
∈ C , çíà÷èò,

α
2
∈ C .

Çíà÷èò, α+β
2

∈ C , ò.å. C âûïóêëî.
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Äîêàçàòåëüñòâî

Çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Âî-ïåðâûõ, ~0 /∈ _C , ò.ê.

îí äîëæåí áûòü íà ãðàíèöå, åñëè îí òàì.

Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò k ∈ RN , äëÿ êîòîðîãî k · α ≥ 0 äëÿ

ëþáîãî α ∈ �C (â çàìûêàíèè).

Ýòîò âåêòîð k áóäåò òåìè êîíñòàíòàìè ki , êîòîðûå íàñ

èíòåðåñóþò äëÿ àôôèííîãî ìàêñèìèçàòîðà.
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Äîêàçàòåëüñòâî

Çàôèêñèðóåì èñõîä x0 ∈ O è êîíñòàíòû

Cx =

N∑
i=1

kiγ(x0, x).

Äîêàæåì òåïåðü âñå íåîáõîäèìûå íåðàâåíñòâà, ò.å.

N∑
i=1

ki (vi (x) − vi (y)) ≥ Cy − Cx ,

ãäå f (v) = x 6= y .
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Äîêàçàòåëüñòâî

Êîãäà f (v) = x 6= y , v(x) − v(y) ∈ P(x , y). Îáîçíà÷èì

α = v(x) − v(y) − γ(x , y) ·~1. Òîãäà α ∈ �C .

Çíà÷èò, k · α ≥ 0. Òàê êàê −γ(x , y) = γ(x0, x) − γ(x0, y),

k · v(x) + Cx ≥ k · v(y) + Cy ,

è òåì ñàìûì ïîëó÷àåòñÿ óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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Ïðèñûëàéòå ëþáûå çàìå÷àíèÿ, ðåøåíèÿ óïðàæíåíèé,
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sergey@logic.pdmi.ras.ru, snikolenko@gmail.com
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