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1. Äâå ìîäåëè àóêöèîíîâ
Â ýòîì ðàçäåëå áóäóò ðàññìîòðåíû àóêöèîíû ïåðâîé è âòîðîé öåíû. Äëÿ íèõ áóäóò

íàéäåíû îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè ïîâåäåíèÿ àãåíòîâ, îæèäàíèÿ ïðèáûëè îðãàíèçàòîðîâ.
Ñíà÷àëà îïðåäåëèì óñëîâèÿ, â êîòîðûõ ïðîâîäèòñÿ àóêöèîí.

Îïðåäåëåíèå 1. Sealed-bid àóêöèîí. Åñòü N íåçàâèñèìûõ àãåíòîâ, êîòîðûå õîòÿò
êóïèòü îäèí îáúåêò. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ó÷àñòíèêè ïîäàþò çàÿâêè â êîíâåðòàõ îðãàíèçàòîðàì,
êîòîðûå íà îñíîâàíèè âñåõ ñòàâîê ðåøàþò, êàêîìó àãåíòó îòäàòü ýòîò îáúåêò è çà
êàêóþ öåíó.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âîçìîæíàÿ âíóòðåííÿÿ ñòîèìîñòü àãåíòà i îïðåäåëÿåòñÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé Xi, èíà÷å ãîâîðÿ, àãåíò i ïðè ìíîãîêðàòíîì ïîâòîðåíèè àóêöèîíà
áóäåò èìåòü âíóòðåííèå ñòîèìîñòè, ïîä÷èíÿþùèåñÿ ðàñïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
Xi. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî Xi ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà îòðåçêå [0, ω] è èìååò
íåóáûâàþùóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F : [0, ω] → [0, 1]. Â ïðèíöèïå âîçìîæíî, ÷òî
ω = ∞, íî â ëþáîì ñëó÷àå E[Xi] < ∞.

Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî àãåíò i çíàåò âñå Xj, j 6= i è çíàåò ñâîþ ñòàâêó xi,
êîòîðóþ îí ïîñòàâèò. Ïðè ýòîì êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ xj, j 6= i, êîòîðûå ïîñòàâèëè
äðóãèå àãåíòû, àãåíò i íå çíàåò.

Ñäåëàåì åùå îäíî ïðåäïîëîæåíèå î ïðèðîäå àãåíòîâ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå
Xi èìåþò îäíó è òó æå ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F , è âñå àãåíòû îñâåäîìëåíû î
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òîì, ÷òî ó âñåõ îäèíàêîâàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F . Òàêàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ
ñèììåòðè÷íîé.
1.1. Second price Sealed-bid àóêöèîí. Îïðåäåëèâ òàêèì îáðàçîì Sealed-bid àóêöèîí
ñ òî÷êè çðåíèÿ àãåíòîâ, îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ñàìîé ðåàëèçàöèè ýòîé ìîäåëè àóêöèîíà
îðãàíèçàòîðàìè � êîìó îòäàòü åäèíñòâåííûé ïðîäàâàåìûé îáúåêò è ïî êàêîé öåíå.
Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ìåõàíèçì àóêöèîíà Âèêðè (ïîäðîáíî îïèñàííûé â ïåðâîé ëåêöèè).
Íàïîìíèì, ÷òî åñëè àãåíò i ïîäàåò ñòàâêó bi, òî åãî ïðèáûëü, èñõîäÿ èç ìåõàíèçìà
àóêöèîíà Âèêðè, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Πi =

{
xi −maxj 6=i bj, åñëè bi > maxj 6=i bj,

0, åñëè bi < maxj 6=i bj.

Åñëè íåñêîëüêî àãåíòîâ ïîäàäóò îäèíàêîâûå ñòàâêè, òî â êà÷åñòâå ïîáåäèòåëÿ àóêöèîíà
âûáåðåì îäíîãî èç íèõ ðàâíîâåðîÿòíî.

Âñïîìíèì òåîðåìó, äîêàçàííóþ íà ïåðâîé ëåêöèè:
Òåîðåìà 1. Â second-price sealed-bid àóêöèîíå ñòðàòåãèÿ äåëàòü ñòàâêó bi(x) = x
ÿâëÿåòñÿ ñëàáî äîìèíèðóþùåé. Çäåñü x � ðåàëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ñòîèìîñòü îáúåêòà
äëÿ àãåíòà i.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ñëàáî äîìèíèðóþùåé ñòðàòåãèè:
Îïðåäåëåíèå 2. Ñòðàòåãèÿ àãåíòà bi : [0, ω] → [0, ω] íàçûâàåòñÿ ñëàáî äîìèíèðóþùåé,
åñëè îíà ñëàáî ìàêñèìèçèðóåò ïðèáûëü àãåíòà i ïðè âñåõ âîçìîæíûõ ñòðàòåãèÿõ
äðóãèõ àãåíòîâ:

∀b′i, B−i ∈ Σ−i âûïîëíåíî Πi(bi, B−i) ≥ Πi(b
′
i, B−i)

Ãäå Σ−i � ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ íàáîðîâ ñòðàòåãèé îñòàëüíûõ àãåíòîâ.
Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû íå èñïîëüçîâàëî íè ïðåäïîëîæåíèé àãåíòîâ

äðóã î äðóãå, íè ñèììåòðè÷íîñòè àóêöèîíà.
Ïðåäëîæåíèå 1. Äàâàéòå íàéäåì, ñêîëüêî àãåíò îæèäàåò çàïëàòèòü â ðåçóëüòàòå
Second Price Sealed-bid àóêöèîíà, ó÷èòûâàÿ ñèììåòðè÷íîñòü. Ðàññìîòðèì àãåíòà 1.
Ðàññìîòðèì ïåðâóþ ïîðÿäêîâóþ ñòàòèñòèêó {X2, X3, . . . , XN}

Y1 = max{X2, X3, . . . , XN}
Íàéäåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Y1:

G(y) = Pr(max{X2, X3, . . .} < y) =
N∏

i=2

Pr(Xi < y) = F (y)N−1

Èòîãî, åñëè x � ñòàâêà àãåíòà 1, òî îæèäàíèå âûèãðûøà ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî âñå
àãåíòû ñòàâÿò ñâîè ðåàëüíûå öåííîñòè áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

m(x) = Pr[Âûèãðûø àãåíòà 1]× E[2ÿ ñòàâêà | x � ìàêñ. ñòàâêà] =

= Pr[Âûèãðûø àãåíòà 1]× E[2ÿ öåííîñòü | x � ìàêñ. öåííîñòü] =

= G(x)E[Y1 | Y1 < x] = F (x)N−1E[Y1 | Y1 < x].
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1.2. First price Sealed-bid àóêöèîí. Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê First Price Sealed-bid àóêöèîíó.
Ôóíêöèÿ ïðèáûëè àãåíòà i âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Πi =

{
xi − bi, åñëè bi > maxj 6=i bj,

0, åñëè bi < maxj 6=i bj.

Åñëè íåñêîëüêî àãåíòîâ ïîäàäóò îäèíàêîâûå ñòàâêè, òî â êà÷åñòâå ïîáåäèòåëÿ àóêöèîíà
âûáåðåì îäíîãî èç íèõ ðàâíîâåðîÿòíî.

Òàêîé àóêöèîí íå áóäåò ïðàâäèâûì, òàê êàê ïðè ñîîáùåíèè íàñòîÿùåé öåíû àãåíò
âñåãäà ïîëó÷èò ïðèáûëü 0, ÷òî ýêâèâàëåíòî íåó÷àñòèþ â àóêöèîíå. Ïîýòîìó àãåíòû
äîëæíû âðàòü, è ìû ðàññìîòðèì èõ ñòðàòåãèè β(x) � ñòàâêà àãåíòà ñ âíóòðåííåé
öåííîñòüþ x. Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà ñòðàòåãèè β:

(1) β(0) = 0 è ∀x ∈ [0, ω] : β(x) ≤ β(ω)
(2) β(x) � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ

Ðàññìîòðèì ïåðâîãî èãðîêà. Ïóñêàé îí çíàåò, ÷òî îñòàëüíûå ñëåäóþò ñòðàòåãèè β, è
îí õî÷åò îïðåäåëèòü ñâîþ ñòàâêó b ñ ó÷åòîì âíóòðåííåé ïîëåçíîñòè ëîòà àóêöèîíà äëÿ
íåãî (x). Òîãäà ïåðâûé àãåíò âûèãðûâàåò, êîãäà maxi6=1 β(Xi) < b. Ââèäó ìîíîòîííîñòè
β ïîëó÷àåì, ÷òî maxi6=1 β(Xi) = β(maxi 6=1 Xi) = β(Y1). Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâûé èãðîê
âûèãðàåò, êîãäà Y1 < β−1(b). Òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî àãåíò âûèãðàåò, ïîñòàâèâ b,
áóäåò ðàâíà G(β−1(b)), ãäå G � ðàñïðåäåëåíèå Y1. Â èòîãå, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî îæèäàåìàÿ
ïðèáûëü, êîòîðóþ ïîëó÷èò ïåðâûé èãðîê

G(β−1(b))(x− b) (1)
Ïîëó÷èâ òàêóþ ôîðìóëó äëÿ îæèäàåìîãî âûèãðûøà, îñòàëîñü ìàêñèìèçèðîâàòü åå ïî
b ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì � ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ïî b è ïðèðàâíÿòü ê 0. Çàïèøåì
ïîëó÷èâøååñÿ óðàâíåíèå:

G′(β−1(b))

β′(β−1(b))
(x− b)−G(β−1(b)) = 0.

Íî ìû èùåì ðàâíîâåñíóþ îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ, ò.å. b = β(x). Ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå:

G(x)β′(x) + G′(x)β(x) = xg(x) ⇔

G(x)β′(x) + G′(x)β(x) = xG′(x) ⇒

β(x) =
1

G(x)

∫ x

0

yG′(y)dy

Åñëè òåïåðü âñïîìíèòü îïðåäåëåíèå óñëîâíîãî ìàò. îæèäàíèÿ è òî, ÷òî β(0) = 0,
ïîëó÷èì èòîãîâûå ôîðìóëû:

Ñòðàòåãèÿ èãðîêà β(x) = E[Y1|Y1 < x] (2)
Îæèäàåìàÿ âûïëàòà èãðîêà m(x) = G(x)E[Y1|Y1 < x] (3)

Èòîãî, íàéäÿ âèä ôóíêöèè β, íàì îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî ðàâíîâåñíàÿ
ñòðàòåãèÿ. Íà ñàìîì äåëå, ïîêà ìû ïîêàçàëè òîëüêî äîñòàòî÷íîñòü, îñòàëîñü ïðîâåðèòü
íåîáõîäèìîñòü.
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Òåîðåìà 2. Ñòðàòåãèÿ
β(x) = E[Y1|Y1 < x]

äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñíîé â �rst-price sealed-bid àóêöèîíå.

Proof. Èòàê, ïóñòü âñå êðîìå ïåðâîãî àãåíòà äåéñòâóþò ïî ñòðàòåãèè β(x) = 1
G(x)

∫ x

0
yG′(y)dy =

E[Y1|Y1 < x]. Îáîçíà÷èì ñòàâêó ïåðâîãî èãðîêà êàê b. Òîãäà åñëè b > β(ω), ïåðâûé
àãåíò ïîëó÷èò îòðèöàòåëüíóþ ïðèáûëü. Ñëåäîâàòåëüíî b ≤ β(ω). Îáîçíà÷èì z = β−1(b)
çíà÷åíèå, äëÿ êîòîðîãî b � ðàâíîâåñíàÿ ñòàâêà. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (1), íàéäåì
îæèäàåìûé âûèãðûø ïåðâîãî èãðîêà:

Π(b, x) = G(z)(x− β(z)) =

= G(z)x−G(z)E[Y1|Y1 < z] = G(z)x−
∫ z

0

yg(y)dy =

= G(z)x−G(z)z +

∫ z

0

G(y)dy = G(z)(x− z) +

∫ z

0

G(y)dy.

Èòîãî:

Π(b, x) = G(z)(x− z) +

∫ z

0

G(y)dy ⇒

Π(β(x), x)− Π(β(z), x) = G(x)(x− x) +

∫ x

0

G(y)dy−

G(z)(x− z)−
∫ z

0

G(y)dy = G(z)(z − x)−
∫ z

x

G(y)dy ≥ 0 (4)

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî, òàê êàê G � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ. Â èòîãå,
ïîëó÷èëè, ÷òî âñåãäà âûãîäíåå ñòàâèòü β(x) â óñëîâèÿõ íàøåãî àóêöèîíà, ÷òî è îçíà÷àåò,
÷òî β � îïòèìàëüíàÿ ðàâíîâåñíàÿ ñòðàòåãèÿ. ¤

Çàìå÷àíèå 1. Ìîæíî ïåðåïèñàòü β â âèäå, â êîòîðîì áóäåò î÷åâèäíî, ÷òî ó÷àñòíèêàì
íàäî ñòàâèòü ìåíüøå èõ âíóòðåííåé öåííîñòè:

β(x) = x−
∫ x

0

G(y)

G(x)
dy.

Proof. Äîêàæåì, ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî ÷àñòÿì:

β(x) =
1

G(x)

∫ x

0

yG′(y)dy =
xG(x)− ∫ x

0
G(y)dy

G(x)
= x −

∫ x

0

G(y)

G(x)
dy

¤

Çàìå÷àíèå 2. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

β(x) = x−
∫ x

0

G(y)

G(x)
dy è G(y)

G(x)
=

(
F (y)

F (x)

)N−1

ïîëó÷àåì, ÷òî ÷åì áîëüøå ó÷àñòíèêîâ, òåì áëèæå èì íóæíî ñòàâèòü ê ñâîåé èñòèííîé
öåííîñòè.
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Çàìå÷àíèå 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåííîñòè ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî íà [0, 1] (ýòî
çíà÷èò, ÷òî F (x) = x, G(x) = xN−1). Òîãäà ñòðàòåãèÿ β âûãëÿäèò ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

β(x) =
N − 1

N
x

Proof. Äîêàæåì, ïðîñòî ïðîèíòåãðèðîâàâ âûðàæåíèå, ïîëó÷åííîå â ïðåäûäóùåì çàìå÷àíèè:

β(x) = x−
∫ x

0

G(y)

G(x)
dy = x−

∫ x

0

yN−1

xN−1
= x− xN

NxN−1
=

N − 1

N
x

¤
1.3. Çàðàáîòîê ïðîäàâöà â First Price è Second Price àóêöèîíàõ. Ðàññìîòðåâ
âûøå îæèäàåìûå âûïëàòû èãðîêîâ è èõ ñòðàòåãèè â îáîèõ àóêöèîíàõ, îáðàòèìñÿ òåïåðü
ê îæèäàåìîé ïðèáûëè, êîòîðóþ ïîëó÷èò ïðîäàâåö (îáîçíà÷èì åå E[Revenue]). Â Second
Price àóêöèîíå ïðîäàâåö ïîëó÷àåò îæèäàåìóþ ñòîèìîñòü âòîðîãî ó÷àñòíèêà:

E[Revenue] = E[Y2]

Çàìå÷àíèå 4. Äëÿ E[Y2] âåðíà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

E[Y2] = N

∫ ω

0

y(1− F (y))g(y)dy.

Proof. Â ôîðìóëå ïðîñòî çàïèñàíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü y áûòü âòîðûì ìàêñèìóìîì � ýòî
ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñîáûòèé:

• îäíî èç N ÷èñåë áîëüøå y (âåðîÿòíîñòü 1− F (y))
• y � ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìóìîì ñðåäè îñòàëüíûõ N − 1 ÷èñåë (âåðîÿòíîñòü g(y)).

Ïðè ýòîì òî, êàêîå ïî íîìåðó ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì ìàêñèìóìîì, ìîæíî ìåíÿòü �
îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ ìíîæèòåëü N . ¤

Òåïåðü ðàññìîòðèì First Price àóêöèîí. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî m(x) � îæèäàåìàÿ âûïëàòà
îäíîãî ó÷àñòíèêà, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ ïðèáûëè ïðîäàâöà:

E[Revenue] = N

∫ w

0

m(x)f(x)dx = (5)

= N

∫ w

0

(∫ x

0

yG′(y)dy

)
f(x)dx = (6)

= N

∫ w

0

(∫ w

y

f(x)dx

)
yg(y)dy = (7)

= N

∫ ω

0

y(1− F (y))g(y)dy (8)

Ïîÿñíåíèÿ ê ðàâåíñòâàì:
• Ïåðâîå ðàâåíñòâî � ïåðåõîä ê ñóììå "ñðåäíèõ" âûïëàò îò âñåõ ó÷àñòíèêîâ.
Íàïîìíèì, ÷òî f(x) �ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âíóòðåííèõ ñòîèìîñòåé
àãåíòîâ.

• Âòîðîå ðàâåíñòâî � ïîäñòàâëÿåì óæå íàéäåííîå íàìè â ïðåäûäóùåì ïóíêòå
m(x).
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• Òðåòüå ðàâåíñòâî � ìåíÿåì ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ íà òðåóãîëüíîé îáëàñòè
èíòåãðèðîâàíèÿ (â ïðîñòðàíñòâå (x,y)). Ïåðåõîäèì îò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
G(y) ê åå ïëîòíîñòè � g(y).

• ×åòâåðòîå ðàâåíñòâî � èñïîëüçóåì îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Îêàçàëîñü, ÷òî îæèäàåìûé äîõîä ïðîäàâöà â First Price è Second Price àóêöèîíàõ
ñîâïàäàåò, íî ïðè ýòîì äîõîä â êîíêðåòíûõ ñëó÷àÿõ ìîæåò îòëè÷àòüñÿ.
Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì äâóõ ó÷àñòíèêîâ ñ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûìè öåííîñòÿìè
íà [0, 1]. Òîãäà â First Price àóêöèîíå àãåíòû áóäóò ñòàâèòü b(x) = x/2 (ïîêàçàíî â
çàìå÷àíèè 3), à â Second Price b(x) = x (ïîêàçàíî â òåîðåìå 1). Ïðèâåäåì äâà âàðèàíòà
ñêðûòûõ öåííîñòåé, êîãäà ëó÷øå òî îäèí àóêöèîí, òî äðóãîé:

• First ëó÷øå Second. Åñëè öåííîñòü ïåðâîãî 0, à öåííîñòü âòîðîãî 1, òî First
Price äàñò äîõîä 0.5 à Second Price 0.

• Second ëó÷øå First. Åñëè öåííîñòü ïåðâîãî è âòîðîãî 1, òî First Price äàñò
äîõîä 0.5, à Second Price 1.

Äðóãèì ñëîâàìè, çäåñü èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå èäåè:
• Â second-price àóêöèîíå âñå ãîâîðÿò ñâîè íàñòîÿùèå öåííîñòè � íî ïîëó÷àþò
âåùü çà ìåíüøóþ öåíó, çà öåíó âòîðîãî ñâåðõó ó÷àñòíèêà.

• Â �rst-price àóêöèîíå êàæäûé ïëàòèò ñêîëüêî ñêàçàë � íî âñå ãîâîðÿò ìåíüøå,
÷åì èñòèííàÿ ñòîèìîñòü.

2. Ñâîéñòâà ìåõàíèçìîâ è ïðèíöèï âûÿâëåíèÿ
2.1. Ïðàâäèâûå è íåïðàâäèâûå ìåõàíèçìû. Ñíà÷àëà íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ìåõàíèçìà:
Îïðåäåëåíèå 3. Ìåõàíèçì M = (Σ1, . . . , ΣN , g) ñîñòîèò èç íàáîðà ñòðàòåãèé Σi äëÿ
êàæäîãî àãåíòà è ôóíêöèè èñõîäîâ g : Σ1× . . .×ΣN → O, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò èñõîä,
ïðåäóñìîòðåííûé ìåõàíèçìîì äëÿ äàííîãî ïðîôèëÿ ñòðàòåãèé s = (s1, . . . , sN).

Òåïåðü íåìíîãî êîíêðåòèçèðóåì ýòî îïðåäåëåíèå, ÷òîáû íà îïðåäåëåííîì ìíîæåñòâå
ìåõàíèçìîâ ïîëó÷èòü ïðèêëàäíûå ðåçóëüòàòû:

• Ó àãåíòîâ âìåñòî ìíîæåñòâ ñòðàòåãèé Σi áóäåò ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ ñòàâîê Bi.
Êàæäûé àãåíò äîëæåí ñäåëàòü ñòàâêó bi ∈ Bi. Èòîãî, ïîëó÷èòñÿ âåêòîð ñòàâîê
b = (b1, . . . , bN) ∈ B = B1 × . . .× BN .

• Ìîæíî êîíêðåòèçèðîâàòü è ïîíÿòèå ôóíêöèè èñõîäîâ. Îíà ðàçäåëèòñÿ íà äâå
ôóíêöèè: ïðàâèëî ðàçìåùåíèÿ (π) è ïðàâèëî ïëàòåæåé (µ):
� Ïðàâèëî ðàçìåùåíèÿ (allocation rule) π : B → ∆ îïðåäåëÿåò, êîìó äîñòàíåòñÿ

ïðåäìåò (∆ � ìíîæåñòâî ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé íàä ìíîæåñòâîì àãåíòîâ).
� Ïðàâèëî ïëàòåæåé (payment rule) µ : B → RN îïðåäåëÿåò, ñêîëüêî êàæäûé

àãåíò äîëæåí áóäåò çàïëàòèòü. µi(b) � öåíà, êîòîðóþ äîëæåí çàïëàòèòü i-é
àãåíò ïî èòîãàì àóêöèîíà.

Ïðèìåð 2. Òîãäà ôóíêöèè ðàçìåùåíèÿ è ïëàòåæåé â First Price àóêöèîíå
áóäóò âûãëÿäåòü òàê:

πi(b) =

{
1, åñëè bi > maxj 6=i bj,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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µi(b) =

{
bi, åñëè bi > maxj 6=i bj,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
à â Second Price (ôóíêöèÿ ðàçìåùåíèÿ ó íåãî òàêàÿ æå êàê ó Second Price):

µi(b) =

{
maxj 6=i bj, åñëè bi > maxj 6=i bj,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

• Ñòðàòåãèè â ýòîì êîíòåêñòå òîæå íåìíîãî êîíêðåòèçèðóþòñÿ; òåïåðü ñòðàòåãèè �
ýòî ôóíêöèè βi : [0, ωi] → Bi, ãäå ωi � ìàêñèìàëüíàÿ âîçìîæíàÿ äëÿ i-ãî àãåíòà
ñòîèìîñòü (âîçìîæíî, ωi = ∞).

• Ðàâíîâåñèå ñòðàòåãèé (β1, . . . , βN) äîñòèãàåòñÿ, åñëè äëÿ êàæäîãî i è êàæäîãî xi

îòêëîíåíèå îò ñòðàòåãèè βi óìåíüøàåò îæèäàåìûé âûèãðûø i-ãî àãåíòà:
E[m(β′i(xi))] ≤ E[m(βi(xi))],

ãäå âåðîÿòíîñòü áåðåòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèÿì Xj äðóãèõ àãåíòîâ, ïðèäåðæèâàþùèõñÿ
ñòðàòåãèè βj.

Òåïåðü ñíîâà îáðàòèìñÿ ê îáùåìó îïðåäåëåíèþ ìåõàíèçìà è ðàññìîòðèì îäèí èç
òèïîâ ìåõàíèçìîâ � ïðÿìûå ìåõàíèçìû (direct, direct revelation). Â ýòîì ñëó÷àå ó
êàæäîãî àãåíòà ïðîñòî ñïðàøèâàþò åãî òèï, ò.å. Σi = θi (â ñëó÷àå àóêöèîíîâ � åãî
èñòèííóþ ñòîèìîñòü xi). Íî, êàê ìû óæå âûÿñíÿëè, àãåíòû ìîãóò íàì âðàòü, ïîýòîìó
ìû õîòèì ïðèäóìàòü òàêèå ìåõàíèçìû, ÷òîáû âðàòü áûëî íåâûãîäíî.

Âñïîìíèì îïðåäåëåíèå òîãî, ÷òî ìåõàíèçì ðåàëèçóåò ñîöèàëüíóþ ôóíêöèþ:
Îïðåäåëåíèå 4. ÌåõàíèçìM = (Σ1, . . . , ΣN , g) ðåàëèçóåò ôóíêöèþ ñîöèàëüíîãî âûáîðà
f(θ), åñëè äëÿ âñåõ θ = (θ1, . . . , θN) ∈ Θ1 × . . .×ΘN

g(s∗1(θ1), . . . , s
∗
N(θN)) = f(θ),

ãäå ïðîôèëü ñòðàòåãèé (s∗1, . . . , s
∗
N) íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè ïî îòíîøåíèþ ê èãðå,

èíäóöèðîâàííîé M.
Äîáàâèì â ýòî îïðåäåëåíèå ïðàâäèâîñòü ìåõàíèçìà:

Îïðåäåëåíèå 5. Ïðÿìîé ìåõàíèçìM = (θ1, . . . , θN , g) ðåàëèçóåò ôóíêöèþ ñîöèàëüíîãî
âûáîðà f(θ), åñëè äëÿ âñåõ θ = (θ1, . . . , θN) ∈ Θ1 × . . .×ΘN

g(θ1, . . . , θN) = f(θ),

ãäå ïðîôèëü ñòðàòåãèé (θ1, . . . , θN) íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè ïî îòíîøåíèþ ê èãðå,
èíäóöèðîâàííîé M.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ýòîì îïðåäåëåíèè ïîëó÷èëîñü, ÷òî g = f , ìîæíî îïðåäåëèòü ïðàâäèâî
ðåàëèçóþìóþ ôóíêöèþ ñîöèàëüíîãî âûáîðà.
Îïðåäåëåíèå 6. Ôóíêöèÿ ñîöèàëüíîãî âûáîðà f(θ) ïðàâäèâî ðåàëèçóåìà (truthfully im-
plementable, incentive compatible), åñëè ïðîôèëü ñòðàòåãèé (s∗1, . . . , s

∗
N), ãäå s∗i (θi) = θi,

íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè â èãðå, èíäóöèðîâàííîé ïðÿìûì ìåõàíèçìîìM = (θ1, . . . , θN , f).
Ïîëó÷èâ òàêèì îáðàçîì îïðåäåëåíèå ïðàâäèâûõ ìåõàíèçìîâ è, îñîçíàâàÿ èõ ãëàâíûé

ïëþñ � ó÷àñòíèêàì âûãîäíåå ãîâîðèòü ïðàâäó, ìîæíî çàäàòüñÿ âîïðîñîì � à êîãäà
ìîæíî ïîëó÷èòü ïðàâäèâûé ìåõàíèçì äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè ñîöèàëüíîãî âûáîðà.
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Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ óæå åñòü: Ìàéåðñîí äîêàçàë ïðèíöèï âûÿâëåíèÿ äîõîäíîñòè,
êîòîðûé ãàðàíòèðóåò, ÷òî åñëè êàêóþ-òî ñîöèàëüíóþ ôóíêöèþ ìîæíî ðåàëèçîâàòü, å¼
ìîæíî è ïðàâäèâî ðåàëèçîâàòü. Ïåðåä äîêàçàòåëüñòâîì îñëàáëåííîãî âàðèàíòà ýòîãî
ôàêòà íàì íóæíî áóäåò âñïîìíèòü íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.
Îïðåäåëåíèå 7. Ñòðàòåãèÿ si íàçûâàåòñÿ äîìèíàíòíîé, åñëè îíà (ñëàáî) ìàêñèìèçèðóåò
îæèäàåìóþ ïðèáûëü àãåíòà äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ ñòðàòåãèé äðóãèõ àãåíòîâ:

∀s′i 6= si, s−i ∈ Σ−i ui(si, s−i, θi) ≥ ui(s
′
i, s−i, θi).

Îòäåëüíî îãîâîðèì ïëþñû äîìèíàíòíûõ ñòðàòåãèé:
• Âî-ïåðâûõ, ìîæíî áûòü áîëåå�ìåíåå óâåðåííûì, ÷òî àãåíò èçáåðåò äîìèíàíòíóþ
ñòðàòåãèþ: îíà íå çàâèñèò îò åãî ïðîãíîçîâ íà äåéñòâèÿ äðóãèõ àãåíòîâ.

• Âî-âòîðûõ, ïî ýòîé æå ïðè÷èíå ìîæíî îòêàçàòüñÿ îò ïðåäïîëîæåíèé íà ðàñïðåäåëåíèå
òèïîâ ó àãåíòîâ F (θ) è, âîîáùå, F (θ) íå ðàññìàòðèâàòü.

Îïðåäåëåíèå 8. ÌåõàíèçìM = (Σ1, . . . , ΣN , g) ðåàëèçóåò ôóíêöèþ ñîöèàëüíîãî âûáîðà
f(θ) â äîìèíàíòíûõ ñòðàòåãèÿõ, åñëè äëÿ âñåõ θ = (θ1, . . . , θN) ∈ Θ1 × . . .×ΘN

g(s∗1(θ1), . . . , s
∗
N(θN)) = f(θ),

è êàæäàÿ èç ñòðàòåãèé s∗i ÿâëÿåòñÿ äîìèíàíòíîé äëÿ àãåíòà i.
Ñîâìåùàÿ îïðåäåëåíèÿ ïðàâäèâîé ðåàëèçóåìîñòè è ðåàëèçóìîñòè â äîìèíàíòíûõ

ñòðàòåãèÿõ äëÿ ôóíêöèè ñîöèàëüíîãî âûáîðà, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå:
Îïðåäåëåíèå 9. Ôóíêöèÿ ñîöèàëüíîãî âûáîðà f(θ) ïðàâäèâî ðåàëèçóåìà â äîìèíàíòíûõ
ñòðàòåãèÿõ (truthfully implementable in dominant strategies, dominant strategy incentive
compatible, strategy-proof, straightforward), åñëè ïðîôèëü ñòðàòåãèé (s∗1, . . . , s

∗
N), ãäå s∗i (θi) =

θi, íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè äîìèíàíòíûõ ñòðàòåãèé â èãðå, èíäóöèðîâàííîé ïðÿìûì
ìåõàíèçìîì M = (θ1, . . . , θN , f), ò.å. ∀θi, θ

′
i ∈ θi, θ−i ∈ ×−i

ui(f(θi, θ−i), θi) ≥ ui(f(θ′i, θ−i), θi).

Òåïåðü ìû ãîòîâû ñôîðìóëèðîâàòü ãëàâíóþ òåîðåìó ýòîé ãëàâû:
Òåîðåìà 3. Ïóñòü äëÿ äàííîé ñîöèàëüíîé ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò ìåõàíèçì M =
(Σ1, . . . , ΣN , g), êîòîðûé å¼ ðåàëèçóåò â äîìèíàíòíûõ ñòðàòåãèÿõ. Òîãäà f ïðàâäèâî
ðåàëèçóåìà â äîìèíàíòíûõ ñòðàòåãèÿõ.
Proof. M = (Σ1, . . . , ΣN , g) ðåàëèçóåò f , çíà÷èò, åñòü ïðîôèëü ñòðàòåãèé s∗ = (s∗1, . . . , s

∗
n),

äëÿ êîòîðîãî ∀θ g(s∗i (θ)) = f(θ), è ∀i, θi, s
′
i, s−i

ui(g(s∗i (θi), s−i), θi) ≥ ui(g(s′i, s−i), θi).

Â ÷àñòíîñòè (ïîäñòàâèì êîíêðåòíîå s′ è s−i), ∀i, θi

ui(g(s∗i (θi), s−i), θi) ≥ ui(g(s∗i (θi), s
∗
−i(θ−i)), θi).

Ò.ê. g(s∗i (θ)) = f(θ)) ïîëó÷èì, ÷òî ∀i, θi âûïîëíåíî:
ui(f(θi, θ−i), θi) ≥ ui(f(θ′i, θ−i), θi).

À ýòî â òî÷íîñòè îïðåäåëåíèå ïðàâäèâîé ðåàëèçóåìîñòè. Îïèñàííûå óðàâíåíèÿ ìîæíî
îáúÿñíèòü âïîëíå ïîíÿòíîé êîíñòðóêöèåé ïîñòðîåíèÿ ïðàâäèâîãî ìåõàíèçìà ïî íåïðàâäèâîìó:
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• Èòàê, ó íàñ åñòü íåïðàâäèâûé ìåõàíèçì M1, â êîòîðîì àãåíòû íàõîäÿòñÿ â
ðàâíîâåñèè, íî ïðè ýòîì âðóò � ïîêàçûâàþò íå ñâîè òèïû, à äðóãèå s∗i (θi). Òîãäà
ðàññìîòðèì íîâûé ìåõàíèçì M2 ñ íåìíîãî èçìåíåííûì ïðîòîêîëîì � ïîñëå
ïîëó÷åíèÿ çíà÷åíèé îò àãåíòîâ, ìåõàíèçì áóäåò èõ ïðåîáðàçîâûâàòü ñ ïîìîùüþ
s∗i (θi), à ïîòîì óæå ïîäñòàâëÿòü ýòè çíà÷åíèÿ â ôóíêöèþ ïîëó÷åíèÿ èñõîäà.

• Êñòàòè, òî÷íî òàê æå ìîæíî äîêàçàòü ýòó òåîðåìó ñ íåïðàâäèâûìè ìåõàíèçìàìè,
â êîòîðûõ ðåàëèçóåìàÿ ôóíêöèÿ íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè ïî Íýøó èëè Áàéåñó-
Íýøó. Ìû áóäåì ýòèì ïîëüçîâàòüñÿ, êîãäà áóäåì ãîâîðèòü î ñîîòâåòñòâóþùèõ
êîíòåêñòàõ.

¤

2.2. Ïåðåôîðìóëèðîâêà ïðèíöèïà âûÿâëåíèÿ äîõîäíîñòè. Äîêàçàâ â ïðåäûäóùåé
÷àñòè òàêóþ âàæíóþ òåîðåìó 3, çàéìåìñÿ íåáîëüøîé åå ïåðåôîðìóëèðîâêîé. Äëÿ ýòîãî
íàì ïîíàäîáèòñÿ âñïîìíèòü îïðåäåëåíèå ïðàâäèâîé ðåàëèçóåìîñòè:

Îïðåäåëåíèå 10. Ïðàâäèâàÿ ðåàëèçóåìîñòü. ∀θi, θ
′
i ∈ θi, θ−i ∈ ×−i:

ui(f(θi, θ−i), θi) ≥ ui(f(θ′i, θ−i), θi).

Òåïåðü ðàññìîòðèì àãåíòà i è ëþáóþ ïàðó âîçìîæíûõ òèïîâ θ′i è θ′′i . Åñëè ïðàâäèâîñòü �
äîìèíàíòíàÿ ñòðàòåãèÿ, òî ∀θ−i ∈ ×−i âûïîëíåíî:

ui(f(θ′i, θ−i), θ
′
i) ≥ ui(f(θ′′i , θ−i), θ

′
i) è

ui(f(θ′′i , θ−i), θ
′′
i ) ≥ ui(f(θ′i, θ−i), θ

′′
i ).

Ò.å. ïðåäïî÷òåíèÿ àãåíòà i â ñìûñëå ðàíæèðîâàíèÿ f(θ′i, θ−i) è f(θ′′i , θ−i) äîëæíû èçìåíèòüñÿ,
êîãäà åãî òèï ìåíÿåòñÿ ñ θ′ íà θ′′ èëè îáðàòíî. Ýòî íàçûâàåòñÿ ñâîéñòâîì ñëàáîãî
îáðàùåíèÿ ïðåôåðåíöèé (weak preference reversal property).

Êñòàòè, âåðíî è îáðàòíîå: åñëè ñâîéñòâî ñëàáîãî îáðàùåíèÿ ïðåôåðåíöèé âûïîëíÿåòñÿ
äëÿ âñåõ θ−i ∈ ×−i è äëÿ âñåõ ïàð θ′, θ′′ ∈ Θi, òî ãîâîðèòü ïðàâäó � äîìèíàíòíàÿ
ñòðàòåãèÿ äëÿ àãåíòà i. Ýòî ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ïðîñòûì ôèêñèðîâàíèåì θ′ â îïðåäåëåíèè
ñâîéñòâà ñëàáîãî îáðàùåíèÿ ïðåôåðåíöèé. Òåïåðü ââåäåì íîâîå îïðåäåëåíèå è ïåðåôîðìóëèðóåì
òåîðåìó:

Îïðåäåëåíèå 11. Ìíîæåñòâî íèæíåãî êîíòóðà (lower contour set) âîçìîæíîãî èñõîäà
o ïðè àãåíòå i òèïà θi � ýòî

Li(o, θi) = {o′ ∈ O : ui(o, θi) ≥ ui(o
′, θi)}.

Òåîðåìà 4. Ïåðåôîðìóëèðîâêà ïðèíöèïà âûÿâëåíèÿ äîõîäíîñòè. Ñîöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ
f ïðàâäèâî ðåàëèçóåìà â äîìèíàíòíûõ ñòðàòåãèÿõ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ
âñåõ i, âñåõ θ−i ∈ ×−i è âñåõ ïàð òèïîâ àãåíòà i θ′, θ′′ ∈ Θi âåðíî

f(θ′′i θ−i) ∈ Li(f(θ′i, θ−i), θ
′
i), f(θ′iθ−i) ∈ Li(f(θ′′i , θ−i), θ

′′
i ).

Íà ñàìîì äåëå, ìû ïðîñòî ïåðåôîðìóëèðîâàëè ôàêò î òîì, ÷òî ìåõàíèçì ðåàëèçóåì
â äîìèíàíòíûõ ñòðàòåãèÿõ.

9



3. Òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè äîõîäíîñòè
3.1. Ýêâèâàëåíòíîñòü äîõîäíîñòè ñ ñèììåòðè÷íûìè àãåíòàìè. Â ýòîé ÷àñòè ìû
ñíîâà áóäåì ðàññìàòðèâàòü àóêöèîíû. Èòàê, îïðåäåëèì óñëîâèÿ, â êîòîðûõ ïðîâîäèòñÿ
àóêöèîí:

• N ïîêóïàòåëåé, ó êàæäîãî öåííîñòü xi, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé
Xi, ðàñïðåäåëåííîé ïî F (x).

• Â àóêöèîíå A àãåíò i ïëàòèò mA
i (xi).

• Åñòü åùå G(x) = F (x)N−1 � ïåðâûé ìîìåíò N − 1 àãåíòà.
• Ìû îãðàíè÷èìñÿ ñòàíäàðòíûìè àóêöèîíàìè, â êîòîðûõ âåùü äîñòàåòñÿ òîìó,
êòî áîëüøå âñåõ ïðåäëîæèë. ïðè ýòîì êîíå÷íî, òî, ñêîëüêî îí â äåéñòâèòåëüíîñòè
çàïëàòèò, çàâèñèò îò ôîðìû àóêöèîíà.

• Äëÿ àóêöèîíà A è àãåíòà i ââåäåì îáîçíà÷åíèå mA
i (xi) � ñêîëüêî ó÷àñòíèê i

îæèäàåò çàïëàòèòü, ó÷àñòâóÿ â A è èñïîëüçóÿ ðàâíîâåñíóþ ñòðàòåãèþ (ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ðàâíîâåñèå â A ñóùåñòâóåò). Àãåíòû ó íàñ áóäóò îäèíàêîâû, ïîýòîìó mA íå
çàâèñèò îò i. Ïðåäïîëîæèì åùå, ÷òî ó÷àñòíèê ñî ñòàâêîé 0 ïëàòèò 0 (íà÷àëüíîå
óñëîâèå).

Òåïåðü ìû ãîòîâû ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü îñíîâíóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ñêðûòûå çíà÷åíèÿ àãåíòîâ xi ðàñïðåäåëåíû íåçàâèñèìî è îäèíàêîâî,
è âñå àãåíòû íåéòðàëüíû ê ðèñêó. Òîãäà ëþáîå ñèììåòðè÷íîå ðàâíîâåñèå ëþáîãî
ñòàíäàðòíîãî àóêöèîíà, òàêîå, ÷òî îæèäàåìàÿ âûïëàòà àãåíòà ñî ñòàâêîé 0 ðàâíà
íóëþ, äàåò îäèí è òîò æå îæèäàåìûé äîõîä ïðîäàâöó.

Proof. Ðàññìîòðèì ïåðâîãî àãåíòà: îñòàëüíûå ñëåäóþò ðàâíîâåñíîé ñòðàòåãèè β, à îí
ñòàâèò β(z), ãäå z � íåïðàâèëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ñòîèìîñòü, êîòîðóþ èñïîëüçóåò àãåíò,
êîãäà äåëàåò ñòàâêó ïî ñòðàòåãèè β. Îí âûèãðûâàåò, êîãäà åãî ñòàâêà β(z) ïðåâûøàåò
ñàìóþ áîëüøóþ èç äðóãèõ ñòàâîê β(Y1), ò.å. êîãäà z > Y1. Òîãäà èãðîê îæèäàåò
ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ ïðèáûëü:

ΠA(z, x) = G(z)x−mA(z)

ãäå G(z) = F (z)N−1 (ðàñïðåäåëåíèå Y1). Çàìåòèì, ÷òî mA(z) çàâèñèò îò β è îò z,
íî íå çàâèñèò îò âíóòðåííåé öåííîñòè x. Ëîãè÷íî, ÷òî íàì íóæíî ìàêñèìèçèðîâàòü
ïîëó÷åííóþ îæèäàåìóþ ïðèáûëü àãåíòà, ïîýòîìó áóäåì äèôôåðíöèðîâàòü, äèôôåðíöèðîâàòü
è åùå ðàç äèôôåðåíöèðîâàòü. Äèôôåðåíöèðóÿ âûðàæåíèå äëÿ îæèäàåìîé ïðèáûëè,
ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

∂

∂z
ΠA(z, x) = g(z)x− d

dz
mA(z) = 0.

Òàê êàê â ðàâíîâåñèè íóæíî ãîâîðèòü z = x, òî ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:
d

dy
mA(y) = g(y)y,

Èíòåãðèðóÿ ýòîò äèôôóð, ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ mA(x):

mA(x) = mA(0) +

∫ x

0

yg(y)dy =

∫ x

0

yg(y)dy = G(x) × E[Y1|Y1 < x].
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Âîò è ïîëó÷èëîñü, ÷òî îæèäàåìàÿ âûïëàòà àãåíòà íå çàâèñèò îò A, à òîëüêî îò ðàñïðåäåëåíèÿ
íà x. Âäîáàâîê ê ýòîìó, ò.ê îæèäàåìûé äîõîä ïðîäàâöà ñêëàäûâàåòñÿ èç îæèäàåìûõ
âûïëàò àãåíòîâ, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ýòîò äîõîä òîæå íå çàâèñèò îò A. ¤

Ðàññìîòðèì òåïåðü íà ïðîñòîì ïðèìåðå, êàê ïîñ÷èòàòü îæèäàåìûå âûïëàòû àãåíòîâ
è îæèäàåìóþ ïðèáûëü ïðîäàâöà:

Ïðèìåð 3. Ïóñòü ñêðûòûå çíà÷åíèÿ àãåíòîâ xi ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî íà [0, 1].
Òîãäà F (x) = x, G(x) = xN−1, è èç òåîðåìû ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

mA(x) =
N − 1

N
xN ,

E[mA(x)] =
N − 1

N(N + 1)
.

À îæèäàåìûé äîõîä ïðîäàâöà � ýòî NE[mA(x)]:

E[RA] =
N − 1

N + 1
.

Âî âðåìÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ìû ïîëó÷èëè ôîðìóëó äëÿ îæèäàåìîé âûïëàòû
àãåíòà. Çàïèøåì åå åùå ðàç, ÷òîáû óæå òî÷íî çàïîìíèòü:

mA(x) = mA(0) +

∫ x

0

yg(y)dy, (9)

g(x) = G′(x) = (F (x)N−1)′ = (N − 1)f(x)F (x)N−2.

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà äåéñòâóåò òîëüêî åñëè ðàâíîâåñèå â àóêöèîíå åñòü � ýòî íóæíî
ïðîâåðÿòü îòäåëüíî, à óæå ïîòîì, åñëè ïîëó÷èëîñü, ÷òî ðàâíîâåñèå åñòü, èñïîëüçîâàòü
ýòó ôîðìóëó.

Â êà÷åñòâå î÷åðåäíîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì åùå îäèí àóêöèîí:

Ïðèìåð 4. All-pay auction. Äàííûé àóêöèîí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäåëü îäíîé æèçíåííîé
ñèòóàöèè, ëîááèðîâàíèÿ. Çäåñü âñå àãåíòû äåëàþò ñòàâêè, ïîòîì âñå ïëàòÿò, ñêîëüêî
ïîñòàâèëè, à ïîòîì âåùü äàþò òîìó, êòî çàïëàòèë áîëüøå. Â òàêîì àóêöèîíå
îæèäàåìàÿ âûïëàòà ñòðîãî ðàâíà ñòàâêå. Ïîýòîìó åñëè ðàâíîâåñèå åñòü, îíî äîëæíî
áûòü òóò:

mall−pay(x) =

∫ x

0

yg(y)dy = βall−pay(x).

Ïðîâåðèì, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî ðàâíîâåñèå (ïî Íýøó õîòÿ áû). Ïóñòü âñå èãðàþò
ïî βall−pay, à îäèí ñòàâèò z. Òîãäà îí ïîëó÷èò

G(z)x− β(z) = G(z)x−
∫ z

0

g(y)dy = G(z)(x− z) +

∫ z

0

G(y)dy.

Ýòî ìû óæå âèäåëè â First Price àóêöèîíå (ôîðìóëà 4), ñëåäîâàòåëüíî, è çäåñü ðàâíîâåñèå
áóäåò.

Ðàññìîòðèì òåïåðü àóêöèîí, ïðè àíàëèçå êîòîðîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ íåìíîãî âñïîìíèòü
ìàòåìàòè÷åñêóþ ñòàòèñòèêó:
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Ïðèìåð 5. Third price auction. Çäåñü âñå ïîõîæå íà First Price è Second Price àóêöèîíû �
ñòàâèøü, åñëè ïîñòàâèë áîëüøå âñåõ, âûèãðûâàåøü, òîëüêî ïëàòèøü òðåòüþ ñâåðõó
ñòàâêó.

Èòàê, íàøà ìàãè÷åñêàÿ ôîðìóëà (9) ãîâîðèò:

mIII(x) =

∫ x

0

yg(y)dy.

Èãðîê âûèãðûâàåò, êîãäà Y1 < x, è ïëàòèò βIII(Y2), ãäå Y2 � âòîðàÿ ñâåðõó öåíà èç
îñòàâøèõñÿ N − 1 ñòàâîê.

Òåïåðü íà âðåìÿ çàáóäåì îá àóêöèîíàõ è çàéìåìñÿ ñòàòèñòèêîé. Íàéäåì ïëîòíîñòü
âòîðîé ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêè â âûáîðêå èç n ýëåìåíòîâ.
Ñîáûòèå Y2 < y � ýòî îáúåäèíåíèå äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñîáûòèé:

• âñå Xk ìåíüøå y;
• n− 1 èç Xk ìåíüøå y, à îäèí Xk áîëüøå y.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

F
(n)
2 (y) = F (y)n + nF (y)n−1(1− F (y)) = nF (y)n−1 − (n− 1)F (y)n ⇒

f
(n)
2 (y) = F

(n)′
2 (y) = n(n− 1)(1− F (y))F (y)n−2f(y).

Íàñ åùå èíòåðåñóþò óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè. Ñíà÷àëà � ñîâìåñòíàÿ âåðîÿòíîñòü:

f
(n)
Y (y1, y2, . . . , yn) = n!f(y1)f(y2) . . . f(yn).

Òåïåðü ïîñòðîèì ôîðìóëó äëÿ íàõîæäåíèÿ f
(n)
Y (y1, y2, . . . , yk) :

f
(n)
Y (y1, y2, . . . , yk) =

∫ yk

−∞ . . .
∫ yk

−∞ f
(n)
Y (y1, y2, . . . , yn)dyk+1 . . . dyn

(n− k)!

Â çíàìåíàòåëå ñòîèò (n − k)!, ò.ê. ïðè ïîäñ÷åòå èíòåãðàëîâ ìû ïîñ÷èòàåì îäíè
è òå æå ñîáûòèÿ (n− k)! ðàç, ýòî ïîëó÷àåòñÿ èç-çà òîãî, ÷òî ôîðìóëà ñîâìåñòíîé
âåðîÿòíîñòè íå ðàçëè÷àåò çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ yi, ïî êîòîðûì èäåò èíòåãðèðîâàíèå,
äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà.

Òåïåðü ïîäñòàâèì ôîðìóëó äëÿ ñîâìåñòíîé âåðîÿòíîñòè (ñ n ïåðåìåííûìè) è ïðîèíòåãðèðóåì,
ïîëó÷èâøååñÿ âûðàæåíèå:

∫ yk

−∞ . . .
∫ yk

−∞ f
(n)
Y (y1, y2, . . . , yn)dyk+1 . . . dyn

(n− k)!

=

∫ yk

−∞ . . .
∫ yk

−∞ n!f(y1)f(y2) . . . f(yn)dyk+1 . . . dyn

(n− k)!

=
n!F (yk)

n−kf(y1)f(y2) . . . f(yk)

(n− k)!

Íàïðèìåð, ïðè k = 2 ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

f
(n)
1,2 (y1, y2) = n(n− 1)f(y1)f(y2)F (y2)

n−2.
12



Òåïåðü ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè:

f
(n)
2

(
z | Y (n)

1 = y
)

=
f

(n)
1,2 (y, z)

f
(n)
1 (y)

=
n(n− 1)f(y)f(z)F (z)n−2

nf(y)F (y)n−1
=

=
(n− 1)f(z)F (z)n−2

F (y)n−1
=

f
(n−1)
1 (z)

F (y)n−1
.

Íàéäåì óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü âòîðîé ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêè ïðè óñëîâèè ïåðâîé:

f
(n)
2

(
y | Y (n)

1 < x
)

=

∫ x

y
f

(n)
1,2 (z, y)dz

F
(n)
1 (x)

=

∫ x

y
n(n− 1)f(z)f(y)F (y)n−2dz

F
(n)
1 (x)

=

=
n(n− 1)F (z)f(y)F (y)n−2|yx

F
(n)
1 (x)

=
n(F (x)− F (y))f

(n−1)
1 (y)

F
(n)
1 (x)

Ïîëó÷èâ òàêèì îáðàçîì óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü âòîðîé ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêè,
ïîñ÷èòàåì îæèäàåìóþ âûïëàòó:

mIII(x) = F
(N−1)
1 (x)E

[
βIII(Y2) | Y1 < x

]
=

=

∫ x

0

βIII(y)(N − 1)(F (x)− F (y))f
(N−2)
1 (y)dy.

Ïðèðàâíÿåì ýòî âûðàæåíèå ê òîìó, ÷òî äàåò íàì íàøà ìàãè÷åñêàÿ ôîðìóëà 9:∫ x

0

βIII(y)(N − 1)(F (x)− F (y))f
(N−2)
1 (y)dy =

∫ x

0

yg(y)dy.

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïî x, ïîëó÷èì:

(N − 1)f(x)

∫ x

0

βIII(y)f
(N−2)
1 (y)dy = xg(x) ⇔

(N − 1)f(x)

∫ x

0

βIII(y)f
(N−2)
1 (y)dy = (N − 1)xf(x)F (x)N−2.

Ò.ê. FN−2
1 (x) = F (x)N−2, ïîëó÷àåòñÿ:∫ x

0

βIII(y)f
(N−2)
1 (y)dy = xF

(N−2)
1 (x).

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì åùå ïî x:
βIII(x)f

(N−2)
1 (x) = xf

(N−2)
1 (x) + F

(N−2)
1 (x) ⇒

βIII(x) = x +
F

(N−2)
1 (x)

f
(N−2)
1 (x)

= x +
F (x)

(N − 2)f(x)
.

Èòàê, ïîëó÷èëîñü èòîãîâàÿ ôîðìóëà:

βIII(x) = x +
F (x)

(N − 2)f(x)
.

Ê ñîæàëåíèþ, ýòî âñ¼ âåðíî, òîëüêî êîãäà β âîçðàñòàåò; à äëÿ ýòîãî, êàê âèäíî, íàäî,
÷òîáû F/f âîçðàñòàëî. Òî åñòü ln F äîëæåí áûòü âîãíóòîé ôóíêöèåé (ãîâîðÿò, ÷òî
F log-âîãíóòà, log-concave). Êñòàòè, ïîëó÷èëîñü, ÷òî βIII(x) âñåãäà ñòðîãî áîëüøå x,
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à ýòî çíà÷èò, ÷òî àãåíòó îïòèìàëüíî ñòàâèòü ñòðîãî áîëüøå, ÷åì ñâîå ñêðûòîå
çíà÷åíèå.

3.2. Ïðàâäèâîñòü è ýêâèâàëåíòíîñòü äîõîäíîñòè. Ðàññìîòðèì ïðÿìîé ìåõàíèçì.
Â íåì ó ó÷àñòíèêîâ ïðîñòî ñïðàøèâàþò èõ ñêðûòóþ ñòîèìîñòü: × = X , ò.å. ìåõàíèçì
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äâà ïðàâèëà:

• ïðàâèëî ðàñïðåäåëåíèÿ (allocation rule) Q = (Q1(x), . . . , QN(x)) îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî àãåíò i ïîëó÷èò îáúåêò;

• ïðàâèëî âûïëàòû (payment rule) M = (M1(x), . . . ,MN(x)) îïðåäåëÿåò îæèäàåìóþ
âûïëàòó àãåíòà i.

òîãäà èñõîäû ìåõàíèçìà îïðåäåëÿþòñÿ òàê:
O = {(Q(x),M(x)) | x}

Îáîçíà÷èì ÷åðåç qi(zi) îæèäàåìóþ äîõîäíîñòü àãåíòà i, êîãäà îí ãîâîðèò zi, à îñòàëüíûå
ãîâîðÿò ïðàâäó:

qi(zi) =

∫

X−i

Qi(zi,x−i)f−i(x−i)dx−i.

À ÷åðåç mi(zi) � åãî îæèäàåìóþ âûïëàòó:

mi(zi) =

∫

X−i

Mi(zi,x−i)f−i(x−i)dx−i.

Òîãäà îæèäàåìûé äîõîä àãåíòà i, åñëè îí ãîâîðèò zi, ïîëó÷àåòñÿ êàê
qi(zi)xi −mi(zi).

Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü ïðàâäèâîñòü ìåõàíèçìà â ðàññìàòðèâàåìîì êîíòåêñòå:

Îïðåäåëåíèå 12. Ïðÿìîé ìåõàíèçì (Q,M) íàçûâàåòñÿ ïðàâäèâûì (â ýòîì êîíòåêñòå �
incentive compatible), åñëè ∀i ∀xi, zi

Ui(xi) = qi(xi)xi −mi(xi) ≥ qi(zi)xi −mi(zi).

Ui(xi) íàçûâàåòñÿ ðàâíîâåñíîé ôóíêöèåé äîõîäà.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñâîéñòâ ïðàâäèâûõ ïðÿìûõ ìåõàíèçìîâ:
• Âûïóêëîñòü. Ui âûïóêëà, êàê ìàêñèìóì àôôèííûõ ôóíêöèé:

Ui(xi) = max
zi

{qi(zi)xi −mi(zi)}.

• Íåóáûâàíèå qi.
qi(xi)zi −mi(xi) = Ui(xi) + qi(xi)(zi − xi), çíà÷èò,

Ui(zi) ≥ Ui(xi) + qi(xi)(zi − xi).

Âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è, ñëåäîâàòåëüíî, äèôôåðåíöèðóåìà
ïî÷òè âñþäó â ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Çíà÷èò, U ′

i(xi) = qi(xi) ïî÷òè âñþäó.
À ò.ê. Ui âûïóêëàÿ, òî, çíà÷èò, qi íå óáûâàåò. Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè áîëüøå
ïðåäëîæèòå, âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü âåùü íå óìåíüøèòñÿ.
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• Íåçàâèñèìîñòü îò ïðàâèëà âûïëàòû. Ïîñêîëüêó àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàë îò ñâîåé ïðîèçâîäíîé:

Ui(xi) = Ui(0) +

∫ xi

0

qi(ti)dti.

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ôîðìà îæèäàåìîãî äîõîäà àãåíòà çàâèñèò òîëüêî îò ïðàâèëà
ðàñïðåäåëåíèÿ, íî íå îò ïðàâèëà âûïëàòû. Ïðàâèëî æå âûïëàòû îïðåäåëÿåò
òîëüêî Ui(0) (ýòî íàçûâàåòñÿ payo� equivalence).

• Íåóáûâàíèå qi ⇒ ïðàâäèâîñòü ìåõàíèçìà.
Ui(zi) ≥ Ui(xi) + qi(xi)(zi − xi),

Ui(xi) = Ui(0) +

∫ xi

0

qi(ti)dti, çíà÷èò,
∫ zi

xi

qi(ti)dti ≥ qi(xi)(zi − xi).

Èòîãî, åñëè qi íå óáûâàåò, òî ýòî íåðàâåíñòâî âåðíî. Ïîëó÷èëîñü, ÷òî èç íåóáûâàíèÿ
qi, ñëåäóåò ïðàâäèâîñòü ìåõàíèçìà.

Èòàê, îáîáùàÿ âûøåñêàçàííîå è âñïîìèíàÿ, ÷òî Ui(x) = qi(xi)xi − mi(xi) è Ui(0) =
−mi(0) ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó:
Òåîðåìà 6. Revenue equivalence theorem. Åñëè ïðÿìîé ìåõàíèçì (Q,M) ïðàâäèâ, òî
äëÿ âñåõ i è xi îæèäàåìàÿ âûïëàòà ðàâíà

mi(xi) = mi(0) + qi(xi)xi −
∫ xi

0

qi(ti)dti,

è ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îæèäàåìàÿ âûïëàòà àãåíòà ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû çàâèñèò
òîëüêî îò ïðàâèëà ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ýòî îáîáùàåò íàø ïðåäûäóùèé ðåçóëüòàò (òåîðåìà 5) � òåïåðü àãåíòû ìîãóò áûòü
íåñèììåòðè÷íûìè, è ïðàâèëà ðàñïðåäåëåíèÿ òîæå ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ. Ïðåäûäóùàÿ
òåîðåìà ïîëó÷àåòñÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé, ïîòîìó ÷òî åñëè àãåíòû ñèììåòðè÷íû, åñòü
íåóáûâàþùàÿ ðàâíîâåñíàÿ ñòðàòåãèÿ, è îáúåêò ðàñïðåäåëÿåòñÿ ïîêóïàòåëþ ñ íàèâûñøåé
ñòàâêîé, òî ïðàâèëà ðàñïðåäåëåíèÿ ó íèõ ó âñåõ ñîâïàäàþò (çàâèñÿò òîëüêî îò ðàñïðåäåëåíèÿ
F ).
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