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1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

1.1 Öåííîñòè è ñèãíàëû

Â äàííîé ëåêöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ íîâûé òèï àóêöèîíîâ � àóêöèîíû ñ
çàâèñèìûìè öåííîñòÿìè. Íàïîìíèì âêðàòöå êëàññè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó
çàäà÷è äèçàéíà àóêöèîíîâ. Èìååòñÿ íåêîòîðûé öåííûé ëîò, êîòîðûé
âûñòàâëÿåòñÿ íà òîðãè ïðîäàâöîì. Â òîðãàõ ó÷àñòâóåò N àãåíòîâ, êàæäûé
èç êîòîðûõ æåëàåò ïðèîáðåñòè ëîò çà êàê ìîæíî ìåíüøóþ öåíó. Ïðè
ýòîì îáëàäàíèå ëîòîì ïðèíåñåò àãåíòó i ïîëüçó vi � ýòî òàê íàçûâàåìàÿ
âíóòðåííÿÿ öåííîñòü äëÿ àãåíòà i.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå îáîáùåíèå: ïóñòü òåïåðü êàæäûé àãåíò íå çíàåò
òî÷íîãî çíà÷åíèÿ ñâîåé öåííîñòè, íî çíàåò åå ïðèìåðíî. À èìåííî, àãåíò
i çíàåò çíà÷åíèå íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî íåòî÷íîãî ñèãíàëà (noisy signal)
Xi èç äèàïàçîíà [0, ωi]. Öåííîñòü ëîòà äëÿ àãåíòà i ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé
ôóíêöèåé îò ñèãíàëîâ âñåõ àãåíòîâ: Vi = vi(X1, X2, . . . , XN ). Ïðè ýòîì îíà

∗Çàêîíñïåêòèðîâàë Èñêàíäåð Àêèøåâ.
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òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé (òàê êàê ñëó÷àéíûìè ÿâëÿþòñÿ âñå
ñèãíàëû Xi).

Òàêèì îáðàçîì, òåïåðü öåíîñòè âñåõ àãåíòîâ îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè
äðóã ñ äðóãîì ïîñðåäñòâîì íåòî÷íûõ ñèãíàëîâ.

Ñóùåñòâóåò òàêæå ìîäèôèêàöèÿ àóêöèîíà ñ çàâèñèìûìè öåííîñòÿìè, â
êîòîðîé êðîìå íåòî÷íûõ ñèãíàëîâ àãåíòîâ xi åñòü åùå íåòî÷íûé ñèãíàë S,
êîòîðûé èçâåñòåí òîëüêî ïðîäàâöó. Ïðè ýòîì vi(x1, . . . , xN ) = ES [Vi|X1 =
x1, . . . , XN = xN ]. Â òàêîì ñëó÷àå èíòåðåñåí âîïðîñ î òîì, èìååò ëè
ñìûñë (äëÿ óâåëè÷åíèÿ ìàòîæèäàíèÿ ñâîåãî äîõîäà) ïðîäàâöó ñîîáùàòü
èçâåñòíûé åìó íåòî÷íûé ñèãíàë S àãåíòàì, èëè íåò.

Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïåðâûé, áîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé. Áóäåì
ïî óìîë÷àíèþ ïîëàãàòü, ÷òî vi(0, 0, . . . , 0) = 0, è ÷òî E[Vi] < ∞. Êðîìå
òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî àãåíòû íåéòðàëüíû ê ðèñêó, òî åñòü êàæäûé èç
íèõ õî÷åò ìàêñèìèçèðîâàòü ìàòîæèäàíèå âåëè÷èíû Vi − pi, ãäå pi - öåíà,
êîòîðóþ ïðèäåñòñÿ çàïëàòèòü çà îáëàäàíèå ëîòîì.

×àñòíûì ñëó÷àåì àóêöèîíîâ ñ çàâèñèìûìè öåííîñòÿìè ÿâëÿþòñÿ
àóêöèîíû â êîòîðûõ ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ îáùå÷åëîâå÷åñêàÿ öåííîñòü
V = v(X1, . . . , XN ), à ñèãíàëû îòäåëüíûõ àãåíòîâ Xi ðàñïðåäåëåíû âîêðóã
íåå (òî åñòü E[Xi|V = v] = v). Òèïè÷íûé æèçíåííûé ïðèìåð òàêîé
ñèòóàöèè � àóêöèîíû ïî ðàçðàáîòêå ìåñòîðîæäåíèé. Òî÷íûé äîõîä îò
ðàçðàáîòêè íåêîòîðîãî ìåñòîðîæäåíèÿ ïðèìåðíî îäèíàêîâûé äëÿ âñåõ è
íèêîìó çàðàíåå íåèçâåñòåí, íî ó ïîòåíöèàëüíûõ ïîêóïàòåëåé ìîãóò áûòü
ïðèìåðíûå åãî îöåíêè. Ïîýòîìó òàêàÿ ìîäåëü ÷àñòî íàçûâàåòñÿ �mineral
rights model �.

"Ïðîêëÿòüå ïîáåäèòåëåé"

Â îïèñàííîé âûøå ñèòóàöèèâîçíèêàåò òàê íàçûâàåìîå "ïðîêëÿòüå
ïîáåäèòåëåé"(winner's curse). Òàê êàê V � ýòî, ãðóáî ãîâîðÿ, ñðåäíåå
çíà÷åíèå ñðåäè âñåõ Xi, òî íàèáîëüøåå èç Xi áóäåò ïåðåîöåíèâàòü V . Äëÿ
ïðèìåðà ðàññìîòðèì àóêöèîí ïåðâîé öåíû.

Êàê òîëüêî àãåíòó ñîîáùàþò, ÷òî îí âûèãðàë àóêöèîí, îí ïîíèìàåò,
÷òî ñêîðåå âñåãî ïåðåîöåíèâàë çíà÷åíèå V (òàê êàê îñòàëüíûå àãåíòû, â
òàêîì ñëó÷àå, î÷åâèäíî, îöåíèâàëè åãî ìåíüøèì çíà÷åíèåì). Âîçìîæíî,
÷òî ñòîèìîñòü, êîòîðóþ çàïëàòèò àãåíò-ïîáåäèòåëü, áóäåò äàæå ïðåâûøàòü
çíà÷åíèå V , òî åñòü â èòîãå îí îñòàíåòñÿ â óáûòêå.

Ïî ýòîé ïðè÷èíå â àóêöèîíå ïåðâîé öåíû ó÷àñòíèêè äîëæíû äåëàòü
îïðåäåë¼ííóþ ïîïðàâêó è íåìíîãî çàíèæàòü çàÿâëÿåìóþ ñòîèìîñòü ëîòà.
Äàëåå áóäóò ïîêàçàíû êîíêðåòíûå ñòðàòåãèè äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ
àóêöèîíîâ.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî winner's curse çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà ó÷àñòíèêîâ
N . À èìåííî, ÷åì áîëüøå àãåíòîâ ó÷àñòâóþò â àóêöèîíå, òåì áîëüøå
îæèäàíèå ìàêñèìóìà ñðåäè âñåõ îöåíîê ñòîèìîñòè ëîòà, è òåì õóæå â
ñðåäíåì ïðèõîäèòñÿ ïîáåäèòåëþ.

Àóêöèîí âòîðîé öåíû è àíãëèéñêèé àóêöèîí

Åù¼ îäíèì ñëåäñòâèåì çàâèñèìîñòè ñèãíàëîâ ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî
òåïåðü àóêöèîí âòîðîé öåíû è àíãëèéñêèé (âîñõîäÿùèé) àóêöèîí ïåðåñòàþò
áûòü ýêâèâàëåíòíûìè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â âîñõîäÿùåì àóêöèîíå ó
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ó÷àñòíèêîâ, êîòîðûå îñòàþòñÿ àêòèâíûìè, ïî õîäó ïðîâåäåíèÿ àóêöèîíà
ïîÿâëÿåòñÿ íîâàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ � ñòàâêè ó÷àñòíèêîâ,
âûõîäÿùèõ èç àóêöèîíà. (à èìåííî, çíà÷åíèÿ ñòîèìîñòè ëîòà â ìîìåíòû
âðåìåíè, êîãäà ýòè ó÷àñòíèêè ãîâîðèëè �ïàñ�). Èñõîäÿ èç ýòèõ ñòàâîê
àêòèâíûå ó÷àñòíèêè ìîãóò ïûòàòüñÿ îöåíèòü ñêðûòûå ñèãíàëû ïàñóþùèõ
àãåíòîâ. Åñëè â ñëó÷àå àóêöèîíà ñ ÷àñòíûìè íåçàâèñèìûìè öåííîñòÿìè
îíè íå èãðàëè íèêàêîé ðîëè, òî òåïåðü ýòè çíà÷åíèÿ ìîãóò ïîâëèÿòü íà
ñîáñòâåííûå îöåíêè öåííîñòè ëîòà îñòàâøèõñÿ â èãðå àãåíòîâ.

1.2 Àôôèëèðîâàííûå ñèãíàëû

Òåïåðü ìû îòêàæåìñÿ îò ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ Xi

íåçàâèñèìû, è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíè ìîãóò áûòü êîððåëèðîâàííûìè.
Â òàêîì ñëó÷àå ïîÿâëÿåòñÿ åäèíàÿ ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü f(X), íå
ðàâíàÿ

∏
i fi(Xi). Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñèãíàëû X1, X2, . . . XN

àôôèëèðîâàííû.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X = (X1, . . . , XN ) íàçûâàþòñÿ
àôôèëèðîâàííûìè, åñëè ∀ x′,x′′:

p(x′ ∨ x′′)p(x′ ∧ x′′) ≥ p(x′)p(x′′),

ãäå
x′ ∨ x′′ = (max(x′1, x

′′
1), . . . ,max(x′N , x

′′
N )

x′ ∧ x′′ = (min(x′1, x
′′
1), . . . ,min(x′N , x

′′
N )

Àôôèëèðîâàííîñòü ýòî áîëåå ñòðîãàÿ ôîðìà ïîëîæèòåëüíîé êîððåëÿöèè.
Ïî ñóòè îíà îçíà÷àåò, ÷òî åñëè íåêîòîðàÿ ÷àñòü çíà÷åíèé Xi âåëèêà, òî
îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ òàêæå ñêîðåå âñåãî áóäóò âåëèêè.

Ðàññìîòðèì åùå îäíî îïðåäåëåíèå:

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ñóïåðìîäóëÿðíîé, åñëè
∀ x′,x′′:

f(x′ ∨ x′′) + f(x′ ∧ x′′) ≥ f(x′) + f(x′′)

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî êîìïîíåíòû âåêòîðà ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí X àôôèëèðîâàíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ln p ñóïåðìîäóëÿðíà
(Äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, äîñòàòî÷íî ïðîëîãàðèôìèðîâàòü
ðàâåíñòâî èç îïðåäåëåíèÿ àôôèëèðîâàííîé ôóíêöèè).

Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ ãëàäêèõ ôóíêöèé f ñóïåðìîäóëÿðíîñòü ýêâèâàëåíòíà
òîìó, ÷òî ∀ i 6= j âûïîëíåíî:

∂2

∂xi∂xj
f ≥ 0

Ðàññìîòðèì ïåðåìåííûå Y1, . . . , YN−1, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü â
ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ. Íàïîìíèì, ÷òî îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèãíàëû
X2, . . . , XN , óïîðÿäî÷åííûå â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ çíà÷åíèé.

Ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü g âåëè÷èí X1, Y1, . . . , YN−1 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
ñîâìåñòíóþ ïëîòíîñòü âåêòîðà ñèãíàëîâ X ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g(x1, y1, y2, . . . , yN−1) =

{
(n− 1)!p(x1, y1, . . . , yN−1), y1 ≥ y2 ≥ . . . ≥ yN−1 ≥ 0,
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Åñëè ïåðåìåííûå X1, X2, . . . , XN àôôèëèðîâàíû, òî àôôèëèðîâàííûìè
òàêæå áóäóò è X1, Y1, . . . , YN−1.

Ðàññìîòðèì äâå ïåðåìåííûå � X è Y ñ ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòüþ f :
[0, ω]2 → R. Åñëè X è Y àôôèëèðîâàíû, òî

∀ x′ ≥ x, y′ ≥ y f(x′, y)f(x, y′) ≤ f(x, y)f(x′, y′)

Ïðåîáðàçóåì ýòî ñîîòíîøåíèå:

f(x, y′)
f(x, y)

≤ f(x′, y′)
f(x′, y)

f(y′|x)f(x)
f(y|x)f(x)

≤ f(y′|x′)f(x′)
f(y|x′)f(x′)

f(y′|x)
f(y|x)

≤ f(y′|x′)
f(y|x′)

.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ
(likelihood ratio):

f(·|x′)
f(·|x)

âîçðàñòàåò äëÿ âñåõ x′ ≥ x (monotone likelihood ratio property).
Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî ñâîéñòâà ãîâîðÿò, ÷òî F (·|x′) äîìèíèðóåò íàä

F (·|x) â òåðìèíàõ îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ. Èç âûïîëíåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ
ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ìíîæåñòâà èíòåðåñíûõ ñâîéñòâ.

Ïóñòü f(x)
g(x) ≤

f(y)
g(y) äëÿ âñåõ x < y. Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî f(y)

f(x) ≥
g(y)
g(x) .

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå, ïîëó÷àåì:

∀x
∫ ω

x

f(y)
f(x)

dy ≥
∫ ω

x

g(y)
g(x)

dy,

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå:
1− F (x)
f(x)

≥ 1−G(x)
g(x)

Ïðè âûïîëíåíèè òàêîãî óñëîâèÿ ãîâîðÿò, ÷òî F äîìèíèðóåò íàä G â
òåðìèíàõ äîëè ðèñêà (λ, hazard rate).

Ïóñòü f(x)
g(x) ≤

f(y)
g(y) äëÿ âñåõ x < y. Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî f(x)

f(y) ≤
g(x)
g(y) .

Ñíîâà âçÿâ èíòåãðàë, ïîëó÷àåì:

∀x
∫ y

0

f(x)
f(y)

dx ≥
∫ y

0

g(x)
g(y)

dx,

èëè,
F (y)
f(y)

≥ G(y)
g(y)

Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî F äîìèíèðóåò íàä G â òåðìèíàõ îáðàòíîé
äîëè ðèñêà (σ, reverse hazard rate).

Îáîçíà÷èì äîëþ ðèñêà ðàñïðåäåëåíèÿ F , êàê λF (t). Òîãäà, êàê èçâåñòíî,
F (x) ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: F (x) = 1− e−

∫ x
0 λ(t)dt.

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà λF ≤ λG
âåðíî òàêæå, ÷òî F (x) ≤ G(x) äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x.
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Äëÿ F = F (·|x′) è G = F (·|x) èç äîìèíèðîâàíèÿ â òåðìèíàõ ïðÿìîé
è îáðàòíîé äîëè ðèñêà ñëåäóåò åù¼ è òàê íàçûâàåìîå ñòîõàñòè÷åñêîå
äîìèíèðîâàíèå. Îíî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñåõ y ôóíêöèÿ F (y|·) íåóáûâàåò.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y àôôèëèðîâàíû, òî,
ñëåäîâàòåëüíî, F (y|·) íåóáûâàåò. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óñëîâíîå ìàòîæèäàíèå
E[Y |X = x] íåóáûâàåò, êàê ôóíêöèÿ îò x. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî â òàêîì
ñëó÷àå âåëè÷èíû X è Y ïîëîæèòåëüíî êîððåëèðóþò.

Íà ñàìîì äåëå âåðíî è áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå, à èìåííî: äëÿ âñÿêîé
íåóáûâàþùåé ôóíêöèè γ E[γ(Y )|X = x] íåóáûâàåò îò x.

Èòàê, âåðí¼ìñÿ òåïåðü ê íàøèì àóêöèîíàì. Åñëè ñèãíàëû àãåíòîâ
X1, . . . , XN àôôèëèðîâàíû, òî, ñëåäîâàòåëüíî, X1, Y1, . . . , YN−1 òàêæå
áóäóò àôôèëèðîâàíû.

Ïóñòü X1 è Y1 àôôèëèðîâàíû. Åñëè G(·|x) � ýòî ðàñïðåäåëåíèå Y1, òî
ïðè óñëîâèè, ÷òî X1 = x, è x′ > x, G(·|x′) äîìèíèðóåò íàä G(·|x) â òåðìèíàõ
îáðàòíîé äîëè ðèñêà:

g(y|x′)
G(y|x′)

≤ g(y|x)
G(y|x)

.

Áîëåå òîãî, äëÿ âñÿêîé âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè γ, åñëè x′ > x, òî

E[γ(Y1)|X1 = x′] ≥ E[γ(Y1)|X1 = x].

Âîò òàêèå ñëåäñòâèÿ óäàåòñÿ èçâëå÷ü èç ñâîéñòâà àôôèëèðîâàííîñòè
íåòî÷íûõ ñèãíàëîâ àãåíòîâ.

1.3 Ñèììåòðè÷íàÿ ìîäåëü

Êàê è â ñëó÷àå îáû÷íûõ àóêöèîíîâ ñ íåçàâèñèìûìè öåííîñòÿìè, äàëåå
ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèòóàöèþ, â êîòîðîé âñå àãåíòû íàõîäÿòñÿ â
ñèììåòðè÷íûõ óñëîâèÿõ. Â ñëó÷àå, êîãäà ó êàæäîãî àãåíòà áûëà ëèøü
ñâîÿ, íåçàâèñèìàÿ èíäèâèäóàëüíàÿ öåííîñòü, ñèììåòðè÷íîñòü îçíà÷àëà,
÷òî âñå öåííîñòè, êàê ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, áåðóòñÿ èç îäíîãî è òîãî æå
ðàñïðåäåëåíèÿ.

Â ñëó÷àå çàâèñèìûõ è àôôèëèðîâàííûõ ñèãíàëîâ ñèììåòðè÷íîñòü
ïîíèìàåòñÿ äâîÿêî. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî ñèììåòðè÷íîñòü ôóíêöèé
öåííîñòåé àãåíòîâ vi, à ñ äðóãîé � ñèììåòðè÷íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíûõ ñèãíàëîâ.

Èòàê, ìû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âñå Xi áåðóòñÿ èç îäíîãî è òîãî æå
èíòåðâàëà [0, ω], à, êðîìå òîãî, åñòü åäèíàÿ äëÿ âñåõ àãåíòîâ ôóíêöèÿ:

vi(X) = u(Xi,X−i),

ñèììåòðè÷íàÿ îòíîñèòåëüíî ïîñëåäíèõ N − 1 ïåðåìåííûõ. Òàêæå áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ïëîòíîñòü ñîâìåñòíîé âåðîÿòíîñòè f , îïðåäåëåííàÿ íà
ìíîæåñòâå [0, ω]N , òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèåé, è ÷òî ñèãíàëû
àôôèëèðîâàíû.

Îïðåäåëèì îäíó âàæíóþ ôóíêöèþ:

v(x, y) = E[V1|X1 = x, Y1 = y].

Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå ÷òî èíîå, êàê îæèäàíèå äîõîäà èãðîêà 1, ïðè
óñëîâèè, ÷òî åãî ñêðûòûé ñèãíàë x1 = x ÿâëÿåòñÿ íàèâûñøèì, à íàèâûñøèé
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ñðåäè âñåõ îñòàëüíûõ ñèãíàëîâ ðàâåí y. Âñëåäñòâèå ñèììåòðè÷íîñòè
ìîäåëè, ôóíêöèÿ v îäèíàêîâà äëÿ âñåõ èãðîêîâ. Òàê êàê E[γ(Y1)|X1 =
x′] ≥ E[γ(Y1)|X1 = x], òî, ñëåäîâàòåëüíî, v íåóáûâàåò îò ñâîèõ ïåðåìåííûõ.
Êðîìå òîãî, òàê êàê u(0) = 0, òî v(0, 0) = 0.

2 Ñèììåòðè÷íîå ðàâíîâåñèå â ðàçëè÷íûõ

àóêöèîíàõ

2.1 Àóêöèîí âòîðîé öåíû

Äëÿ íà÷àëà îòûùåì ñèììåòðè÷íîå ðàâíîâåñèå â ìîäåäè àóêöèîíà âòîðîé
öåíû.

Òåîðåìà 1. Â àóêöèîíå âòîðîé öåíû ñèììåòðè÷íîå ðàâíîâåñèå
äîñòèãàåòñÿ ïðè âûáîðå ñëåäóþùåé ñòðàòåãèè:

βII(x) = v(x, x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îñòàëüíûå àãåíòû èãðàþò ïî còðàòåãèè β = βII .
Âû÷èñëèì îæèäàíèå äîõîäà àãåíòà 1 ñ ñèãíàëîì x, ïðè óñëîâèè, ÷òî îí
ïîñòàâèò b â êà÷åñòâå ñâîåé ñòàâêè:

Π(b, x) =
∫ β−1(b)

0

(v(x, y)− β(y))g(y|x)dy =

=
∫ β−1(b)

0

(v(x, y)− v(y, y))g(y|x)dy.

Çäåñü g(·|x) � ïëîòíîñòü Y1 = maxi 6=1Xi ïðè óñëîâèè X1 = x.
Òàê êàê v âîçðàñòàåò ïî ñâîåìó ïåðâîìó àðãóìåíòó, òî, ñëåäîâàòåëüíî,

v(x, y) < v(y, y) äëÿ âñåõ y > x. Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìóì îæèäàíèÿ äîõîäà
äîñòèãàåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè β−1(b) = x, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ïðè b =
β(x).

Ïðèìåð 1. Ïóñòü X = (X1, X2, X3), Z = max{X1, X2, X3}, è âñå Xi ïðè
óñëîâèè V = v ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà îòðåçêå [0, 2v] è íåçàâèñèìû.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Xi ïðè óñëîâèè V = v ðàâíà 1
2v íà [0, 2v].

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå (V,X) áóäåò ðàâíî 1
8v3 íà

ìíîæåñòâå {(V,X)|Xi ≤ 2V }.
Çàìåòèì, ÷òî âñÿ èíôîðìàöèÿ, êîòîðóþ ìû ìîæåì óçíàòü ïðî V ,

çíàÿ çíà÷åíèÿ Xi, ýòî òî, ÷òî V ≥ 1
2Z. Çíà÷èò, ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü

X ðàâíà:

p(x1, x2, x3) =
∫ 1

1
2 z

1
8v3

dv =
4− z2

16z2
,

ãäå z = max{x1, x2, x3}.
Ñëåäîâàòåëüíî, p(V |X = x) = p(V |Z = z), è íà èíòåðâàëå [ 1

2z, 1] èìååì

p(v|Z = z) =
p(v, z)
p(z)

=
1

8v3

16z2

4− z2
.
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Òàêèì îáðàçîì,

E[V |X = x] = E[V |Z = z] =
∫ 1

1
2 z

vf(v|X = x)dv =
2z

2 + z
.

À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

v(x, y) = E[V |X1 = x, Y1 = y] = E[V |Z = max{x, y}] =
2 max{x, y}

2 + max{x, y}
,

ñëåäîâàòåëüíî,

βII(x) = v(x, x) =
2x

2 + x
.

2.2 Àíãëèéñêèé àóêöèîí

Â àíãëèéñêîì àóêöèîíå äîïîëíèòåëüíûì èñòî÷íèêîì èíôîðìàöèè äëÿ
àãåíòà ÿâëÿåòñÿ òî, êîãäà äðóãèå àãåíòû âûõîäÿò èç èãðû. Â çàâèñèìîñòè
îò ýòîãî, ñòðàòåãèè àêòèâíûõ ó÷àñòíèêîâ àóêöèîíà ìîãóò ìåíÿòüñÿ ïî õîäó
åãî ïðîâåäåíèÿ.

Â òàêîì ñëó÷àå, ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàâíîâåñíàÿ ñòðàòåãèÿ ïðåâðàùàåòñÿ
â íàáîð β = (βN , βN−1, . . . , β2) èç N − 1 ôóíêöèè. Êàæäàÿ åãî êîìïîíåíòà
βk ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ N − k ïåðåìåííûõ βk(x, pk+1, . . . , pN ) �
öåíó íà êîòîðîé èãðîê 1 äîëæåí âûéòè èç èãðû, ïðè óñëîâèè, ÷òî åãî
ñèãíàë ðàâåí x, â èãðå îñòàëèñü åù¼ k àãåíòîâ, à öåíû îñòàëüíûõ âûøåäøèõ
ñîñòàâëÿëè pk+1 ≥ pk+2 ≥ . . . ≥ pN .

Îïèøåì ñëåäóþùóþ ñòðàòåãèþ äëÿ àãåíòîâ. Âî-ïåðâûõ, âíà÷àëå, êîãäà
âñå àãåíòû åùå àêòèâíû ïîëîæèì:

βN (x) = u(x, x, . . . , x).

Çàìåòèì, ÷òî βN íåïðåðûâíà è âîçðàñòàåò.
Ïóñòü àãåíò N âûõîäèò èç àóêöèîíà íà öåíå pN . Òîãäà ïîëîæèì

βN−1(x, pN ) = u(x, . . . , x, xN ),

ãäå xN � òàêîå çíà÷åíèå ñèãíàëà, ÷òî βN (xN ) = pN (îíî âñåãäà åäèíñòâåííî,
òàê êàê βN íåïðåðûâíà è âîçðàñòàåò).

Ïî àíàëîãè÷íîìó ïðèíöèïó ñòðîÿòñÿ îñòàëüíûå βk. À èìåííî, åñëè èç
èãðû âûøëè àãåíòû ñ íîìåðàìè N, . . . , k + 1, òî

βk(x, pk+1, . . . , pN ) = u(x, . . . , x, xk+1, . . . , xN ),

ãäå xk+1 îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ βk+1(xk+1, pk+2, . . . , pN ) = pk+1.
Íåôîðìàëüíî, ñìûñë îïèñàíîé ñòðàòåãèè çàêëþ÷àåòñÿ â ñäåäóþùåì.

Âñÿêèé ðàç èãðîê îïðåäåëÿåò, ñòîèò ëè åìó ïðîäîëæàòü èãðó ïðè òåêóùåé
ñòàâêå p. Îí ñïðàøèâàåò ñåáÿ: �×òî áóäåò, åñëè ÿ ñåé÷àñ âûèãðàþ àóêöèîí?�.
Ýòî âîçìîæíî ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà âñå îñòàëüíûå àãåíòû ïðÿìî
ñåé÷àñ, íà ñòàâêå p ðåøàò âûéòè èç èãðû. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îíè äåéñòâóþò
ïî àíàëîãè÷íîé ñòðàòåãèè, ìîæíî îïðåäåëèòü èõ ñêðûòûå ñèãíàëû y èç
óñëîâèÿ:

βk(y, pk+1, . . . , pN ) = p.

À çíàÿ ñêðûòûå ñèãíàëû âñåõ àãåíòîâ, ìîæíî îïðåäåëèòü öåííîñòü îáúåêòà
u(x, y, . . . , y, xk+1, xk+2, . . . , xN ). Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîäîëæàòü èãðó ñòîèò
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà öåííîñòü áîëüøå, ÷åì p.
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Òåîðåìà 2. Îïèñàííàÿ âûøå ñòðàòåãèÿ β ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé
ðàâíîâåñíîé äëÿ àíãëèéñêîãî àóêöèîíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X1 = x, è âñå îñòàëüíûå àãåíòû, êðîìå ïåðâîãî,
èãðàþò ïî ñòðàòåãèè β.

Ðàññìîòðèì çíà÷åíèÿ Y1, Y2, . . . , YN−1.
Ïóñòü Yj òàêîâû, ÷òî àãåíò 1 ïðè ñëåäîâàíèè ñòðàòåãèè β âûèãðûâàåò

îáúåêò (òî åñòü x > y1). Â ýòîì ñëó÷àå, öåíà, êîòîðóþ çàïëàòèò ïåðâûé
àãåíò, � ýòî öåíà, íà êîòîðîé èç àóêöèîíà âûõîäèò àãåíò ñ ñèãíàëîì y1,
òî åñòü u(y1, y1, y2, . . . , yN ). Òàê êàê x > y1, òî âûãîäà èãðîêà 1 áóäåò
ïîëîæèòåëüíîé:

u(x, y1, . . . , yN )− u(y1, y1, . . . , yN ) > 0.

Òàê êàê èãðîê 1 íå ìîæåò ïîâëèÿòü íà öåíó, êîòîðóþ åìó ïðèäåòñÿ
çàïëàòèòü, òî ëó÷øåãî ðåçóëüòàòà, ÷åì îò èñïîëüçîâàíèÿ ñòðàòåãèè β, åìó
â ýòîì ñëó÷àå âñå ðàâíî íå äîáèòüñÿ.

Åñëè æå àãåíò 1 íå âûèãðûâàåò âåùü ïðè èñïîëüçîâàíèè β (òî åñòü åñëè
x < y1), òî â ñëó÷àå, åñëè îí âñ¼-òàêè ðåøèò âûèãðàòü àóêöèîí, åãî äîõîä
áóäåò îòðèöàòåëüíûì:

u(x, y1, . . . , yN )− u(y1, y1, . . . , yN ) < 0.

Òàêèì îáðàçîì, èãðîêó 1 íèêîãäà íå âûãîäíî îòêëîíÿòüñÿ îò β.

Îñîáåííîñòü îïèñàííîãî âûøå ðàâíîâåñèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
îíî çàâèñèò òîëüêî îò îöåíî÷íîé ôóíêöèè u è íèêàê íå çàâèñèò îò
ðàñïðåäåëåíèÿ ñèãíàëîâ f . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî u
ðàâíîâåñèå β íå ñìåñòèòñÿ, åñëè èçìåíèòü ðàñïðåäåëåíèå ñèãíàëîâ.

Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ñòðàòåãèè β îáðàçóþò ðàâíîâåñèå ex
post. Òàêîå ðàâíîâåñèå â ÷àñòíîñòè îáåñïå÷èâàåò ñâîéñòâî îòñóòñòâèÿ
ñîæàëåíèÿ (no regret). Ýòî ñâîéñòâî îçíà÷àåò, ÷òî äàæå åñëè ïîñëå
çàâåðøåíèÿ òîðãîâ âñå àãåíòû ðàñêðîþò òî÷íûå çíà÷åíèÿ ñâîèõ ñèãíàëîâ,
òî íèêòî èç íèõ íå áóäåò æàëåòü î ñâîåì âûáîðå ñòðàòåãèè: âûèãðàâøèé
àãåíò îñòàíåòñÿ ñ ïîëîæèòåëüíîé âûãîäëé, à ïðîèãðàâøèå ïîéìóò, ÷òî äàæå
åñëè áû îíè ïîâûñèëè ñòàâêó è âûèãðàëè àóêöèîí, îíè îñòàëèñü áû â
óáûòêå.

2.3 Àóêöèîí ïåðâîé öåíû

Äàëåå ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷íóþ ðàâíîâåñíóþ ñòðàòåãèþ â àóêöèîíå
ïåðâîé öåíû. Ñïåðâà, êàê è ðàíåå, âûâåäåì åå ýâðèñòè÷åñêè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç β èñêîìóþ ðàâíîâåñíóþ ñòðàòåãèþ, à ÷åðåç G(·|x) �
ðàñïðåäåëåíèå Y1 ïðè óñëîâèè X1 = x. Ïëîòíîñòü äàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
áóäåì îáîçíà÷àòü, ñîîòâåòñòâåííî, êàê g(·|x).

Òîãäà îæèäàåìûé äîõîä àãåíòà 1 ïðè åãî ñîáñòâåííîì ñèãíàëå, ðàâíîì
x, è ñòàâêå β(x) ñîñòàâëÿåò:

Π(z, x) =
∫ z

0

(v(x, y)− β(z))g(y|x)dy =

=
∫ z

0

v(x, y)g(y|x)dy − β(z)G(z|x).
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Èñõîäÿ èç óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå:

(v(x, z)− β(z))g(z|x)− β′(z)G(z|x) = 0.

Ïðè ñèììåòðè÷íîì ðàâíîâåñèè z = x, òî åñòü:

β′(x) = (v(x, x)− β(x))
g(x|x)
G(x|x)

.

Êðîìå òîãî, β(0) = 0.

Òåîðåìà 3. Â àóêöèîíå ïåðâîé öåíû ñèììåòðè÷íîå ðàâíîâåñèå äîñòèãàåòñÿ
ïðè èñïîëüçîâàíèè ñëåäóþùåé ñòðàòåãèè:

βI(x) =
∫ x

0

v(y, y)dL(y|x),

ãäå

L(y|x) = e−
∫ x

y
g(t|t)
G(t|t)dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, ïîêàæåì, ÷òî L(·|x) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
ðàñïðåäåëåíèÿ íà èíòåðâàëå [0, x]. Èç-çà àôôèëèðîâàííîñòè äëÿ âñåõ t > 0

g(t|t)
G(t|t)

≥ g(t|0)
G(t|0)

.

Òàêèì îáðàçîì,

−
∫ x

0

g(t|t)
G(t|t)

dt ≤ −
∫ x

0

g(t|0)
G(t|0)

dt = −
∫ x

0

d

dt
(lnG(t|0))dt =

= lnG(0|0)− lnG(x|0) = −∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, L(0|x) = 0. Êðîìå òîãî, L(x|x) = 1 è L(·|x) íåóáûâàåò.
Èç àôôèëèðîâàííîñòè ñèãíàëîâ ñëåäóåò, ÷òî L(·|x′) ≤ L(·|x) äëÿ x′ > x.

Òàê êàê v(y, y) âîçðàñòàåò, êàê ôóíêöèÿ îò y, òî β = βI òàêæå âîçðàñòàåò,
êàê ôóíêöèÿ îò x.

Ðàññìîòðèì òåïåðü àãåíòà, êîòîðûé äåëàåò ñòàâêó β(z) ïðè ñêðûòîì
ñèãíàëå x. Òàê êàê β âîçðàñòàåò,

Π(z, x) =
∫ z

0

(v(x, y)− β(z))g(y|x)dy.

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïðåäûäóùåå âûðàæåíèå ïî z, ïîëó÷àåì:

∂Π
∂z

= (v(x, z)− β(z))g(z|x)− β′(z)G(z|x) =

= G(z|x)
(

(v(x, z)− β(z))
g(z|x)
G(z|x)

− β′(z)
)
.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé z < x. Òàê êàê v(x, z) > v(z, z) è ñèãíàëû
àôôèëèðîâàíû, ñëåäîâàòåëüíî:

g(z|x)
G(z|x)

>
g(z|z)
G(z|z)

,
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à çíà÷èò:

∂Π
∂z

> G(z|x)
(

(v(x, z)− β(z))
g(z|z)
G(z|z)

− β′(z)
)

= 0.

Àíàëîãè÷íî, â ñëó÷àå, êîãäà z > x, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ∂Π
∂z < 0. Èç ýòîãî

ñëåäóåò, ÷òî Π(z, x) ìàêñèìèçèðóåòñÿ â òî÷êå z = x.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ, îáîáùåíèåì ïðåäûäóùèõ ðåçóëüòàòîâ.
Òàê, ïðè ÷àñòíûõ çíà÷åíèÿõ v(y, y) = y, à ïðè íåçàâèñèìûõ ñèãíàëàõ
G(·|x) = G(·). Ñëåäîâàòåëüíî,

L(y|x) = e−
∫ x

y
g(t)
G(t) dt =

1
G(x)

G(y).

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû S1, S2, T , ðàâíîìåðíûå è
íåçàâèñèìûå íà èíòåðâàëå [0, 1]. Ïóñòü â àóêöèîíå ó÷àñòâóþò äâà àãåíòà
ñ íåòî÷íûìè ñèãíàëàìè X1 = S1 + T è X2 = S2 + T , à îáùàÿ öåííîñòü
ëîòà âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: V = 1

2 (X1 +X2).
Íàëè÷èå T îáåñïå÷èâàåò àôôèëèðîâàííîñòü ñèãíàëîâ X1 è X2. Òàê êàê

ó÷àñòíèêà âñåãî äâà, òî Y1 = X2.
Ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü X1 è Y1 (ðèñ. 1) âû÷èñëÿåòñÿ îòäåëüíî íà

ðàçíûõ òðåóãîëüíûõ ó÷àñòêàõ.

Ðèñ. 1. Ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåëè÷èí X1 è Y1.

Ïóòåì íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ [0, 2]

g(x|x)
G(x|x)

=
2
x
,
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à äëÿ âñåõ y ∈ [0, x]

L(y|x) =
y2

x2
.

Òîãäà, èç äîêàçàííîé òåîðåìû ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî îïòèìàëüíàÿ ðàâíîâåñíàÿ
ñòðàòåãèÿ â äàííîì ñëó÷àå èìååò ñëåäóþùèé âèä:

βI(x) =
∫ x

0

v(y, y)dL(y|x) =
2
3
x,

ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî v(x, y) = 1
2 (x+ y).

3 Ñðàâíåíèå äîõîäîâ è ýôôåêòèâíîñòü

Äàëåå áóäåò ñðàâíåíà äîõîäíîñòü òðåõ îïèñàííûõ òèïîâ àóêöèîíîâ â ñëó÷àå,
êîãäà àãåíòû äåéñòâóþò â ðàìêàõ ñèììåòðè÷íîé ðàâíîâåñíîé ñòðàòåãèè.
Ïðè íàëè÷èè àôôèëèðîâàííûõ ñèãíàëîâ è çàâèñèìûõ öåííîñòåé óæå íå
äåéñòâóåò ïðèíöèï ýêâèâàëåíòíîñòè äîõîäíîñòè. Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî,
÷òî àíãëèéñêèé àóêöèîí ïðåâîñõîäèò ïî äîõîäíîñòè àóêöèîí âòîðîé öåíû,
êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðåâîñõîäèò àóêöèîí ïåðâîé öåíû.

3.1 Àíãëèéñêèé àóêöèîí ïðîòèâ àóêöèîíà âòîðîé öåíû

Òåîðåìà 4. Îæèäàåìûé äîõîä îò àíãëèéñêîãî àóêöèîíà íå ïðåâîñõîäèò
îæèäàåìûé äîõîä îò àóêöèîíà âòîðîé öåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â àóêöèîíå âòîðîé öåíû ðàâíîâåñèå äîñòèãàåòñÿ ïðè
èñïîëüçîâàíèè ñòðàòåãèè βII(x) = v(x, x), ãäå v(x, y) = E[V1|X1 = x, Y1 = y].
Äëÿ ñëó÷àÿ x > y,

v(y, y) = E[u(X1, Y1, Y2, . . . , YN−1|X1 = y, Y1 = y] =
= E[u(Y1, Y1, Y2, . . . , YN−1|X1 = y, Y1 = y] ≤

≤ E[u(X1, Y1, Y2, . . . , YN−1|X1 = x, Y1 = y].

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî u âîçðàñòàåò, è ñèãíàëû
àôôèëèðîâàíû.

Äîõîä â äàííîì ñëó÷àå âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E[RII ] = E[βII(Y1)|X1 > Y1] = E[v(Y1, Y1)|X1 > Y1] ≤
≤ E[E[u(X1, Y1, Y2, . . . , YN−1|X1 = x, Y1 = y]|X1 > Y1] =

= E[u(X1, Y1, Y2, . . . , YN−1|X1 > Y1] =

= E[β2(Y1, Y2, . . . , YN−1)] = E[REng].

Çäåñü ÷åðåç β2 îáîçíà÷åíà ñòðàòåãèÿ äëÿ àíãëèéñêîãî àóêöèîíà, â
ñëó÷àå, êîãäà â èãðå îñòàþòñÿ äâà àãåíòà. Öåíà, íà êîòîðîé ïðåäïîñëåäíèé
àãåíò â àíãëèéñêîì àóêöèîíå âûõîäèò èç èãðû � ýòî è åñòü öåíà, êîòîðóþ
çàïëàòèò ïîáåäèòåëü.

Ñòîèò îòìåòèòü òîò ôàêò, ÷òî àíãëèéñêèé àóêöèîí äàåò ñòðîãî áîëüøóþ
äîõîäíîñòü, ÷åì àóêöèîí âòîðîé öåíû, òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà
îäíîâðåìåííî ïðèñóòñòâóþò è çàâèñèìîñòü çíà÷åíèé è àôôèëèðîâàííîñòü
ñèãíàëîâ. Äëÿ íåçàâèñèìûõ ñèãíàëîâ èëè èíäèâèäóàëüíûõ çíà÷åíèé ýòè
äâà àóêöèîíà ýêâèâàëåíòíû.
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3.2 Àóêöèîí âòîðîé öåíû ïðîòèâ àóêöèîíà ïåðâîé

öåíû

Òåîðåìà 5. Îæèäàåìûé äîõîä îò àóêöèîíà âòîðîé öåíû íå ìåíüøå
îæèäàåìîãî äîõîäà îò àóêöèîíà ïåðâîé öåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â àóêöèîíå ïåðâîé öåíû âûïëàòà ðàâíà â òî÷íîñòè ñòàâêå
ïîáåäèòåëÿ βI(x). Â àóêöèîíå âòîðîé öåíû îæèäàíèå âûïëàòû âûèãðàâøåãî
àãåíòà ñ ñèãíàëîì x ðàâíî E[βII(Y1)|X1 = x, Y1 < x].

Ïîêàæåì, ÷òî âòîðîå âûðàæåíèå íå ïðåâîñõîäèò ïåðâîå. Òàê êàê
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî àãåíò ñ ñèãíàëîì x âûèãðàåò àóêöèîí, ðàâíà â îáîèõ
ñëó÷àÿõ (ýòî ïðîñòî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñèãíàë x îêàæåòñÿ íàèáîëüøèì),
òî èç ýòîãî ôàêòà áóäåò ñëåäîâàòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

E[βII(Y1)|X1 = x, Y1 < x] = E[v(Y1, Y1)|X1 = x, Y1 < x] =

=
∫ x

0

v(y, y)dK(y|x)

ãäå äëÿ âñåõ y < x

K(y|x) =
1

G(x|x)
G(y|x).

Âñïîìíèì, ÷òî K(·|x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå [0, x]. Êðîìå
òîãî,

βI(x) =
∫ x

0

v(y, y)dL(y|x)

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå [0, x].
Äàëåå ìû äîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ y < x K(y|x) ≤ L(y|x), èëè,

èíûìè ñëîâàìè, K(y|x) ñòîõàñòè÷åñêè äîìèíèðóåò íàä L(y|x). Ïîñêîëüêó v
âîçðàñòàåò, èç ýòîãî ôàêòà áóäåò ñëåäîâàòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî äîìèíèðîâàíèÿ, âñïîìíèì, ÷òî èç
àôôèëèðîâàííîñòè ñèãíàëîâ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ t < x G(·|x) äîìèíèðóåò
íàä G(·|t) â òåðìèíàõ îáðàòíîé äîëè ðèñêà. Òàêèì îáðàçîì:

g(t|t)
G(t|t)

≤ g(t|x)
G(t|x)

.

Çíà÷èò, äëÿ âñåõ y < x:

−
∫ x

y

g(t|t)
G(t|t)

dt ≥ −
∫ x

y

g(t|x)
G(t|x)

dt = −
∫ x

y

d

dt
(lnG(t|x))dt =

= lnG(y|x)− lnG(x|x) = ln
(
G(y|x)
G(x|x)

)
.

Îñòàëîñü ïðèìåíèòü ê îáåèì ÷àñòÿì ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà ýêñïîíåíòó,
÷òîáû ïîëó÷èòü òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.

Ïðèìåð 3. Âñïîìíèì ïðåäûäóùèé ïðèìåð: ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
S1, S2, T ðàâíîìåðíû è íåçàâèñèìû íà [0, 1]. Èìåþòñÿ äâà ó÷àñòíèêà ñ
ñèãíàëàìè X1 = S1 + T è X2 = S2 + T è îáùàÿ öåííîñòü V = 1

2 (X1 +X2).
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Òàê êàê ó÷àñòíèêà âñåãî äâà, òî Y1 = X2, v(x, y) = 1
2 (x + y),

ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ àóêöèîíà âòîðîé öåíû ðàâíîâåñíîé áóäåò ñòðàòåãèÿ
βII(x) = x. Îæèäàíèå äîõîäà â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ñëåäóþùèì:

E[RII ] = E[min{X1, X2}] = E[min{S1, S2}] + E[T ] =
5
6
.

Â ñëó÷àå àóêöèîíà ïåðâîé öåíû βI(x) = 2
3x, à ñîîòâåòñòâóþùåå

îæèäàíèå äîõîäà

E[RI ] = E[max{2
3
X1,

2
3
X2}] =

2
3
E[min{S1, S2}] +

2
3
E[T ] =

7
9
.

Òàêèì îáðàçîì, êàê è îæèäàëîñü, E[RII ] > E[RI ].

Èòîãè

Èòàê, ìåæäó ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè äîõîäîâ àóêöèëíîâ ïåðâîé
è âòîðîé öåíû è àíãëèéñêîãî àóêöèîíà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
ñîîòíîøåíèÿ:

E[REng] ≥ E[RII ] ≥ E[RI ].

Â íà÷àëå ëåêöèè óïîìèíàëîñü, ÷òî â àóêöèîíå ïåðâîé öåíû àãåíòó
íåîáõîäèìî çàíèæàòü çàÿâëåííóþ öåíó, ÷òîáû èçáåæàòü �ïðîêëÿòüÿ
ïîáåäèòåëÿ�.

Òåîðåìà 6. Â àóêöèîíå ïåðâîé öåíû èìååò ìåñòî �ïðîêëÿòüå
ïîáåäèòåëÿ�, òî åñòü

βI(x) < E[V1|X1 = x, Y1 < x].

Äîêàçàòåëüñòâî.

βI(x) =
∫ x

0

v(y, y)dL(y|x) ≤

≤
∫ x

0

v(y, y)dK(y|x) ≤

≤
∫ x

0

v(x, y)dK(y|x) =

= E[V1|X1 = x, Y1 < x]

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî K(·|x) ñòîõàñòè÷åñêè
äîìèíèðóåò íàä L(·|x), à âòîðîå � èç òîãî, ÷òî v(·, y) âîçðàñòàåò.

Òåîðåìà 7. Â àóêöèîíå âòîðîé öåíû òàêæå èìååò ìåñòî �ïðîêëÿòüå
ïîáåäèòåëÿ�.

Äîêàçàòåëüñòâî.

E[βII(Y1)|X1 = x, Y1 < x] =
∫ x

0

v(y, y)dK(y|x) ≤ E[V1|X1 = x, Y1 < x]
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3.3 Ýôôåêòèâíîñòü

Äëÿ âñåõ òðåõ ðàññìîòðåííûõ âûøå àóêöèîíîâ ñ çàâèñèìûìè öåííîñòÿìè
íàéäåííûå íàìè ñèììåòðè÷íûå ðàâíîâåñíûå ñòðàòåãèè îêàçàëèñü âîçðàñòàþùèìè
îòíîñèòåëüíî íåòî÷íîãî ñèãíàëà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ýòèõ ñòðàòåãèÿõ
ïîáåæäàåò âñåãäà òîò èãðîê, ó êîòîðîãî íàèáîëüøèé ñèãíàë.

Íàïîìíèì, ÷òî àóêöèîí íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì, åñëè ëîò âñåãäà
äîñòàåòñÿ àãåíòó, äëÿ êîòîðîãî îí ïðåäñòàâëÿåò íàèáîëüøóþ öåííîñòü (íå
çàâèñèìî îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè ñèãíàë ýòîãî àãåíòà íàèáîëüøèì, èëè íåò).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîëó÷åííûå íàìè ñèììåòðè÷åñêèå ðàâíîâåñíûå
ñòðàòåãèÿ ìîãóò âîâñå íå áûòü ýôôåêòèâíûìè. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé
ïðèìåð:

Ïðèìåð 4. Ïóñòü èìååòñÿ äâîå àãåíòîâ, öåííîñòè ëîòà äëÿ êîòîðûõ
âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

v1(x1, x2) =
1
3
x1 +

2
3
x2

v2(x1, x2) =
2
3
x1 +

1
3
x2

Â äàííîì ñëó÷àå v1 > v2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x2 > x1. Òàêèì
îáðàçîì, ó àãåíòà ñ áîëåå íèçêîé öåííîñòüþ ñèãíàë áóäåò âûøå, à çíà÷èò,
âåùü äîñòàíåòñÿ åìó.

Êàê âèäíî èç ïðèìåðà, ïðàêòè÷åñêè âñå ôîðìû àóêöèîíîâ ìîãóò áûòü
íåýôôåêòèâíûìè.

Îïðåäåëåíèå 3. Ãîâîðÿò, ÷òî öåííîñòè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

îäíîãî ïåðåñå÷åíèÿ (single crossing condition), åñëè äëÿ âñåõ i 6= j è âñåõ
x âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå:

∂vi
∂xi

(x) ≥ ∂vj
∂xi

(x).

Ýòî óñëîâèå íîñèò òàêîå íàçâàíèå, ïîòîìó ÷òî èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî
åñëè çàôèêñèðîâàòü ñèãíàëû âñåõ àãåíòîâ, êðîìå i, òî vi êàê ôóíêöèÿ îò
ñèãíàëà xi â êàæäîé òî÷êå áóäåò êðó÷å, ÷åì vj . Òàêèì îáðàçîì, îíè áóäóò
ïåðåñåêàòüñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà.

Â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîé ìîäåëè ñ çàâèñèìûìè öåííîñòÿìè vi(x) =
u(xi,x−i), è u ñèììåòðè÷íà îò ïîñëåäíèõ N − 1 àðãóìåíòîâ. Îáîçíà÷èì
÷åðåç u′j ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ u îòíîñèòåëüíî j-ãî àðãóìåíòà. Â äàííîì
ñëó÷àå äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ îäíîãî ïåðåñå÷åíèÿ äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ,
÷òî äëÿ âñåõ j 6= 1 u′1 ≥ u′j . áîëåå òîãî, â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè u, äîñòàòî÷íî
ëèøü âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ u′1 ≥ u′2.

Óñëîâèå îäíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ãàðàíòèðóåò, ÷òî ôàêòè÷åñêèå (ex post)
çíà÷åíèÿ öåííîñòè ëîòà äëÿ âñåõ àãåíòîâ áóäóò óïîðÿäî÷åíû òàê æå, êàê è
èõ ñèãíàëû. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, ïðåäïîëîæèì, ÷òî xi > xj . Îïðåäåëèì
ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè (xj , xi,x−ij) è (xi, xj ,x−ij):

α(t) = (1− t)(xj , xi,x−ij) + t(xi, xj ,x−ij).
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Èñïîëüçóÿ ôóíäàìåíòàëüíóþ òåîðåìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ëèíåéíûõ
èíòåãðàëîâ, ìîæíî çàïèñàòü:

u(xi, xj ,x−ij) = u(xj , xi,x−ij) +
∫ 1

0

∇u(α(t)) · α′(t)dt,

ãäå

∇u(α(t)) · α′(t) = u′1(α(t))(xi − xj) + u′2(α(t))(xj − xi) ≥ 0,

òàê êàê xi > xj è u
′
1 ≥ u′2.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè xi > xj öåííîñòü äëÿ àãåíòà i, u(xi, xj ,x−ij), íå
ìåíüøå, ÷åì öåííîñòü äëÿ àãåíòà j, u(xj , xi,x−ij).

Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 8. Ïóñòü äëÿ ñèììåòðè÷íûõ çàâèñèìûõ öåííîñòåé è
àôôèëèðîâàííûõ ñèãíàëîâ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå îäíîãî ïåðåñå÷åíèÿ. Òîãäà
ñèììåòðè÷íûå ðàâíîâåñèÿ äëÿ àóêöèîíîâ ïåðâîé öåíû, âòîðîé öåíû è
àíãëèéñêîãî àóêöèîíà ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûìè.
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