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1. Çàäà÷à ðàñïðåäåëåíèÿ

1.1. Ïîñòàíîâêà è âåðõíÿÿ îöåíêà. Ñóòü çàäà÷è
Ðàññìîòðèì ïðîáëåìó ðàñïðåäåëåíèÿ çàäà÷ â ðåàëüíîì âðåìåíè äëÿ îäíîãî ïðîöåññîðà.

Âîïðîñ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíî âûáèðàòü, íàä êàêîé èç äîñòóïíûõ â
íàñòîÿùèé ìîìåíò çàäà÷ ðàáîòàòü. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå çàäà÷è âûïîëíèòü íå ïîëó÷èòñÿ;
ïðè ïîñòóïëåíèè çàäà÷è íàäî ðåøàòü, ÷òî ñ íåé äåëàòü. Çàäà÷à � ýòî ïàðà (e, d):
âðåìÿ èñïîëíåíèÿ è äåäëàéí. Åñëè çàäà÷à ïîñòóïèëà â ìîìåíò t0, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü
e åäèíèö ¾äîõîäà¿, âûäåëèâ e ñëîòîâ ïðîöåññîðíîãî âðåìåíè âíóòðè èíòåðâàëà t0 ≤ t ≤
t0 + d. Òàêèì îáðàçîì, ìû õîòèì ìàêñèìèçèðîâàòü ñóììàðíîå âðåìÿ ïîëåçíîé ðàáîòû
ïðîöåññîðà. Îñíîâíîé òðóäíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå çàäà÷ äîëæíî
ñòðîèòñÿ â ðåàëüíîì âðåìåíè, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî î êàæäîé êîíêðåòíîé çàäà÷å íè÷åãî
íåèçâåñòíî äî ìîìåíòà åå ïîñòóïëåíèÿ.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû íåîáõîäèì îíëàéí-àëãîðèòì, êîòîðûé áóäåò ðåàãèðîâàòü íà
ïîñòóïàþùèå çàäà÷è. Ñòàíäàðòíûì ïðèåìîì äëÿ àíàëèçà îíëàéí-àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ
ñðàâíåíèå ñ îïòèìàëüíûì ÿñíîâèäÿùèì àëãîðèòîìîì � îôëàéí-àëãîðèòìîì, êîòîðûé
îáëàäàåò ïîëíîé èíôîðìàöèåé î âõîäíûõ äàííûõ óæå â ìîìåíò ñâîåãî çàïóñêà. Îäíîé
èç èíòåðïðåòàöèé òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ èãðà ìåæäó ñîçäàòåëåì îíëàéí-àëãîðèòìà
è åãî ïðîòèâíèêîì. Âíà÷àëå âûáèðàåòñÿ îíëàéí-àëãîðèòì, çàòåì ïðîòèâíèê ïîäáèðàåò
òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà÷ (íàèõóäøóþ äëÿ ðåçóëüòàòà ðàáîòû îíëàéí-àëãîðèòìà),
÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü îòíîøåíèå îïòèìàëüíîñòè � îòíîøåíèå ÷èñëà çàäà÷, âûïîëíåííûõ
îôëàéí-àëãîðèòîì, ê ÷èñëó çàäà÷, âûïîëíåííûõ îíëàéí-àëãîðèòìîì. Îíëàéí-àëãîðèòì
r-îïòèìàëåí, åñëè îí äîñòèãíåò äîëè êàê ìèíèìóì r îò ðåçóëüòàòà îïòèìàëüíîãî àëãîðèòìà.

Date: 25 àïðåëÿ 2008 ã.
Çàêîíñïåêòèðîâàë Àíäðåé Êëåáàíîâ.
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Ïðèìåð è âåðõíÿÿ îöåíêà
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âðåìåííîé ïðîìåæóòîê ìåæäó ïîñòóïëåíèåì çàäà÷è è åå äåäëàéíîì

ðàâåí âðåìåíè èñïîëíåíèÿ çàäà÷è. Òîãäà äëÿ ïîëó÷åíèÿ âåðõíåé îöåíêè âîñïîëüçóåìñÿ
ñëåäóþùåé èäåé. Äëÿ áîëüøîé çàäà÷è Si äëèíîé Li ñî âðåìåíåì ïðèõîäà ai, â òîò
æå ìîìåíò ñîçäàäèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàëåíüêèõ çàäà÷, ñòîÿùèõ ε è íà÷èíàþùèõñÿ
âî âðåìÿ äåäëàéíà ïðåäûäóùåé çàäà÷è â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðîòèâíèê ïåðåñòàåò
ïîñòàâëÿòü ìàëåíüêèå çàäà÷è â òîò ìîìåíò, êîãäà àëãîðèòì ðåøàåò ïðåêðàòèòü âûïîëíåíèå
áîëüøîé çàäà÷è Si è íà÷àòü âûïîëíåíèå ìàëåíüêîé. Òàêèì îáðàçîì, âûèãðûø ñîñòàâèò
âñåãî ε, à íå Li. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà áîëüøàÿ çàäà÷à ñîïðîâîæäàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
îïèñàííûõ âûøå ìàëåíüêèõ çàäà÷, îíà íàçûâàåòñÿ ïðèìàíêîé.

Ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Âðåìÿ äåëèòñÿ íà ýïîõè. Â íà÷àëå êàæäîé ýïîõå
ïðîòèâíèê ñîçäàåò áîëüøóþ çàäà÷ó T0 äëèíû t0 = 1. Ïîòîì, çà ε äî êîíöà áîëüøîé
çàäà÷è Ti äëèíîé ti ñîçäàåò çàäà÷ó Ti+1 äëèíîé ti+1. Åñëè àëãîðèòì ðåøàåò ïåðåêëþ÷èòñÿ
íà âûïîëíåíèå ìàëåíüêîé çàäà÷è, òî ýïîõà çàêàí÷èâàåòñÿ â ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ çàäà÷è
Ti+1. Åñëè æå àëãîðèòì ðåøàåò ïåðåêëþ÷èòñÿ íà âûïîëíåíèå çàäà÷è Ti+1, òî ïðîöåññ
ïðîäîëæàåòñÿ äàëüøå, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýïîõà çàêàí÷èâàåòñÿ â ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ
çàäà÷è Ti+1. Íè îäíà ýïîõà íå ïðîäîëæàåòñÿ äîëüøå ìîìåíòà ïîñòóïëåíèÿ çàäà÷è Tm

äëÿ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà m. Êàê ñëåäóåò èç ïðèâåäåííîãî âûøå îïèñàíèÿ, âñå
çàäà÷è, êðîìå Ti+1, ïðèìàíêè.

Çàìåòèì, ÷òî, âî-ïåðâûõ, èãðîê íè ðàçó íå îñòàâèò ïðèìàíêó ðàäè ìàëåíüêîé çàäà÷è,
ïîòîìó ÷òî îíà äàñò åìó âûèãðûø çà âñþ ýïîõó íå ïðåâûøàþùèé ε. Âî-âòîðûõ, ìîæíî
ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî â òå÷åíèå îäíîé ýïîõè èãðîê ïîëó÷èò ëèáî ñòîèìîñòü îäíîé
çàäà÷è Ti, i < m, ëèáî � çàäà÷è Tm.

Ââåä¼ì òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âðåì¼í:

ti+1 = (cti −
i∑

j=0

tj), c� íåêàÿ êîíñòàíòà, êîòîðàÿ áóäåò îïðåäåëåíà â äàëüíåéøåì.

Òîãäà, åñëè èãðîê âûïîëíèë çàäà÷ó Ti, òî îí ïîëó÷àåò âûèãðûø ti, à ïðîòèâíèê �∑i+1
j=0 tj (îí âûïîëíèò âñå ìàëåíüêèå çàäà÷è äî Ti+1 è åå ñàìó).
Â ýòîì ñëó÷àå îòíîøåíèå ïîëó÷àåòñÿ ðàâíûì:

ti∑i+1
j=0 tj

=
ti

cti −
∑i

j=0 tj +
∑i

j=0 tj
=

1

c
.

À åñëè èãðîê âûïîëíèë Tm, òî îí ïîëó÷àåò tm, à ïðîòèâíèê �
∑m

j=0 tj. Îñòàëîñü
âûáðàòü c è m òàê, ÷òîáû tmPm

j=0 tj
òîæå íå ïðåâûøàëî 1

c
. Ò.å. íàäî íàéòè ìàêñèìàëüíîå

c òàêîå, ÷òî ôóíêöèÿ t : N→ N, çàäàííàÿ ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

t0 = 1, ti+1 = (cti −
i∑

j=0

tj),

óäîâëåòâîðÿëà áû óñëîâèþ
∃m ≥ 0 :

tm∑m
j=0 tj

≤ 1

c
.

Çàìåòèì, ÷òî ∃m ≥ 0 : tmPm
j=0 tj

≤ 1
c
ýêâèâàëåíòíî ∃l ≥ 0 : tl+1 ≤ tl.
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Äåéñòâèòåëüíî, tmPm
j=0 tj

= tm
tm+

Pm−1
j=0 tj

= tm
ctm−1

. Äàëåå, ti+2 = cti+1 −
∑i+1

j=0 tj = cti+1 −
ti+1−

∑i
j=0 tj = cti+1−ti+1+ti+1−cti = c(ti+1−ti). Òàêèì îáðàçîì, ðåêóððåíòíîå óñëîâèå

ýêâèâàëåíòíî
t0 = 1, t1 = c− 1, ti+2 = c(ti+1 − ti).

Åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå x2 − cx + c = 0 èìååò êîðíè x1,2 = c±√c2−4c
2

.
Åñëè c = 4, òî ti = i2i−1 + 2i. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå tl+1 ≤ tl íå

âûïîëíÿåòñÿ. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî íåîáõîäèìîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ
òîëüêî ïðè c < 4.

1.2. Íèæíÿÿ îöåíêà, ðàâíàÿ âåðõíåé. 1/4-îïòèìàëüíûé àëãîðèòì TD1

Ïîêàæåì, ÷òî âåðõíÿÿ îöåíêà 1/4 äîñòèæèìà � ñóùåñòâóåò îíëàéí-àëãîðèòì TD1,
êîòîðûé âûïîëíèò êàê ìèíèìóì ÷åòâåðòü çàäà÷ äëÿ ëþáîé âõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ïåðåä ðàññìîòðåíèåì ñàìîãî àëãîðèòìà ââåäåì íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî âñå çàäà÷è èìåþò íóëåâóþ laxity � ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èñïîëíåíèå çàäà÷è
íàäî ëèáî íà÷èíàòü ñðàçó â ìîìåíò åå ïîñòóïëåíèÿ, ëèáî îòêàçûâàòüñÿ îò íåãî. Ïîäîáíîå
ïðåäïîëîæåíèå ïîçâîëèò çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü àëãîðèòì.

Çàäà÷à Ti îïèñûâàåòñÿ ÷åòâåðêîé Ti = (ai, ci, di, vi):
• ai � arrival time, âðåìÿ ïðèõîäà çàäà÷è;
• ci � computation time, íåîáõîäèìîå âðåìÿ äëÿ åå èñïîëíåíèÿ;
• di � deadline, âðåìÿ, ê êîòîðîìó çàäà÷à äîëæíà áûòü ðåøåíà;
• vi � value, ïîîùðåíèå çà èñïîëíåíèå çàäà÷è â ñðîê.

Îáîçíà÷èì li = di − ci ñàìîå ïîçäíåå âðåìÿ íà÷àëà èñïîëíåíèÿ çàäà÷è i. Çàìåòèì,
÷òî â ñëó÷àå íóëåâîé laxity, îíî ðàâíî íóëþ.

Ââåäåì îïðåäåëåíèå (âðåìåííîãî) èíòåðâàëà. Ïóñòü t îáîçíà÷àåò òåêóùåå âðåìÿ.
Òîãäà èíòåðâàë â t � ýòî ïðîìåæóòîê âðåìåíè [tb, te), â êîòîðîì åñòü çàíÿòûé ïîäïðîìåæóòîê
[tb, tf ], à çà íèì (âîçìîæíî) ïîäïðîìåæóòîê ïðîñòîÿ [tf , te), ãäå tb ≤ t � âðåìÿ, êîãäà
ñèñòåìà íà÷àëà ðàáîòàòü, tf (t ≤ tf ) � âðåìÿ, êîãäà ñèñòåìà ñíîâà ïåðåéä¼ò (îæèäàåòñÿ,
÷òî ïåðåéä¼ò) â íåðàáî÷åå ñîñòîÿíèå, ïîòîìó ÷òî èñïîëíåíèå çàäà÷è çàâåðøèòñÿ, è

te = max(tf , max(ddisc)),

ãäå ddisc � äåäëàéíû çàäà÷, îò êîòîðûõ ïðèä¼òñÿ îòêàçàòüñÿ íà ïðîòÿæåíèè [tb, tf ].
Èíòåðâàë çàìêíóòûé, åñëè íà í¼ì çàâåðøèëîñü âûïîëíåíèå çàäà÷è, îòêðûòûé � â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Ðàññìîòðèì èíòåðâàë ∆. Åãî ðàçìåð çàâèñèò îò çàäà÷. Îí ðàñò¼ò, ïîãëîùàÿ íîâûå

îòêðûòûå èíòåðâàëû, ïîêà íå ñòàíåò çàìêíóòûì.
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñòóïàþùèõ çàäà÷

(Ta1 , Ta2 , . . . , Tan) è ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåðâàëû (∆a1 , ∆a2 , . . . , ∆an),

ãäå ∆ai
� èíòåðâàë, â êîòîðîì çàäà÷à Tai

ïîñòóïèëà íà âõîä àëãîðèòìó, à ∆n = ∆.
Îáîçíà÷èì

(T1, T2, . . . , Tk)

çàäà÷è, êîòîðûå ðåàëüíî âûïîëíÿþòñÿ ñèñòåìîé, ïðè÷¼ì Ti ïðåðûâàåò ïðåäûäóùóþ
çàäà÷ó, è

(∆1, ∆2, . . . , ∆k), �
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ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåðâàëû. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíòåðâàëîâ ìîíîòîííî âîçðàñòàþò â
êàæäîì ñëó÷àå.

Îïèøåì àëãîðèòì TD1 ñ ó÷åòîì ïðåäïîëîæåíèÿ î íóëåâîé laxity. Àëãîðèòì ðàáîòàåò
ñëåäóþùèì îáðàçîì: êîãäà ïðèõîäèò íîâàÿ çàäà÷à Tnext,

• îáíîâèòü ∆run (òåêóùèé èíòåðâàë);
• åñëè vrun < ∆run/4, òî Trun = Tnext.

Ò.å. åñëè íîâàÿ ñòîèìîñòü â÷åòâåðî ïðåâûøàåò òåêóùèé ðàçìåð èíòåðâàëà, íåîáõîäèìî
âçÿòü íîâóþ çàäà÷ó.

Äîêàæåì, ÷òî ýòîò àëãîðèòì ïîëó÷àåò, ïî êðàéíåé ìåðå, ÷åòâåðòü îò âûèãðûøà
îïòèìàëüíîãî àëãîðèòìà. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì ïî èíäóêöèè âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå:
vk > ∆k

2
.

Áàçà: k = 1 v1 = ∆1 > ∆1/2.
Ïåðåõîä: ïóñòü óòâåðæäåíèå vi > ∆i

2
âåðíî äëÿ k = i, äîêàæåì äëÿ i + 1. Ïîñêîëüêó

Ti ïðåðûâàåòñÿ Ti+1, òî vi < ∆i+1/4 è ∆i+1 < ∆i + vi+1. Íàêîíåö, 2vi+1 = vi+1 + vi+1 >
vi+1 + ∆i+1 −∆i > vi+1 + 4vi −∆i > vi+1 + 2∆i −∆i = vi+1 + ∆i > ∆i+1.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. Ïåðâûé ñëó÷àé: Tan = Tk,
ò.å. ïîñëå Tk íèêàêèõ çàäà÷ íå ïðèõîäèëî. Òîãäà ïðîñòî vk > ∆k

2
= ∆

2
> ∆

4
. Âòîðîé

ñëó÷àé: ïîñëå Tk åù¼ ïðèõîäèëè çàäà÷è, íî îíè áûëè îòáðîøåíû, ñëåäîâàòåëüíî, vk ≥
∆an

4
= ∆

4
. ¤

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà ó çàäà÷ åñòü laxities. Î÷åðåäü Q èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ õðàíåíèÿ îæèäàþùèõ âûïîëíåíèÿ çàäà÷, îòñîðòèðîâàííûõ ïî âðåìåíè li (ñàìîãî
ïîçäíåãî âðåìåíè ñòàðòà). Êàê òîëüêî ïðèõîäèò íîâàÿ çàäà÷à, îíà ïîìåùàåòñÿ â î÷åðåäü.
Åñëè ñèñòåìà ñâîáîäíà, òî îíà íà÷èíàåò âûïîëíÿòü ïåðâóþ çàäà÷ó èç î÷åðåäè. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåøåíèå î âûïîëíåíèè çàäà÷è ïðèíèìàåòñÿ â ìîìåíò ñàìîãî ïîçäíåãî
ñòàðòà ïåðâîé çàäà÷è èç î÷åðåäè. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâàÿ çàäà÷à â èíòåðâàëå èìååò lax-
ity, à îñòàëüíûå óæå íåò. Åñëè àëãîðèòì âûïîëíèë çàäà÷ó ñ íåíóëåâîé laxity, à êàêèå-
òî äðóãèå ñðî÷íûå çàäà÷è îòêëîíèë, òî ÿñíîâèäÿùèé àëãîðèòì ìîã ïðèîñòàíîâèòü
âûïîëíåíèå çàäà÷è (íàëè÷èå laxity ïîçâîëÿåò ýòî ñäåëàòü), âûïîëíèòü ñðî÷íûå, à ïîòîì
âåðíóòüñÿ ê âûïîëíåíèþ ïåðâîé çàäà÷è, è òåì ñàìûì îáîãíàòü îíëàéí-àëãîðèòì. Äëÿ
ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ââåä¼ì ïåðåìåííóþ pl (potential loss) � ñòîèìîñòü ïåðâîé
çàäà÷è â êàæäîì èíòåðâàëå.

Àëãîðèòì òåïåðü òàêîé: êîãäà ïðèõîäèò íîâàÿ çàäà÷à, îíà ïîìåùàåòñÿ â î÷åðåäü Q.
Êîãäà ñèñòåìà îñâîáîæäàåòñÿ è Q íåïóñòà, Trun = dequeue(Q), pl = vrun. Êîãäà ñèñòåìà
ðàáîòàåò è çâó÷èò áóäèëüíèê (íàñòóïàåò l íåêîòîðîé çàäà÷è èç Q):

• Tnext = dequeue(Q); update(∆run).
• Åñëè vrun < (∆run + pl)/4, òî Trun = Tnext.

Äëÿ ýòîãî àëãîðèòìà äîêàæåì, ÷òî îí ïîëó÷àåò êàê ìèíèìóì ÷åòâåðòü îò âûèãðûøà
îïòèìàëüíîãî àëãîðèòìà.

Ðàññìîòðèì òàêèå æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäà÷ è èíòåðâàëîâ Ti, Tai
, ∆i, ∆ai

, ÷òî è
â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ laxity.

Ñíà÷àëà ïî èíäóêöèè äîêàæåì, ÷òî vk ≥ ∆k+pl
2

.
Áàçà: k = 1 v1 = ∆1 = (∆1 + pl)/2.
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Ïåðåõîä: ïóñòü óòâåðæäåíèå vi > ∆i+pl
2

âåðíî äëÿ k = i, äîêàæåì äëÿ i+1. Ïîñêîëüêó
Ti ïðåðûâàåòñÿ Ti+1, òî vi < ∆i+1+pl/4 è ∆i+1 < ∆i+vi+1. Íàêîíåö, 2vi+1 = vi+1+vi+1 >
vi+1+∆i+1−∆i > vi+1+4vi−pl−∆i > vi+1+2(∆i+pl)−pl−∆i = vi+1+∆i+pl > ∆i+1+pl.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îïÿòü ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. Ïåðâûé ñëó÷àé:
Tan = Tk, ò.å. ïîñëå Tk íèêàêèõ çàäà÷ íå ïðèõîäèëî. Òîãäà ïðîñòî vk > ∆k+pl

2
=

∆+pl
2

> ∆+pl
4

. Âòîðîé ñëó÷àé: ïîñëå Tk åù¼ ïðèõîäèëè çàäà÷è, íî îíè áûëè îòáðîøåíû,
ñëåäîâàòåëüíî, vk ≥ ∆an+pl

4
= ∆

4
. ¤

2. Äèçàéí ìåõàíèçìîâ äëÿ çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ

2.1. Ïîñòàíîâêà. Çà÷åì ïðèìåíÿòü äèçàéí ìåõàíèçìîâ
Ðàññìîòðèì ðàáîòó àëãîðèòìà TD1 äëÿ òðåõ çàäà÷:
• a1 = 0, d1 = 0.9, c1 = 0.9, v1 = 0.9;
• a2 = 0.5, d2 = 5.5, c2 = 4, v2 = 4;
• a3 = 4.8, d3 = 17, c3 = 12.2, v3 = 12.2.

Ñíà÷àëà àëãîðèòì âûïîëíèò T1, à ïîòîì íà÷í¼ò âûïîëíÿòü T2. Â ìîìåíò âðåìåíè
4.8, êîãäà íàäî áóäåò ïðèíèìàòü ðåøåíèå î âûïîëíåíèè T3, îí ïîäñ÷èòàåò, ÷òî

te − tb + pl

4
=

17− 0.9 + 4

4
> 4 = v2,

è íà÷í¼ò âûïîëíåíèå òðåòüåé çàäà÷è. Äèçàéí ìåõàíèçìîâ ìîæíî ïðèìåíèòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Íàïðèìåð, åñëè àãåíò, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò âòîðàÿ çàäà÷à, ñîâðåò ïðî åå
äåäëàéí è îáúÿâèò åãî ðàâíûì d̂2 = 4.7, òî â ìîìåíò 0.7 ýòà çàäà÷à áóäåò èìåòü íóëåâóþ
laxity. Àëãîðèòì äîëæåí áóäåò ïðèíèìàòü ðåøåíèå î åå âûïîëíåíèè, îí ïîëó÷èò, ÷òî

te − tb + pl

4
=

4.7− 0 + 1

4
> 0.9 = v1,

è íà÷íåò âûïîëíÿòü âòîðóþ çàäà÷ó, êîòîðàÿ óñïååò çàâåðøèòüñÿ äî ïîñòóïëåíèÿ òðåòüåé.
Ôîðìóëèðîâêà
Åñòü öåíòð, êîíòðîëèðóþùèé ïðîöåññîð, è N àãåíòîâ, ÷èñëî àãåíòîâ èçíà÷àëüíî

íåèçâåñòíî öåíòðó. Êàæäûé àãåíò âëàäååò îäíîé çàäà÷åé i. Õàðàêòåðèñòèêè çàäà÷è
îïðåäåëÿþò òèï àãåíòà θi. Â ìîìåíò ai àãåíò i óçíà¼ò ñâîé òèï θi è, íà÷èíàÿ ñ ýòîãî
âðåìåíè, ìîæåò ïðåäëàãàòü çàäà÷ó ïðîöåññîðó. Îí äåëàåò ýòî, îáúÿâëÿÿ θ̂i = (âi, d̂i, ĉi, v̂i),
à çàòåì ôóíêöèÿ g : Θ → O âûáèðàåò èñõîä, ò.å. ðàñïèñàíèå. Ìû íå áóäåì îòäàâàòü
çàäà÷ó îáðàòíî àãåíòó äî åãî îáúÿâëåííîãî äåäëàéíà d̂i, äàæå åñëè âûïîëíèëè åå ðàíüøå
ýòîãî ñðîêà. Ýòî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ âàæíûì äëÿ îïèñûâàåìîãî ìåõàíèçìà.

Ïîëåçíîñòü äëÿ êàæäîãî àãåíòà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ui(g(θ̂), θi) = viµ(ei(θ̂, di) ≥ ci)µ(d̂i ≤ di)− pi(θ̂),

ãäå µ � èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ ñâîåãî àðãóìåíòà, pi � âûïëàòà, êîòîðóþ äîëæåí
ñäåëàòü àãåíò, ei � êîëè÷åñòâî âðåìåíè íà òåêóùèé ìîìåíò, êîòîðîå ïðîöåññîð ïðîðàáîòàë
íàä çàäà÷åé i. Ïîëåçíîñòü � êâàçèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îò ïîîùðåíèÿ çà âûïîëíåíèå
çàäà÷è â ñðîê è îò âûïëàòû àãåíòà öåíòðó. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êàæäûé àãåíò
ñòðåìèòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü ñâîþ ïîëåçíîñòü. Àãåíò íå ìîæåò äåêëàðèðîâàòü âðåìÿ
èñïîëíåíèÿ çàäà÷è ìåíüøå íàñòîÿùåãî, ò.ê. öåíòð ýòî çàìåòèò, è íå ìîæåò äàòü çàäà÷ó

5



öåíòðó äî íàñòóïëåíèÿ ìîìåíòà ai ïîòîìó, ÷òî ñàì åùå íè÷åãî î íåé íå çíàåò. Òàêèì
îáðàçîì, àãåíò ìîæåò ïðåäëîæèòü öåíòðó θ̂i = (âi, d̂i, ĉi, v̂i), ãäå âi ≥ ai, ĉi ≥ ci.

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è vi è ci ðàçíûå. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî çíàòü
âåðõíþþ îöåíêó íà îòíîøåíèå vi

ci
= ρi, íàçûàåìîå ïëîòíîñòüþ. Ïóñòü ρmin = mini ρi = 1,

à ρmax = maxi ρi = k. Íàø ìåõàíèçì áóäåò ((1 +
√

k)2 + 1)-îïòèìàëüíûì.
2.2. Ìåõàíèçì è åãî àíàëèç. Â îòëè÷èå îò àëãîðèòìà TD1 ìåõàíèçì íå äàåò ïðåäïî÷òåíèé
àêòèâíîé çàäà÷å (TD1 òðåáîâàë, ÷òîáû íîâàÿ çàäà÷à áûëà â÷åòâåðî âûãîäíåå). Ìåõàíèçì
ïðîñòî èñïîëíÿåò ðàáîòó ñ ìàêñèìàëüíûì ïðèîðèòåòîì

v̂i +
√

kei(θ̂, t)ρmin.

Ñ àãåíòà, ÷üþ çàäà÷à âûïîëíèëàñü, öåíòð áåð¼ò ñóììó ïî ïðàâèëó ¾âòîðîé öåíû¿:
ìèíèìàëüíîå v (ïðè íåèçìåííûõ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðàõ), êîòîðîå îí ìîã áû çàÿâèòü
òàê, ÷òîáû åãî ðàáîòà âñ¼ æå âûïîëíèëàñü. Òîãäà ñðàçó, êàê â Âèêðè-àóêöèîíàõ èëè
VCG, àâòîìàòè÷åñêè ïîëó÷èòñÿ ðàöèîíàëüíîñòü è ïðàâäèâîñòü îòíîñèòåëüíî ñòîèìîñòåé
vi. Îñòàëîñü ïîíÿòü, ïî÷åìó ìåõàíèçì ïðàâäèâ îòíîñèòåëüíî òð¼õ äðóãèõ ïàðàìåòðîâ:
ai, ci è di. Âî-ïåðâûõ, óëó÷øàòü (óìåíüøàòü) ai è ci ìû óæå çàïðåòèëè. Âî-âòîðûõ,
óëó÷øàòü (óâåëè÷èâàòü) di òîæå áåññìûñëåííî: àãåíòó îòäàäóò ðàáîòó, êîãäà áóäåò óæå
ïîçäíî. Èìåííî äëÿ ýòîãî íóæíî áûëî âîçâðàùàòü çàäà÷ó íå ñðàçó ïîñëå âûïîëíåíèÿ,
à â ìîìåíò çàÿâëåííîãî äåäëàéíà. Îñòàåòñÿ íåî÷åâèäíûì, ïî÷åìó àãåíòó íåâûãîäíî
óõóäøàòü ïàðàìåòðû ðàáîòû, äåëàòü å¼ ñòðîæå. Îïèøåì èäåþ äîêàçàòåëüñòâà. Åñëè
óâåëè÷èâàòü âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ çàäà÷è, òî åäèíñòâåííûé ýôôåêò îò ýòîãî � çàäåðæêà
âûïîëíåíèÿ èëè âîîáùå îòêàç îò âûïîëíåíèÿ (ïðèîðèòåò çàäà÷è óõóäøàåòñÿ). Åñëè
ïðèáëèæàòü äåäëàéí, òî ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òî çàäà÷ó âûïîëíÿò ðàíüøå, íî â íàøåé
ïîñòàíîâêå ïîëåçíîñòü àãåíòà îò ýòîãî íå óâåëè÷èòñÿ, íàîáîðîò óâåëè÷èòñÿ âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî îò çàäà÷è îòêàæóòñÿ. Íå òàê î÷åâèäíî, ïî÷åìó íåò ñìûñëà îòîäâèãàòü i (âðåìÿ
îáúÿâëåíèÿ ðàáîòû öåíòðó), íî ýòî òîæå ìîæíî ñòðîãî îáîñíîâàòü.

Îñòàëîñü äîêàçàòü òðåáóåìîþ ñòåïåíü îïòèìàëüíîñòè ìåõàíèçìà. Ýòî äåëàåòñÿ ïðèìåðíî
òàê æå, êàê è â ñëó÷àå àíàëèçà àëãîðèòìà TD1. Ðàçîáü¼ì âðåìÿ íà èíòåðâàëû (toi , t

c
i ],

ãäå â ìîìåíò tci çàâåðøàåòñÿ âûïîëíåíèå çàäà÷è i, à â ìîìåíò toi çàâåðøàåòñÿ çàäà÷à
i− 1 äëÿ i ≥ 2 è to1 = 0 äëÿ i = 1. Ïóñòü âðåìÿ tbi � ýòî ïåðâûé ìîìåíò, êîãäà íà
èíòåðâàëå ∆i ïðîöåññîð ðàáîòàåò.

Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó. Äëÿ ëþáîãî èíòåðâàëà ∆i âåðíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

tci − tbi ≤
(

1 +
1√
k

)
vi.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì tsj ìîìåíò íà÷àëà âûïîëíåíèÿ íåêîòîðîé çàäà÷è j. Íà
ïðîìåæóòêå [tci ; t

b
i ] ïðèîðèòåò vi +

√
kei(θ, t) àêòèâíîé çàäà÷è ìîíîòîííî ðàñòåò, ïîòîìó

÷òî ðàñòåò êîëè÷åñòâî âðåìåíè, êîòîðîå ïðîöåññîð ïðîðàáîòàë íàä çàäà÷åé (ò.ê. îíà
àêòèâíà). Ïóñòü íà èíòåðâàëå ∆i ïðîöåññîð ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿåò çàäà÷è 1, 2, . . . , c,
òîãäà ëþáàÿ çàäà÷à j > 1 èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà÷èíàåò âûïîëíÿòüñÿ â ìîìåíò
aj, ïîòîìó ÷òî åå ïðèîðèòåò íå ðàñòåò, ïîêà îíà íå àêòèâíà. Ïîêàæåì, ÷òî ñòîèìîñòü
âûïîëíåííîé çàäà÷è c ïðåâîñõîäèò ïðîèçâåäåíèå

√
k è âðåìåíè, ïîòðà÷åííîãî íà çàäà÷è

1 . . . c − 1. Ôîðìàëüíî: vc ≥
√

k
∑c−1

h=1 eh(θ, t
s
h+1) − eh(θ, t

s
h). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî

íåðàâåíñòâà ìû äîêàæåì ïî èíäóêöèè áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå vi ≥
√

k
∑i−1

h=1 eh(θ, t
s
h+1)

äëÿ ëþáîé çàäà÷è i èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
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Áàçà: ïóñòü i = 1. Òîãäà v1 ≥
√

k
∑0

h=1 eh(θ, t
s
h+1) = 0 âåðíî, ïîòîìó ÷òî â ñóììå íåò

ñëàãàåìûõ.
Ïåðåõîä: ïóñòü óòâåðæäåíèå âåðíî vi ≥

√
k

∑i−1
h=1 eh(θ, t

s
h+1) äëÿ i, äîêàæåì äëÿ i + 1.

Â ìîìåíò tsi+1 = ai+1 âûïîëíÿåòñÿ vi+1 ≥ vi +
√

kei(θ, t
s
i+1). Ïðîñóììèðîâàâ ýòè äâà

íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì, ÷òî vi+1 ≥
√

k
∑i

h=1 eh(θ, t
s
h+1).

Èç ïðåäïîëîæåíèé î òîì, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ ïëîòíîñòü ρmin = 1 è î òîì, ÷òî âðåìÿ
âûïîëíåíèÿ çàäà÷è ïðîöåññîðîì íå ïðåâîñõîäèò åå äëèíû, ñëåäóåò tci − tsc ≤ cc ≥ vc.
Çàìòèì, ÷òî ìû ñ÷èòàåì, ÷òî íà èíòåðâàëå ∆i âûïîëíèëàñü çàäà÷à c, ò.å. çàäà÷à c â
îïèñàííîé âûøå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ýòî çàäà÷à i â ãëîáàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
âûïîëíåííûõ çàäà÷. Òîãäà tci − tbi = tci − tsc +

∑c−1
h=1 eh(θ, t

s
h+1)− eh(θ, t

s
h) ≥ (1 + 1√

f
)vi. ¤

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî â êàæäîì èíòåðâàëå ìû íå îòáðàñûâàåì ñëèøêîì äîðîãèå
çàäà÷è. Ôîðìàëüíî: äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà ∆i è çàäà÷è j, êîòîðàÿ áûëà â íåì
îòáðîøåíà, âåðíî íåðàâåíñòâî:

vj ≤ (1 +
√

k)vi.

Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ çàäà÷à, ÷òî
vj > (1 +

√
k)vi.

Â ìîìåíò tci äëÿ ïðèîðèòåòà çàäà÷è j âåðíî vj +
√

kcj < (1+
√

k)vj. Ïðèîðèòåò àêòèâíîé
çàäà÷è ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêå [toi , t

c
i ], ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à j áóäåò èìåòü

áîëüøèé ïðèîðèòåò ÷åì àêòèâíàÿ çàäà÷à ãäå-òî â ïðåäåëàõ ýòîãî ïðîìåæóòêà. Ïî
ìîíîòîííîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî ïðèîðèòåò àêòèâíîé çàäà÷è â ìîìåíò tci áóäåò ïðåâîñõîäèòü
(1 +

√
k)vi, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó ôàêòó, ÷òî îí äîëæåí áûòü ðàâåí (1 +

√
k)vi. ¤

Äàëüíåéøèé àíàëèç îïóñòèì, íî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ òðåáóåìàÿ îïòèìàëüíîñòü.
Â îáùåì, èòîã òàêîé: äèçàéí ìåõàíèçìîâ ïîìîã ðàçðàáîòàòü òàêóþ ñèñòåìó, â êîòîðîé

àãåíòû çàèíòåðåñîâàíû â âûïîëíåíèè ñâîèõ çàäà÷, íî âðàòü èì ïðè ýòîì íåçà÷åì.
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