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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ìåòîä îïîðíûõ âåêòîðîâ ðåøàåò çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè.

Êàæäûé ýëåìåíò äàííûõ � òî÷êà â n�ìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå Rn.

Ôîðìàëüíî: åñòü òî÷êè xi , i = 1..m, ó òî÷åê åñòü ìåòêè

yi = ±1.
Ìû èíòåðåñóåìñÿ: ìîæíî ëè ðàçäåëèòü äàííûå

(n − 1)�ìåðíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ, à òàêæå õîòèì íàéòè ýòó

ãèïåðïëîñêîñòü.

Â ÷àñòíîñòè, èìåííî òàê ìû îáó÷àëè ëèíåéíûé

ïåðöåïòðîí.

Ýòî âñ¼?
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Íåò, åù¼ õî÷åòñÿ íàó÷èòüñÿ ðàçäåëÿòü ýòîé

ãèïåðïëîñêîñòüþ êàê ìîæíî ëó÷øå.

Òî åñòü æåëàòåëüíî, ÷òîáû äâà ðàçäåë¼ííûõ êëàññà

ëåæàëè êàê ìîæíî äàëüøå îò ãèïåðïëîñêîñòè.

Ïðàêòè÷åñêîå ñîîáðàæåíèå: òîãäà îò íåáîëüøèõ

âîçìóùåíèé â ãèïåðïëîñêîñòè íè÷åãî íå èñïîðòèòñÿ.
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Âûïóêëûå îáîëî÷êè

Îäèí ïîäõîä: íàéòè äâå áëèæàéøèå òî÷êè â âûïóêëûõ

îáîëî÷êàõ äàííûõ, à çàòåì ïðîâåñòè ðàçäåëÿþùóþ

ãèïåðïëîñêîñòü ÷åðåç ñåðåäèíó îòðåçêà.

Ôîðìàëüíî ýòî ïðåâðàùàåòñÿ â çàäà÷ó êâàäðàòè÷íîé

îïòèìèçàöèè:

min
α

||c − d ||2, ãäå c =
∑
yi =1

αixi , d =
∑
yi =−1

αixi


ïðè óñëîâèè

∑
yi =1

αi =
∑
yi =−1

αi = 1, αi ≥ 0.

Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü îáùèìè îïòèìèçàöèîííûìè

àëãîðèòìàìè.
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Ìàêñèìèçàöèÿ çàçîðà

Äðóãîé ïîäõîä: ìàêñèìèçèðîâàòü çàçîð (margin) ìåæäó

äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè îïîðíûìè ïëîñêîñòÿìè, çàòåì

ïðîâåñòè èì ïàðàëëåëüíóþ íà ðàâíûõ ðàññòîÿíèÿõ îò íèõ.

Ãèïåðïëîñêîñòü íàçûâàåòñÿ îïîðíîé äëÿ ìíîæåñòâà òî÷åê

X , åñëè âñå òî÷êè èç X ëåæàò ïîä îäíó ñòîðîíó îò ýòîé

ãèïåðïëîñêîñòè.

Ôîðìàëüíî: ãèïåðïëîñêîñòü (w, b) îïîðíàÿ, åñëè

w · xi − b ≥ 1 äëÿ íåêîòîðûõ w è b è äëÿ âñåõ xi ∈ X .

Äëÿ äðóãîé ãèïåðïëîñêîñòè, ñ ìåòêàìè −1, áóäåì

òðåáîâàòü w · xi − b ≤ −1.
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Ìàêñèìèçàöèÿ çàçîðà

Ðàçíèöà (çàçîð, margin) ìåæäó ýòèìè ãèïåðïëîñêîñòÿìè

ðàâíà 2/||w|| (ïðîâåðüòå!).

Ïîýòîìó ïîëó÷àåòñÿ òîæå çàäà÷à êâàäðàòè÷íîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

min
w,b

{
||w||2

}
ïðè óñëîâèè w ·xi ≥ b+1, yi = 1; w ·xi ≤ b−1, yi = −1,

èëè ïðîñòî yi (w · xi − b) ≥ 1.
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Ñðàâíåíèå äâóõ ìåòîäîâ

Â ÷¼ì ðàçíèöà ìåæäó äâóìÿ ìåòîäàìè? Ìîæåòå ëè âû

ïðèäóìàòü ïðèìåð, íà êîòîðîì ýòè äâà ìåòîäà äàþò

ðàçíûå ðåçóëüòàòû?
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Ñðàâíåíèå äâóõ ìåòîäîâ

Â ÷¼ì ðàçíèöà ìåæäó äâóìÿ ìåòîäàìè? Ìîæåòå ëè âû

ïðèäóìàòü ïðèìåð, íà êîòîðîì ýòè äâà ìåòîäà äàþò

ðàçíûå ðåçóëüòàòû?

Ýòî ñîâåðøåííî îäíî è òî æå. Íà ñàìîì äåëå ýòè çàäà÷è

äóàëüíû äðóã ê äðóãó (ñì. íèæå).

Ðåøàòü ìîæíî êàê îäíó, òàê è äðóãóþ, è â ýòîì ñëó÷àå íåò

ïðè÷èíû ïðåäïî÷èòàòü ìåòîä îïîðíûõ âåêòîðîâ

(ïëîñêîñòåé). Íî îí ìîæåò è áîëüøå...

Ñåðãåé Íèêîëåíêî SVM è kernel methods



SVM è çàäà÷à ëèíåéíîé êëàññèôèêàöèè
SVM è ðàçäåëåíèå íåëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè

Ðàñøèðåíèÿ ìåòîäà SVM

Âûïóêëûå îáîëî÷êè è ìàêñèìèçàöèÿ çàçîðà
Äóàëüíûå çàäà÷è
Êîãäà äàííûå ëèíåéíî íåðàçäåëèìû

Ðåçóëüòàòû

Ðåçóëüòàòû ïîëó÷àþòñÿ õîðîøèå. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò

íàõîäèòü óñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ, ÷òî âî ìíîãîì ðåøàåò

ïðîáëåìû ñ îâåðôèòòèíãîì è ïîçâîëÿåò ëó÷øå

ïðåäñêàçûâàòü äàëüíåéøóþ êëàññèôèêàöèþ.

Â êàêîì-òî ñìûñëå â ðåøåíèÿõ ñ ¾òîëñòûìè¿

ãèïåðïëîñêîñòÿìè ìåæäó äàííûìè ñîäåðæèòñÿ áîëüøå

èíôîðìàöèè, ÷åì â ¾òîíêèõ¿, ïîòîìó ÷òî ¾òîëñòûõ¿

ìåíüøå.

Ýòî âñ¼ ìîæíî ñòàòèñòè÷åñêè äîêàçàòü (ìû íå áóäåì).
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Äóàëüíûå çàäà÷è

Íàïîìíèì, ÷òî òàêîå äóàëüíûå çàäà÷è.

Ïðÿìàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè:

min {f (x)} ïðè óñëîâèè h(x) = 0, g(x) ≤ 0, x ∈ X .

Äëÿ äóàëüíîé çàäà÷è ââîäèì ïàðàìåòðû λ,

ñîîòâåòñòâóþùèå ðàâåíñòâàì, è µ, ñîîòâåòñòâóþùèå

íåðàâåíñòâàì.
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Äóàëüíûå çàäà÷è

Ïðÿìàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè:

min {f (x)} ïðè óñëîâèè h(x) = 0, g(x) ≤ 0, x ∈ X .

Äóàëüíàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè:

min {φ(λ, µ)} ïðè óñëîâèè µ ≥ 0,

ãäå φ(λ, µ) = inf
x∈X

{
f (x) + λ>h(x) + µ>g(x)

}
.
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Äóàëüíûå çàäà÷è

Òîãäà, åñëè (�λ, �µ) � äîïóñòèìîå ðåøåíèå äóàëüíîé çàäà÷è,

à �x � äîïóñòèìîå ðåøåíèå ïðÿìîé, òî

φ(�λ, �µ) = inf
x∈X

{
f (x) + �λ>h(x) + �µ>g(x)

}
≤

≤ f (�x) + �λ>h(�x) + �µ>g(�x) ≤ f (�x).

Ýòî íàçûâàåòñÿ ñëàáîé äóàëüíîñòüþ (òîëüêî ≤), íî âî

ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äîñòèãàåòñÿ è ðàâåíñòâî.
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Äóàëüíûå çàäà÷è

Äëÿ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðÿìàÿ çàäà÷à:

min>x ïðè óñëîâèè Ax = b, x ∈ X = {x ≤ 0}.

Òîãäà äóàëüíàÿ çàäà÷à ïîëó÷àåòñÿ òàê:

φ(λ) = inf
x≥0

{
c>x + λ>(b − Ax)

}
=

= λ>b + inf
x≥0

{
(c> − λ>A)x

}
=

=

{
λ>b, åñëè c> − λ>A ≥ 0,

−∞ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Äóàëüíûå çàäà÷è

Äëÿ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðÿìàÿ çàäà÷à:

min
{
c>x

}
ïðè óñëîâèè Ax = b, x ∈ X = {x ≤ 0}.

Äóàëüíàÿ çàäà÷à:

max
{
b>λ

}
ïðè óñëîâèè A>λ ≤ c, λ íå îãðàíè÷åíû.
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Äóàëüíûå çàäà÷è

Äëÿ êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðÿìàÿ çàäà÷à:

min

{
1

2
x>Qx + c>x

}
ïðè óñëîâèè Ax ≤ b,

ãäå Q � ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåë¼ííàÿ ìàòðèöà (ò.å.

x>Qx ≥ 0 âñåãäà).

Äóàëüíàÿ çàäà÷à (ïðîâåðüòå):

max

{
1

2
µ>Dµ + µ>d −

1

2
c>Q−1c

}
ïðè óñëîâèè c ≥ 0,

ãäå D = −AQ−1A> (îòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ìàòðèöà),

d = −b − AQ−1c .
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Ðàñøèðåíèÿ ìåòîäà SVM
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Äóàëüíûå çàäà÷è
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Âñå ýòè ìåòîäû ðàáîòàþò, êîãäà äàííûå äåéñòâèòåëüíî

ëèíåéíî ðàçäåëèìû.

À ÷òî äåëàòü, êîãäà èõ âñ¼-òàêè íåìíîæêî íå ïîëó÷àåòñÿ

ðàçäåëèòü?

Ïåðâûé âîïðîñ: ÷òî äåëàòü äëÿ ïåðâîãî ìåòîäà, ìåòîäà

âûïóêëûõ îáîëî÷åê?
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Ðåäóöèðîâàííûå âûïóêëûå îáîëî÷êè

Âìåñòî îáû÷íûõ âûïóêëûõ îáîëî÷åê ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

ðåäóöèðîâàííûå (reduced), ó êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû

îãðàíè÷åíû íå 1, à ñèëüíåå:

c =
∑
yi =1

αixi , 0 ≤ αi ≤ D.

Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ D ðåäóöèðîâàííûå âûïóêëûå

îáîëî÷êè íå áóäóò ïåðåñåêàòüñÿ.

È ìû áóäåì èñêàòü îïòèìàëüíóþ ãèïåðïëîñêîñòü ìåæäó

ðåäóöèðîâàííûìè âûïóêëûìè îáîëî÷êàìè.
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Äëÿ ìåòîäà îïîðíûõ âåêòîðîâ

Åñòåñòâåííî, äëÿ äóàëüíîãî ìåòîäà îïîðíûõ âåêòîðîâ òîæå

íàäî ÷òî-òî èçìåíèòü. ×òî?
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Ìû ïðîñòî äîáàâèì â îïòèìèçèðóþùóþñÿ ôóíêöèþ

íåîòðèöàòåëüíóþ îøèáêó (slack):

min
w,b

{
||w||2 + C

m∑
i=1

zi

}
ïðè óñëîâèè yi (w · xi − b) + zi ≥ 1.

Ýòî äóàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ ïîèñêà ðåäóöèðîâàííûõ

âûïóêëûõ îáîëî÷åê.
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Äóàëüíàÿ ïåðåôîðìóëèðîâêà

Â äàëüíåéøåì íàì ñêîðåå ïîíàäîáèòñÿ çàäà÷à, äóàëüíàÿ ê

ýòîé. Îíà âûãëÿäèò òàê:

min
α

1

2

n∑
i=1

m∑
j=1

yiyjαiαj (xi · xj) −

m∑
i=1

αi ,

ãäå

m∑
i=1

yiαi = 0, 0 ≤ αi ≤ C .

}

Ýòà ôîðìóëèðîâêà ÷àùå âñåãî èñïîëüçóåòñÿ â òåîðèè

support vector machines.

Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå îò ëèíåéíî ðàçäåëèìîãî ñëó÷àÿ �

âåðõíÿÿ ãðàíèöà C íà αj , ò.å. íà âëèÿíèå êàæäîé òî÷êè.
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Èòîãî

Ìåòîä îïîðíûõ âåêòîðîâ îòëè÷íî ïîäõîäèò äëÿ ëèíåéíîé

îïòèìèçàöèè.

Ðåøàÿ çàäà÷ó êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ìû

ïîëó÷àåì ïàðàìåòðû îïòèìàëüíîé ãèïåðïëîñêîñòè.

Òî÷íî òàê æå, êàê è â äóàëüíîì ñëó÷àåé, åñëè áû ìû

ïðîñòî èñêàëè ñåðåäèíó ìåæäó âûïóêëûìè îáîëî÷êàìè.
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Ñõåìà ðàáîòû SVM
Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç. ßäðà
Ðåçþìå

Outline

1 SVM è çàäà÷à ëèíåéíîé êëàññèôèêàöèè

Âûïóêëûå îáîëî÷êè è ìàêñèìèçàöèÿ çàçîðà

Äóàëüíûå çàäà÷è

Êîãäà äàííûå ëèíåéíî íåðàçäåëèìû

2 SVM è ðàçäåëåíèå íåëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè

Ñõåìà ðàáîòû SVM

Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç. ßäðà

Ðåçþìå

3 Ðàñøèðåíèÿ ìåòîäà SVM

Êàê ñäåëàòü SVM ëèíåéíûì ïðîãðàììèðîâàíèåì

Novelty search

Çàêëþ÷åíèå
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Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç. ßäðà
Ðåçþìå

Ââåäåíèå

×àñòî áûâàåò íóæíî ðàçäåëÿòü äàííûå íå òîëüêî

ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè.

×òî äåëàòü â òàêîì ñëó÷àå?
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×àñòî áûâàåò íóæíî ðàçäåëÿòü äàííûå íå òîëüêî

ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè.

Êëàññè÷åñêèé ìåòîä: ðàçâåðíóòü íåëèíåéíóþ

êëàññèôèêàöèþ â ïðîñòðàíñòâî áîëüøåé ðàçìåðíîñòè

(feature space), à òàì çàïóñòèòü ëèíåéíûé êëàññèôèêàòîð.

Äëÿ ýòîãî ïðîñòî íóæíî äëÿ êàæäîãî ìîíîìà íóæíîé

ñòåïåíè ââåñòè íîâóþ ïåðåìåííóþ.
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Ïðèìåð

×òîáû â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå [r , s] ðåøèòü çàäà÷ó

êëàññèôèêàöèè êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèåé, íàäî ïåðåéòè â

ïÿòèìåðíîå ïðîñòðàíñòâî:

[r , s] −→ [r , s, rs, r2, s2].

Èëè ôîðìàëüíåå; îïðåäåëèì θ : R2 → R5:

θ(r , s) = (r , s, rs, r2, s2). Âåêòîð â R5 òåïåðü ñîîòâåòñòâóåò

êâàäðàòè÷íîé êðèâîé îáùåãî ïîëîæåíèÿ â R2, à ôóíêöèÿ

êëàññèôèêàöèè âûãëÿäèò êàê

f (x) = sign(θ(w) · θ(x) − b).

Åñëè ðåøèòü çàäà÷ó ëèíåéíîãî ðàçäåëåíèÿ â ýòîì íîâîì

ïðîñòðàíñòâå, òåì ñàìûì ðåøèòñÿ çàäà÷à êâàäðàòè÷íîãî

ðàçäåëåíèÿ â èñõîäíîì.
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Ñõåìà ðàáîòû SVM
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Ïðîáëåìû ñ êëàññè÷åñêèì ïîäõîäîì

Âî-ïåðâûõ, êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ ðàñò¼ò

ýêñïîíåíöèàëüíî.

Âî-âòîðûõ, ïî áîëüøîìó ñ÷¼òó òåðÿþòñÿ ïðåèìóùåñòâà

òîãî, ÷òî ãèïåðïëîñêîñòü èìåííî îïòèìàëüíàÿ; íàïðèìåð,

îâåðôèòòèíã îïÿòü ñòàíîâèòñÿ ïðîáëåìîé.

Âàæíîå çàìå÷àíèå: êîíöåïòóàëüíî ìû çàäà÷ó óæå ðåøèëè.

Îñòàëèñü òåõíè÷åñêèå ñëîæíîñòè: êàê îáðàùàòüñÿ ñ

ãèãàíòñêîé ðàçìåðíîñòüþ. Íî â íèõ-òî âñ¼ è äåëî.
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Îñíîâíàÿ èäåÿ è ñõåìà ðàáîòû SVM

Òðèâèàëüíàÿ ñõåìà àëãîðèòìà êëàññèôèêàöèè òàêîâà:

âõîäíîé âåêòîð x òðàñôîðìèðóåòñÿ âî âõîäíîé âåêòîð â

feature space (áîëüøîé ðàçìåðíîñòè);

â ýòîì áîëüøîì ïðîñòðàíñòâå ìû âû÷èñëÿåì îïîðíûå

âåêòîðû, ðåøàåì çàäà÷ó ðàçäåëåíèÿ;

ïîòîì ïî ýòîé çàäà÷å êëàññèôèöèðóåì âõîäíîé âåêòîð.

Ýòî íåðåàëüíî, ïîòîìó ÷òî ïðîñòðàíñòâî ñëèøêîì

áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.
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Îñíîâíàÿ èäåÿ è ñõåìà ðàáîòû SVM

Îêàçûâàåòñÿ, êîå-êàêèå øàãè çäåñü ìîæíî ïåðåñòàâèòü.
Âîò òàê:

îïîðíûå âåêòîðû âû÷èñëÿþòñÿ â èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå

ìàëîé ðàçìåðíîñòè;

òàì æå îíè ïåðåìíîæàþòñÿ (ñåé÷àñ óâèäèì, ÷òî ýòî

çíà÷èò);

è òîëüêî ïîòîì ìû äåëàåì íåëèíåéíóþ òðàíñôîðìàöèþ

òîãî, ÷òî ïîëó÷èòñÿ;

ïîòîì ïî ýòîé çàäà÷å êëàññèôèöèðóåì âõîäíîé âåêòîð.

Îñòàëîñü òåïåðü îáúÿñíèòü, ÷òî âñ¼ ýòî çíà÷èò. :)
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Íàïîìíèì, ÷òî íàøà çàäà÷à ïîñòàâëåíà ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

min
α

1

2

n∑
i=1

m∑
j=1

yiyjαiαj (xi · xj) −

m∑
i=1

αi ,

ãäå

m∑
i=1

yiαi = 0, 0 ≤ αi ≤ C .

}
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ìû òåïåðü õîòèì ââåñòè íåêîå îòîáðàæåíèå θ : Rn → RN ,

N > n. Ïîëó÷èòñÿ:

min
α

1

2

n∑
i=1

m∑
j=1

yiyjαiαj (θ(xi ) · θ(xj)) −

m∑
i=1

αi ,

ãäå

m∑
i=1

yiαi = 0, 0 ≤ αi ≤ C .

}
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Òåîðèÿ Ãèëüáåðòà�Øìèäòà�Ìåðñåðà

Ïðèä¼òñÿ íåìíîæêî âñïîìíèòü (èëè èçó÷èòü)

ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç.

Ìû õîòèì îáîáùèòü ïîíÿòèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ;

äàâàéòå ââåä¼ì íîâóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ (ìèíóÿ

òðàíñôîðìàöèþ) áóäåò ñðàçó âû÷èñëÿòü ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ â feature space:

K (u,v) := θ(u) · θ(v).
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SVM è çàäà÷à ëèíåéíîé êëàññèôèêàöèè
SVM è ðàçäåëåíèå íåëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè

Ðàñøèðåíèÿ ìåòîäà SVM

Ñõåìà ðàáîòû SVM
Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç. ßäðà
Ðåçþìå

Òåîðèÿ Ãèëüáåðòà�Øìèäòà�Ìåðñåðà

Ïåðâûé ðåçóëüòàò: ëþáàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

K (u,v) ∈ L2 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

K (u,v) =

∞∑
i=1

λiθi (u) · θi (v),

ãäå λi ∈ R � ñîáñòâåííûå ÷èñëà, à θi � ñîáñòâåííûå

âåêòîðû èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ñ ÿäðîì K , ò.å.∫
K (u,v)θi (u)du = λiθi (v).
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SVM è çàäà÷à ëèíåéíîé êëàññèôèêàöèè
SVM è ðàçäåëåíèå íåëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè

Ðàñøèðåíèÿ ìåòîäà SVM

Ñõåìà ðàáîòû SVM
Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç. ßäðà
Ðåçþìå

Òåîðèÿ Ãèëüáåðòà�Øìèäòà�Ìåðñåðà

×òîáû K çàäàâàëî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, äîñòàòî÷íî,

÷òîáû âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà áûëè ïîëîæèòåëüíûìè. À

ñîáñòâåííûå ÷èñëà ïîëîæèòåëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà (òåîðåìà Ìåðñåðà)∫ ∫
K (u,v)g(u)g(v)dudv > 0

äëÿ âñåõ g òàêèõ, ÷òî
∫
g2(u)du < ∞.

Âîò, ñîáñòâåííî è âñ¼. Òåïåðü ìû ìîæåì âìåñòî ïîäñ÷¼òà

θ(u) · θ(v) â çàäà÷å êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

ïðîñòî èñïîëüçîâàòü ïîäõîäÿùåå ÿäðî K (u,v).
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SVM è çàäà÷à ëèíåéíîé êëàññèôèêàöèè
SVM è ðàçäåëåíèå íåëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè

Ðàñøèðåíèÿ ìåòîäà SVM

Ñõåìà ðàáîòû SVM
Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç. ßäðà
Ðåçþìå

Òåîðèÿ Ãèëüáåðòà�Øìèäòà�Ìåðñåðà

Èòîãî çàäà÷à íàøà âûãëÿäèò òàê:

min
α

1

2

n∑
i=1

m∑
j=1

yiyjαiαjK (xi ,xj) −

m∑
i=1

αi ,

ãäå

m∑
i=1

yiαi = 0, 0 ≤ αi ≤ C .

}

Ïðîñòî ìåíÿÿ ÿäðî K , ìû ìîæåì âû÷èñëÿòü ñàìûå

ðàçíîîáðàçíûå ðàçäåëÿþùèå ïîâåðõíîñòè.

Óñëîâèÿ íà òî, ÷òîáû K áûëà ïîäõîäÿùèì ÿäðîì,

çàäàþòñÿ òåîðåìîé Ìåðñåðà.
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SVM è çàäà÷à ëèíåéíîé êëàññèôèêàöèè
SVM è ðàçäåëåíèå íåëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè

Ðàñøèðåíèÿ ìåòîäà SVM

Ñõåìà ðàáîòû SVM
Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç. ßäðà
Ðåçþìå

Ïðèìåðû ÿäåð

Ðàññìîòðèì ÿäðî

K (u,v) = (u · v)2.

Êàêîå ïðîñòðàíñòâî åìó ñîîòâåòñòâóåò?
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SVM è çàäà÷à ëèíåéíîé êëàññèôèêàöèè
SVM è ðàçäåëåíèå íåëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè

Ðàñøèðåíèÿ ìåòîäà SVM

Ñõåìà ðàáîòû SVM
Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç. ßäðà
Ðåçþìå

Ïðèìåðû ÿäåð

Ïîñëå âûêëàäîê ïîëó÷àåòñÿ:

K (u,v) = (u · v)2 =

=
(
u21 , u

2

2 ,
√
2u1u2

)
·
(
v21 , v22 ,

√
2v1v2

)
.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ëèíåéíàÿ ïîâåðõíîñòü â íîâîì ïðîñòðàíñòâå

ñîîòâåòñòâóåò êâàäðàòè÷íîé ïîâåðõíîñòè â èñõîäíîì

(ýëëèïñ, íàïðèìåð).
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SVM è çàäà÷à ëèíåéíîé êëàññèôèêàöèè
SVM è ðàçäåëåíèå íåëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè

Ðàñøèðåíèÿ ìåòîäà SVM

Ñõåìà ðàáîòû SVM
Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç. ßäðà
Ðåçþìå

Ïðèìåðû ÿäåð

Åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå: ÿäðî K (u,v) = (u · v)d çàäà¼ò

ïðîñòðàíñòâî, îñè êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò âñåì

îäíîðîäíûì ìîíîìàì ñòåïåíè d .

À êàê ñäåëàòü ïðîñòðàíñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå

ïðîèçâîëüíîé ïîëèíîìèàëüíîé ïîâåðõíîñòè, íå

îáÿçàòåëüíî îäíîðîäíîé?
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SVM è çàäà÷à ëèíåéíîé êëàññèôèêàöèè
SVM è ðàçäåëåíèå íåëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè

Ðàñøèðåíèÿ ìåòîäà SVM

Ñõåìà ðàáîòû SVM
Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç. ßäðà
Ðåçþìå

Ïðèìåðû ÿäåð

Ïîâåðõíîñòü, îïèñûâàþùàÿñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè d :

K (u,v) = (u · v + 1)d .

Òîãäà ëèíåéíàÿ ðàçäåëèìîñòü â feature space â òî÷íîñòè

ñîîòâåòñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîé ðàçäåëèìîñòè â áàçîâîì

ïðîñòðàíñòâå.
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SVM è çàäà÷à ëèíåéíîé êëàññèôèêàöèè
SVM è ðàçäåëåíèå íåëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè

Ðàñøèðåíèÿ ìåòîäà SVM

Ñõåìà ðàáîòû SVM
Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç. ßäðà
Ðåçþìå

Ïðèìåðû ÿäåð

Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (radial basis function):

K (u,v) = e−
||u−v||2

2σ .

Äâóõóðîâíåâàÿ íåéðîííàÿ ñåòü:

K (u,v) = o(ηu · v + c),

ãäå o � ñèãìîèä.
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SVM è çàäà÷à ëèíåéíîé êëàññèôèêàöèè
SVM è ðàçäåëåíèå íåëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè

Ðàñøèðåíèÿ ìåòîäà SVM

Ñõåìà ðàáîòû SVM
Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç. ßäðà
Ðåçþìå

Ðåçþìå

Âîò êàêîé ïîëó÷àåòñÿ â èòîãå àëãîðèòì.

1 Âûáðàòü ïàðàìåòð C , îò êîòîðîãî çàâèñèò àêöåíò íà

ìèíèìèçàöèè îøèáêè èëè íà ìàêñèìèçàöèè çàçîðà.
2 Âûáðàòü ÿäðî è ïàðàìåòðû ÿäðà, êîòîðûå ó íåãî,

âîçìîæíî, åñòü.
3 Ðåøèòü çàäà÷ó êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
4 Ïî ïîëó÷åííûì çíà÷åíèÿì îïîðíûõ âåêòîðîâ îïðåäåëèòü b

(êàê? ïîäóìàéòå!).
5 Íîâûå òî÷êè êëàññèôèöèðîâàòü êàê

f (x) = sign(
∑

i

yiαiK (x,xi ) − b).
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SVM è çàäà÷à ëèíåéíîé êëàññèôèêàöèè
SVM è ðàçäåëåíèå íåëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè

Ðàñøèðåíèÿ ìåòîäà SVM

Êàê ñäåëàòü SVM ëèíåéíûì ïðîãðàììèðîâàíèåì
Novelty search
Çàêëþ÷åíèå

Outline

1 SVM è çàäà÷à ëèíåéíîé êëàññèôèêàöèè

Âûïóêëûå îáîëî÷êè è ìàêñèìèçàöèÿ çàçîðà

Äóàëüíûå çàäà÷è

Êîãäà äàííûå ëèíåéíî íåðàçäåëèìû

2 SVM è ðàçäåëåíèå íåëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè

Ñõåìà ðàáîòû SVM

Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç. ßäðà

Ðåçþìå

3 Ðàñøèðåíèÿ ìåòîäà SVM

Êàê ñäåëàòü SVM ëèíåéíûì ïðîãðàììèðîâàíèåì

Novelty search

Çàêëþ÷åíèå
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SVM è çàäà÷à ëèíåéíîé êëàññèôèêàöèè
SVM è ðàçäåëåíèå íåëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè

Ðàñøèðåíèÿ ìåòîäà SVM

Êàê ñäåëàòü SVM ëèíåéíûì ïðîãðàììèðîâàíèåì
Novelty search
Çàêëþ÷åíèå

Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå

Êâàäðàòè÷íîå ïðîãðàììèðîâàíèå âñ¼-òàêè äîñòàòî÷íî

äîðîãî. Ìîæåò áûòü, ëèíåéíîãî áóäåò äîñòàòî÷íî?

Ìû ìèíèìèçèðîâàëè àðõèìåäîâó íîðìó âåêòîðà:

minw,b

{
||w||2

}
.

Íî âåäü ìîæíî ïîïðîáîâàòü è ëèíåéíóþ íîðìó

ìèíèìèçèðîâàòü: minw,b {||w||1}, ò.å. ñóììó ìîäóëåé

êîìïîíåíòîâ w.
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SVM è çàäà÷à ëèíåéíîé êëàññèôèêàöèè
SVM è ðàçäåëåíèå íåëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè

Ðàñøèðåíèÿ ìåòîäà SVM

Êàê ñäåëàòü SVM ëèíåéíûì ïðîãðàììèðîâàíèåì
Novelty search
Çàêëþ÷åíèå

Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå

Ïîëó÷èòñÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðóþ

ìîæíî ðåøàòü åù¼ áûñòðåå, è ìåòîäû óæå äàâíî è õîðîøî

ðåàëèçîâàíû (ILOG).

À äëÿ íåëèíåéíîé îïòèìèçàöèè ìîæíî òàê æå

ïåðåôîðìóëèðîâàòü, íî ïðèä¼òñÿ äåëàòü ýòî â feature

space.

Îäíàêî ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå íàñòîëüêî áûñòðåå

êâàäðàòè÷íîãî, è ìàòðèöû ïîëó÷àòñÿ íàñòîëüêî

ðàçðåæåííûìè, ÷òî ìîæíî ïîïðîáîâàòü.

Óïðàæíåíèå. Âûïèñàòü ïåðåôîðìóëèðîâêó íà ÿçûêå

ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â feature space.
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SVM è çàäà÷à ëèíåéíîé êëàññèôèêàöèè
SVM è ðàçäåëåíèå íåëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè

Ðàñøèðåíèÿ ìåòîäà SVM

Êàê ñäåëàòü SVM ëèíåéíûì ïðîãðàììèðîâàíèåì
Novelty search
Çàêëþ÷åíèå

Ñóòü çàäà÷è

×àñòî èíòåðåñíî èñêàòü òàê íàçûâàåìûå outliers �

ýêñòðåìàëüíûå òî÷êè, íå ëåæàùèå âíóòðè ¾ãðàíèöû¿

èçâåñòíûõ äàííûõ.

Ýòî íóæíî, ÷òîáû ôèêñèðîâàòü â äàííûõ íåðåãóëÿðíîñòè,

ýêñòðåìàëüíûå ñëó÷àè... ÿðêèé ïðèìåð � ìåäèöèíñêàÿ

äèàãíîñòèêà.
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SVM è çàäà÷à ëèíåéíîé êëàññèôèêàöèè
SVM è ðàçäåëåíèå íåëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè

Ðàñøèðåíèÿ ìåòîäà SVM

Êàê ñäåëàòü SVM ëèíåéíûì ïðîãðàììèðîâàíèåì
Novelty search
Çàêëþ÷åíèå

Ñôåðà

Ìîæíî ðàññìîòðåòü ãèïåðñôåðó ìèíèìàëüíîãî ðàäèóñà R

è ìèíèìèçèðîâàòü å¼ îáú¼ì è îäíîâðåìåííî ðàññòîÿíèå äî

àóòëàéåðîâ:

min
R,z,a

{
R2 +

1

nν

n∑
1

zi

}
,

ãäå (xi + a)T (xi − a) ≤ R2 + zi , zi ≥ 0.
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SVM è çàäà÷à ëèíåéíîé êëàññèôèêàöèè
SVM è ðàçäåëåíèå íåëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè

Ðàñøèðåíèÿ ìåòîäà SVM

Êàê ñäåëàòü SVM ëèíåéíûì ïðîãðàììèðîâàíèåì
Novelty search
Çàêëþ÷åíèå

Ñôåðà

Òåïåðü ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òî æå ñàìîå äëÿ

äóàëüíîé çàäà÷è:

min
α

{
−

n∑
1

αiK (xi ,xi ) +

n∑
1

n∑
1

αiαjK (xi ,xj)

}
,

ãäå

n∑
1

αi = 1,
1

hν
≥ αi ≥ 0, i = 1..n.
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SVM è çàäà÷à ëèíåéíîé êëàññèôèêàöèè
SVM è ðàçäåëåíèå íåëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè

Ðàñøèðåíèÿ ìåòîäà SVM

Êàê ñäåëàòü SVM ëèíåéíûì ïðîãðàììèðîâàíèåì
Novelty search
Çàêëþ÷åíèå

×òî ñ ýòèì äåëàòü

Åñëè nν > 1, òî ãðàíè÷íûå ñëó÷àè � ýòî ñëó÷àè, â

êîòîðûõ αi = 1/nν, è îíè ñîîòâåòñòâóþò àóòëàéåðàì â

òåñòîâûõ äàííûõ.

À ïîñëå îáó÷åíèÿ, ÷òîáû âûÿñíèòü, àóòëàéåð ëè íîâàÿ

òî÷êà v, íóæíî ïðîâåðèòü

K (v,v) − 2

n∑
1

αiK (v, xi ) +

n∑
1

n∑
1

αiαjK (xi , xj) − R2 ≥ 0,

ãäå R2 íóæíî áóäåò ñíà÷àëà âû÷èñëèòü, íàéäÿ

íåãðàíè÷íûé ïðèìåð è ïîäîáðàâ R òàê, ÷òîáû ýòî

íåðàâåíñòâî ñòàëî ðàâåíñòâîì.
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SVM è çàäà÷à ëèíåéíîé êëàññèôèêàöèè
SVM è ðàçäåëåíèå íåëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè

Ðàñøèðåíèÿ ìåòîäà SVM

Êàê ñäåëàòü SVM ëèíåéíûì ïðîãðàììèðîâàíèåì
Novelty search
Çàêëþ÷åíèå

Äðóãèå ðàñøèðåíèÿ

Ðåãðåññèÿ: SVM ìîãóò òàêæå âû÷èñëÿòü ðåãðåññèþ, ò.å.

ïîäáèðàòü òàêóþ îïòèìàëüíóþ ïðÿìóþ, ÷òîáû êàê ìîæíî

áîëüøå òî÷åê èç äàííûõ ëåæàëè ê íåé êàê ìîæíî áëèæå

(linear �tting).

Ïðè ïîìîùè SVM ìîæíî âûðàçèòü, íàïðèìåð, íåéðîííûå

ñåòè, à òàêæå ìíîãèå äðóãèå ìåòîäû ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ.

È ñàìó (óæå îáó÷åííóþ) SVM, êñòàòè, ìîæíî óñëîâíî

âûðàçèòü â âèäå íåéðîííîé ñåòè. Âñïîìíèì, ÷òî

êëàññèôèêàöèÿ âåä¼òñÿ êàê

f (x) = sign(
∑
i

yiαiK (x,xi ) − b).
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SVM è çàäà÷à ëèíåéíîé êëàññèôèêàöèè
SVM è ðàçäåëåíèå íåëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè
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SVM êàê ANN
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Ïðåèìóùåñòâà

Íåò ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ! Âîîáùå.

Ìàëî ïàðàìåòðîâ íàäî âûáèðàòü (ðàíüøå âî ìíîãèõ

àëãîðèòìàõ íóæíî áûëî êàê-òî èç âîçäóõà äîñòàâàòü

ïðàâèëüíûå ïàðàìåòðû). Â ÷àñòíîñòè, ¾÷èñëî íåéðîíîâ íà

ñêðûòîì óðîâíå¿ âûáèðàåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè (ýòî ÷èñëî

îïîðíûõ âåêòîðîâ).

Ðåçóëüòàòû ñòàáèëüíû è âîñïðîèçâîäèìû, íåçàâèñèìû îò

äåòàëåé êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè.

Óæå ñóùåñòâóþò õîðîøèå àëãîðèòìû è îíè ïîñòîÿííî

óëó÷øàþòñÿ, ïîòîìó ÷òî ìàòåìàòè÷åñêè SVM � ýòî ïðîñòî

êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à êâàäðàòè÷íîé îïòèìèçàöèè.

Ìåòîä ïðîñò, óæå ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ïðèìåíåíèé.
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Íåäîñòàòêè

Ìåòîä êðàéíå íåóñòîé÷èâ ê øóìó â òåñòîâûõ äàííûõ, áóäåò

ïðîèñõîäèòü îâåðôèòòèíã (ñëèøêîì ìíîãî îïîðíûõ

âåêòîðîâ áóäåò ïîëó÷àòüñÿ). Ñ ýòèì áîðþòñÿ relevance

vector machines (RVM) � î íèõ, ìîæåò áûòü, ïîçæå.

Íàäî âñ¼-òàêè ïîäáèðàòü ïàðàìåòð C .

Îòêóäà áðàòü ÿäðî � íåïîíÿòíî, ýòî ïîêà ÷òî ñêîðåå

èñêóññòâî.
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Thank you!

Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!
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