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Íåéðîííûå ñåòè êàê ãðàôè÷åñêèå ìîäåëè
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Íåéðîííûå ñåòè

Â óçëå èñïîëüçóåì ñèãìîèä-ôóíêöèþ (sigmoid belief
networks):

p(Si = 1 | Spa(i)) = 1/
(
1 + e

−
∑

j∈pa(i) θijSj−θi0
)

.

Ýòî ìîæíî ïåðåïèñàòü â îäíó ôîðìóëó äëÿ îáîèõ çíà÷åíèé
Si :

p(Si | Spa(i)) =
e(

∑
j∈pa(i) θijSj+θi0)Si

1 +
(
1 + e

∑
j∈pa(i) θijSj+θi0

) , è

p(S | θ) =
∏
i

 e(
∑

j∈pa(i) θijSj+θi0)Si

1 +
(
1 + e

∑
j∈pa(i) θijSj+θi0

)
 .

Ìû õîòèì ïîäñ÷èòàòü óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè â ýòîì
ñîâìåñòíîì ðàñïðåäåëåíèè.
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Íåéðîííûå ñåòè

Ìû ñíîâà ïðèìåíÿåì ìåòîä ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ,
ôàêòîðèçóåì ïîëíîñòüþ:

q(H | E , µ) =
∏
i∈H

µ
Si
i (1 − µi )

1−Si .
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Íåéðîííûå ñåòè

Âû÷èñëÿåì KL òî÷íî òàê æå, êàê â ñëó÷àå ìàøèí
Áîëüöìàíà, îòëè÷èå òîëüêî â q ln p; â èòîãå ïîëó÷àåì:

ln p(E | θ) ≥
∑
i<j

θijµiµj +
∑
i

θci0µi−

−
∑
i

〈
ln

[
1 + e

∑
j∈pa(i) θijSj+θi0

]〉
−

−
∑
i

[µi lnµi + (1 − µi ) ln(1 − µi )] ,

ãäå 〈·〉 � îæèäàíèå ïî ðàñïðåäåëåíèþ q.

Íî åñòü ïðîáëåìà: ñðåäíåå îò ln(1 + ezi ), ãäå
zi =

∑
j∈pa(i) θijSj + θi0, íå âû÷èñëèòü òî÷íî.
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Íåéðîííûå ñåòè

Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì åù¼ îäíî âàðèàöèîííîå ïðèáëèæåíèå ñ
ïàðàìåòðàìè ξi , èç íåðàâåíñòâà Éåíñåíà:

〈ln(1 + ezi )〉 = 〈ln
[
eξi zi e−ξi zi (1 + ezi )

]
〉 =

ξi 〈zi 〉+
〈
ln

[
e−ξi zi + e(1−ξi )zi

]〉
≤ ξi 〈zi 〉+ln〈e−ξi zi+e(1−ξi )zi 〉.

Ìîæíî äîêàçàòü (ìû íå áóäåì), ÷òî â ïðåäåëå (ïðè
áîëüøîì ÷èñëå ðîäèòåëåé ó óçëà) ξi � ýòî îæèäàíèå
σ(zi ) = 1/(1 + e−z).
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Íåéðîííûå ñåòè

Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ ξi , äèôôåðåíöèðóÿ KL ïî µi ,
ïîëó÷àåì:

µi = σ

∑
j

θijµj + θi0 +
∑
j

θij(µj − ξj) +
∑
j

Kji

 ,

ãäå Kji = ∂
(
− ln〈e−ξi zi + e(1−ξi )zi 〉

)
/∂µi .

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå ýòî.

Ýòó ïðîèçâîäíóþ ìîæíî ïîäñ÷èòàòü èç âåñîâ óçëà i , åãî
äåòåé j è äðóãèõ ðîäèòåëåé åãî äåòåé.
Ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ äëÿ àïäåéòà ξi : [Saul, Jaakkola,
Jordan, 1996], [Saul, Jordan, 1999].
È, íàêîíåö, ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ äëÿ àïäåéòà θij ïðè
îáó÷åíèè:

∆θij ∝ (µi − ξi )µj − θijξi (1 − ξi )µi (1 − µi ) .

Ïîëó÷àþòñÿ âåñüìà ïðîñòûå ïðàâèëà äëÿ îáó÷åíèÿ è
âûâîäà â òàêèõ ñåòÿõ.
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Ïðèìåð: ðàñïîçíàâàíèå öèôð
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LDA

Åù¼ îäèí êîíêðåòíûé ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ � ìîäåëü LDA
(Latent Dirichlet Allocation).

Çàäà÷à: ñìîäåëèðîâàòü áîëüøóþ êîëëåêöèþ òåêñòîâ
(íàïðèìåð, äëÿ information retrieval èëè êëàññèôèêàöèè).

Ìû çíàåì íàèâíûé ïîäõîä: ñêðûòàÿ ïåðåìåííàÿ � òåìà,
ñëîâà ïîëó÷àþòñÿ èç òåìû íåçàâèñèìî ïî äèñêðåòíîìó
ðàñïðåäåëåíèþ.

Àíàëîãè÷íî ðàáîòàþò è ïîäõîäû, îñíîâàííûå íà
êëàñòåðèçàöèè.

Äàâàéòå ÷óòü óñëîæíèì.
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LDA

Î÷åâèäíî, ÷òî ó îäíîãî äîêóìåíòà ìîæåò áûòü íåñêîëüêî
òåì; ïîäõîäû, êîòîðûå êëàñòåðèçóþò äîêóìåíòû ïî òåìàì,
íèêàê ýòîãî íå ó÷èòûâàþò.

Äàâàéòå ïîñòðîèì èåðàðõè÷åñêóþ áàéåñîâñêóþ ìîäåëü:
íà ïåðâîì óðîâíå � ñìåñü, êîìïîíåíòû êîòîðîé

ñîîòâåòñòâóþò ¾òåìàì¿;

íà âòîðîì óðîâíå � ìóëüòèíîìèàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ ñ

àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèåì Äèðèõëå, êîòîðîå çàäà¼ò

¾ðàñïðåäåëåíèå òåì¿ â äîêóìåíòå.
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LDA

Åñëè ôîðìàëüíî: ñëîâà áåðóòñÿ èç ñëîâàðÿ {1, . . . ,V };
ñëîâî � ýòî âåêòîð w , wi ∈ {0, 1}, ãäå ðîâíî îäíà
êîìïîíåíòà ðàâíà 1.

Äîêóìåíò � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç N ñëîâ w. Íàì äàí
êîðïóñ èç M äîêóìåíòîâ D = {wd | d = 1..M}.

Ãåíåðàòèâíàÿ ìîäåëü LDA âûãëÿäèò òàê.
1 Âûáðàòü N ∼ p(N | ξ).
2 Âûáðàòü θ ∼ Di(α).
3 Äëÿ êàæäîãî èç N ñëîâ wn:

1 âûáðàòü òåìó zn ∼ Mult(θ);

2 âûáðàòü ñëîâî wn ∼ p(wn | zn, β) ïî ìóëüòèíîìèàëüíîìó

ðàñïðåäåëåíèþ.
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LDA

Ìû ïîêà äëÿ ïðîñòîòû ôèêñèðóåì ÷èñëî òåì k , ñ÷èòàåì,
÷òî β � ýòî ïðîñòî íàáîð ïàðàìåòðîâ
βij = p(w j = 1 | z i = 1), êîòîðûå íóæíî îöåíèòü, è íå
áåñïîêîèìñÿ î ðàñïðåäåëåíèè íà N.

Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå òîãäà âûãëÿäèò òàê:

p(θ, z,w,N | α, β) = p(N | ξ)p(θ | α)

N∏
n=1

p(zn | θ)p(wn | zn, β).

Â îòëè÷èå îò îáû÷íîé êëàñòåðèçàöèè ñ àïðèîðíûì
ðàñïðåäåëåíèåì Äèðèõëå, ìû òóò íå âûáèðàåì êëàñòåð
îäèí ðàç, à çàòåì íàêèäûâàåì ñëîâà èç ýòîãî êëàñòåðà, à
äëÿ êàæäîãî ñëîâà âûáèðàåì ïî ðàñïðåäåëåíèþ θ, ïî
êàêîé òåìå îíî áóäåò íàáðîñàíî.
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LDA: ãðàôè÷åñêàÿ ìîäåëü
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Âûâîä â LDA

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó áàéåñîâñêîãî âûâîäà, ò.å. îöåíêè
àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ θ è z ïîñëå íîâîãî
äîêóìåíòà:

p(θ, z | w, α, β) =
p(θ, z,w | α, β)

p(w | α, β)
.

Ìû çäåñü ðàññìàòðèâàåì α è β êàê èçâåñòíûå êîíñòàíòû;
ïî èäåå, êîíå÷íî, èõ òîæå íóæíî îöåíèâàòü, íî ïîêà äëÿ
ïðîñòîòû òàê.

Çíàìåíàòåëü � ïðàâäîïîäîáèå � îöåíèâàåòñÿ êàê

p(w | α, β) =
Γ(

∑
i αi )∏

i Γ(αi )

∫ [
k∏
i=1

θ
αi−1

i

]  N∏
n=1

k∑
i=1

V∏
j=1

(θiβij)
w
j
n

 dθ,

è ýòî òðóäíî ïîñ÷èòàòü, ïîòîìó ÷òî θ è β ïóòàþòñÿ äðóã ñ
äðóãîì.
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Âûâîä â LDA

Âàðèàöèîííîå ïðèáëèæåíèå � ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî
ðàñïðåäåëåíèé

q(θ, z | w, γ, φ) = p(θ | w, γ)

N∏
n=1

p(zn | w, φn).

Òóò âñ¼ ðàñùåïëÿåòñÿ, è ìû äîáàâèëè âàðèàöèîííûå
ïàðàìåòðû γ (Äèðèõëå) è φ (ìóëüòèíîìèàëüíûé).

Çàìåòèì, ÷òî ïàðàìåòðû äëÿ êàæäîãî äîêóìåíòà ìîãóò
áûòü ñâîè � âñ¼ óñëîâíî ïî w.
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LDA: âàðèàöèîííîå ïðèáëèæåíèå
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LDA: âàðèàöèîííûé âûâîä

Òåïåðü ìîæíî èñêàòü ìèíèìóì KL-ðàññòîÿíèÿ:

(γ∗, φ∗) = arg min
(γ,φ)

KL(q(θ, z | w, γφ)‖p(θ, z | w, α, β)).

Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà âîñïîëüçóåìñÿ óæå èçâåñòíîé îöåíêîé
èç íåðàâåíñòâà Éåíñåíà:

log p(w | α, β) = log
∫
θ

∑
z

p(θ, z,w | α, β)dθ =

= log
∫
θ

∑
z

p(θ, z,w | α, β)q(θ, z)
q(θ, z)

dθ ≥

≥ Eq [log p(θ, z,w | α, β)]−Eq [log q(θ, z)] =: L(γ, φ; α, β).
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LDA: âàðèàöèîííûé âûâîä

Ðàñïèøåì ïðîèçâåäåíèÿ:

L(γ, φ; α, β) = Eq [p(θ | α)]+Eq [p(z | θ)]+Eq [p(w | z, β)] −

− Eq [log q(θ)] − Eq [log q(z)] .

Ñâîéñòâî ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðèõëå: åñëè X ∼ Di(α), òî

E [log(Xi )] = Ψ(αi ) − Ψ(
∑
i

αi ),

ãäå Ψ(x) =
Γ ′(x)
Γ(x) � äèãàììà-ôóíêöèÿ.

Òåïåðü ìîæíî âûïèñàòü êàæäûé èç ïÿòè ÷ëåíîâ.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Íåéðîííûå ñåòè è LDA



LDA: âàðèàöèîííûé âûâîä

L(γ, φ; α, β) = log Γ(

k∑
i=1

αi ) −

k∑
i=1

log Γ(αi ) +

k∑
i=1

(αi − 1)

24Ψ(γi ) − Ψ

0@ k∑
j=1

γj

1A35 +

+

N∑
n=1

k∑
i=1

φni

24Ψ(γi ) − Ψ

0@ k∑
j=1

γj

1A35 +

+

N∑
n=1

k∑
i=1

V∑
j=1

w
j
nφni logβij−

− log Γ(

k∑
i=1

γi ) +

k∑
i=1

log Γ(γi ) −

k∑
i=1

(γi − 1)

24Ψ(γi ) − Ψ

0@ k∑
j=1

γj

1A35 −

−

N∑
n=1

k∑
i=1

φni logφni .
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LDA: âàðèàöèîííûé âûâîä

Òåïåðü îñòàëîñü òîëüêî áðàòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ýòîãî
âûðàæåíèÿ.

Ñíà÷àëà ìàêñèìèçèðóåì åãî ïî φni (âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
n-å ñëîâî áûëî ïîðîæäåíî òåìîé i); íàäî äîáàâèòü
λ-ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà, ò.ê.

∑k
j=1

φnj = 1.

Â èòîãå ïîëó÷èòñÿ:

φni ∝ βive
Ψ(γi )−Ψ(

∑k
j=1 γj),

ãäå v � íîìåð òîãî ñàìîãî ñëîâà, ò.å. åäèíñòâåííàÿ
êîìïîíåíòà w v

n = 1.
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LDA: âàðèàöèîííûé âûâîä

Ïîòîì ìàêñèìèçèðóåì ïî γi , i-é êîìïîíåíòå
àïîñòåðèîðíîãî Äèðèõëå-ïàðàìåòðà.

Ïîëó÷èòñÿ

γi = αi +

N∑
n=1

φni .

Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ âûâîäà íóæíî ïðîñòî ïåðåñ÷èòûâàòü
φni è γi äðóã ÷åðåç äðóãà, ïîêà îöåíêà íå ñîéä¼òñÿ.
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LDA: îöåíêà ïàðàìåòðîâ

Òåïåðü äàâàéòå ïîïðîáóåì îöåíèòü ïàðàìåòðû α è β ïî
êîðïóñó äîêóìåíòîâ D.
Ìû õîòèì íàéòè α è β, êîòîðûå ìàêñèìèçèðóþò

`(α, β) =

M∑
d=1

log p(wd | α, β).

Ïîäñ÷èòàòü p(wd | α, β) ìû íå ìîæåì, íî ó íàñ åñòü
íèæíÿÿ îöåíêà L(γ, φ; α, β), ò.ê.

p(wd | α, β) =

= L(γ, φ; α, β) +KL(q(θ, z | wd , γφ)‖p(θ, z | wd , α, β)).
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LDA: îöåíêà ïàðàìåòðîâ

EM-àëãîðèòì:
1 íàéòè ïàðàìåòðû {γd , φd | d ∈ D}, êîòîðûå îïòèìèçèðóþò

îöåíêó (êàê âûøå);
2 çàôèêñèðîâàòü èõ è îïòèìèçèðîâàòü îöåíêó ïî α è β.
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LDA: îöåíêà ïàðàìåòðîâ

Äëÿ β ýòî òîæå äåëàåòñÿ íåõèòðî:

βij ∝
M∑
d=1

Nd∑
n=1

φdniw
j
n.

Äëÿ αi ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, êîòîðóþ ìîæíî
ðåøèòü ìåòîäîì Íüþòîíà.
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Thank you!

Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!
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