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�� ���������� ������� ���	 ���� ���������
�������������� �	���������� �����	� �!���	 ��� ���

��� ����� "��� ��������� ����������# ������ �� $����� ������
�����% ����% ���� ��� ������� &��� �����'���� � $�%������
��� � ���������� ����� ( )��� ������� �"���� �� ������� � ����
���� 2� ����
�� �� ������� &��� ����� � ������� 3 ��������� �
����������� �"�������� �������� &�� � ��� �"�"����� * ���
���� +�)����,����� � ������� 4 � 5 "	�	� �������� ��������
�����"���� -./012134 562670/8� ����� 90:6;<.==�

>����� �� ���	�� �	����� ��� ������������� �	
�� ������
��� ������������ ?� ���� ������������� 	�� ������������� *
)�� ����� ���" ������� �������� )�������� �� ���	 ��� ����	
�������	� �� ���� �����
���� ��������� ��% ���	� �� ���� ����
��
���� ��������� ������� ���$	������� �������� �������
��� � ��	��% ��"���$�% ��	���%� ,���� �"������ ������ +�)����
,���� ���������� ��������� ��������� ��� ������ ����@���!��
 ���������� �����������A �� ������ "������% ����@������
��� B����������% ��� ���������� ���������� ���������� �����
����� � ��
�	� �� ��������� CD�EFG� H���������� ������ * �� ���
������ ��������� ���������� ����	� ������	 * ��������� �
�� �����% ��	��% �����
����%� ��������� � �"��"���� ���"��
��
��� CEIG ��� ��
� �������� ��������� � ���� �� CJG�

�� ������	 
��� >����	� 	�� ����������% ����  �����
��������� ����� ������ �	�$� ���� "	��� ����
��� �� ����
��������� �� �����  ��� � ����� �� ���% �����% ��������A ��
������� �������� &��� ( ���������% ����% KK ���� ���������
@���� � $�%����� H���� &�� ������� ��� 	��������$�� � ��
����� ������� @�����!�� $�%��� LMH BN;OP�� ��� ����������
�������� Q������ BR70<S622 574.ST ;U246V ���	���� �������� �
���� ����� ������ W������ Q������ � "��� ������� �� ����	�

���� N;OP � 1950 ��� ����� ����������� ������ �������������
�"��������� � �����	 �� ��$��� ��������� ����
��� ��	 ���
������ &�� �����"���� ������� � ������� �������� ������� �����
����� ���� ������ � ��������� �� ����� ����� ���	����� "��
�
������� � ����� �� ���� ���� ������$'� CIG� ( )��� �������
�� �������� ������ &��  ����� ������ "��������� ������#
� )��� ������� � �� ��������������� ��� ��!������� �������
��	��� �����"�� ����
��� �� ������ "�������� ��������� ��
������� ���� �� ��������� �������� ��������� ���	����



��������	
 ���� �������� �� ���������������� ������� ���
����� �������� �� 	����� ��
 ����� ������� ��� ������� ����
����� � ���� ��� !��� �����"���� ����� ��
 ��� ���� ���� �� ����
��� � ������ ����  ��������� ������ ���#���# �� ��$ ��������
���"��	 � ���������	 ��������	 %�������& '���� ����$��
 �� ���
���  ��� ���� ���� ���� ��� ����� ��������� � ���������� ������
(��������� !��	 ��� � ���� ��#�� ��	� ������) * !�� ���������
	
������
 � ���� $������� �������� * ��� ��� ���
 �&�&��
����
�
���
 �������
 !��� ��������� ��������& �� ���� �� �� ����
���������� �������"�� ������
 � ������� ���� ���� ���������
��������� ������ ����� ������ ��� ���������
 �&�& ��������� �����
#������ ���� ���� � ���������� ������ �����

p(x) = N (x; s, β) =
1

β
√

2π
e
− 1

2β2 (x−s)2

 �# ���������� β > 0� $ ��� �  ���� ������ s �� �� �� ���$������
�������� (�� ����� +,-..)& '���� ����$��
 ���� ���� $� �/��#  ���#
������������ ��� ��� s (���������� ���������) �  ��������� β2

������# ����$�����
 ��������� ����� ��"� �0����&

������������� $� ��� �������� ���� �%������������ ���� ��
��������#  ����� D (��$�������� ���	 ��������	 �����������
�������� ������) �������� ����� �0���� ������� s � β2  �# ���
 ��� ���������
 ������� �������$����� ����#������

p(s, β2 | D).

1�� * �����������# ���������� $� ��� ������ ������������ ����
���������� ������$�� �� ������� 2����� �/ ���� ����%���������
���� ��� �����

arg max
s,β2

p(s, β2 | D) = arg max
s,β2

p(D | s, β2)p(s, β2)
p(D)

=

= arg max
s,β2

p(D | s, β2)p(s, β2).

3 ��� p(s, β2) * ��������� 	
������� ����������
 �&�& ���������
������ �����# ����#������� ����������
 ������# ����  � �����
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�� �������	
 ����� D� � p(s, β2 | D)� ������� �� ��	� ���	��
�	�� � ����������	�
 ����
�	����� ��������� �����������	
 ���
��� ����� ����� D�

��� ���������	� �	 ��	� �����������	�� �� ���� ����� �����
 ������
!� ��� �	�����	
 �	�� 	"�� � ���������# ����		 �����
���
	 �� 	"���� ��  ��	�	�$ ���	� ���� ���β2 � %������ ��&� � ������
���������� '���� ��"�� � �������� ���	����"� �����������	
 p(s)
�� ���� 	 ����������� ������� ���� ���������� �����������	��

N (s;μ, σ)� (��	� ���� ��� ��#�	�" 	"���� �� ����� ���� �������
�����
 	 ��� �	���) �"� ������"�  �����	
 μ 	 �"� �	�����		 σ2�
*�����	� μ �����������
 � ����	+� ��#�	�"��� � σ2 �������	 ��
��� ��������� ���������� 	���,�
�
 �+����� -���������� �������
���	��� ��� ��
 �� ����"� ����	�� ��������� ��#�	�"�� � ������
���	������ ��"����� ����	# σ2 ������ �������� � μ � �����	���
�
 � 	��	�����  �����	� s�

.������� ������ ���
��� ��� ���	��	�� �����������	� p(D |
s, β2)� /���#�� ���������	�� ��� ����������
 ��� 	"���� �����,��
�	
�	 �� ������� �� �����  ��	�����
 �� ��� � �� ���� 0! � �����
�����	 ���	�����	 �����������	
�	 �� ��#�	�"	 N (s1; μ1, σ

2
1) 	

N (s2; μ2, σ
2
2)� (�"�� �����#��
 ���	�	��� �������	 ��,�
 �	��

�����"� 	 �	 � ���# ���������# ����		� 	���� �����������	�

p(x | μ, σ) =
∫ ∞

−∞
p(x | s)p(s | μ, σ)ds =

∫ ∞

−∞
N (x; s, β)N (s;μ, σ)ds =

=
∫ ∞

−∞

1
β
√

2π
e
− 1

2β2 (x−s)2 1
σ
√

2π
e−

1
2σ2 (s−μ)2ds = N (x;μx, σx),

�� ���� �� ����� ��	��	� � ����������� �����������	�� �� �
���"	�	 ����������	�

�� ������ 	
������

� � �� ���������� 1 ���� �� ����
�� 	 ��"��� ����	��	������ ���� ��#�	�"� ���� � ����� ������	�
�� ������#&�# �����	 ���� 	"���� � �����# 	"��� �	��	 ���� ����
��! � ����,��	
�� � ��� �	��� � ����,��	
�� ������� ��	���
� �
����	������ ��,�# �����	 ��#�	�"�) ������� �� ��������� 	"���
��� ���	��� ��� ���	������ �� ��
 ������� ��	������!� �� �����
�	��	�

��� �� ����� 	��
� ����� �� ��� 
�����������
�� � �� 
��	�� 
 ����
�� �������� ��
���������� ������
� ���������	
 � 
���� 
���� �����
���  
��������� ��
����������� � ����  ����
�
�� ����� 
� !"�#�$%& 



���� �����	
 �����
 ���� �������	������ 	 ���� �������
����	��� ��� �������� �������� X = {x1, . . . , xm} 	 �������
��	� f : X → R� ����	� f(x) ��� ����� x ∈ X ���������
����	�� ��� ���� � ������
 � � !������ 
 � ����	��" �������
����� ������� �����	� �������� �	���� !������ � ������
��� !���������� X ′ ⊆ X� #���� ����
 ���������� ������� �����
�	� ���� �������� ��������" !������
 ������ � ����������
�����	�
 � ����� ���� �!���������� � ����� ����	�� f(x)

� ����	�� �������� �������� ���	�	�
 ������ ������� ����
f(x)� $� 	������ ���� ������ ���� ��������� �!�����	�� �	�
����� !�����!������ ����	� f(x) ��� ������� x ∈ X% �����
� ����� ���� 	&���� ��� !�������� ��'��!������� ��������
���	�	
 ����
 ��� !���	��
 ������ 	 �	�!���	� ()�	 �������� ���
�	�	� ����� ��	�� ��� ������� 	�	 ���	��	����	 ���!�����
�*��	+� ,� � ������'�� �����
 ��� 	 !�	��� � )��� ������	

������� )������ X -�����	���	.
 � ����	� ���/		 f(x) 0
-�	��� (12344+ �����	�� x.�
5������ ������ #�)��	�6���	 789
 ��� 	 ����	� :��
 !�����

����� ��� ����
 ����� ���	����� ����	�	
 !�	��	�� &	� 	��
�	�� �	�� �����	���
 !� 	�� &	��� ���� !�!���� �����
�	�� ,����� ������ � ����� !������ !���!�����		" ��
!���!�������
 ��� ��� �����	��� 1, . . . , n ���� !�������� ���	�
������� γi
 i = 1..n
 ��� ���������� !����� �����	�� i ��
�����	��� j ����

p(i !�������� j) =
γi

γi + γj
.

6��	� �������
 ������ ������ ���� ������ � ���
 ����� ���
�	 γ = (γ1, . . . , γm) ����	������� !�����!����	� 	� 	�� &	���
���� D� ��� )����
 ���	 !�	��� �!�	���� ���!������	� ����
������
 ���� !����� ����	�	�	������ !�����!����	�

p(D|γ) =
m∏

i=1

m∏
j=1

(
γi

γi + γj

)wij

,

��� wij 0 ��
 ������� ��� xi ������� xj !�	 	� !�!���� �����		
(wii = 0 !� �!������	 +
 	�	
 ��� )��	������
 ����	�	�	������



�������� 	��
��	�����

l(γ) =
m∑

i=1

m∑
j=1

(wij log γi − wij log(γi + γj)) .

�� ���� ������������� ���� �������
���� � ��������� �����
����������� �� ����� 	�������� �������
��� 	�������� �����
�� �� 	����	���� 	�������� � ��������� ������� l(γ) ������
� ���������� ���������� �������� !��� �� �������� �������
���
�	�����
 ������� ��� " �����������
��� l(γ) 	�� 	���#� ��� �����

������ $$���������� %�� ���
 &'()*'+,-')(�&,.'&'+,-')(/� 0����
	���1�� ��� �� ����� �����������
��� ������� f(θ) � ������
��2�� ����� ������� g(θ, θn) %�� �
�� 	���1�� �� θ ���������
/ 
���

g(θ, θn) ≤ f(θ) �� ����� θ, θn,

f(θn) = g(θn, θn).

��2�3� ��	��� �������� ������� g 	� 	��
��� ��������� %	� θ/4

θn+1 = max
θ

g(θ, θn).

5���� 
���� ���

f(θn+1) = g(θn+1, θn) ≥ g(θn, θn) = f(θn).

!����
���� ��� ���� ��������� �� ����� θn 
 ����� θn+1 ������
��� ������� f(θ) 	�� ���� �
�������� 6�� " ����
�� ��� ���
���������
4 ���� �� ������ 	�������� 
�	������������ �������
g ���������	�� ������� f %g ≤ f/ � ����� �3 �
���������

�
�� �� �� ��� ����� 	���2�3� 
 ����� ��� �������� f �
����
����� 7�������� ���� 	������
��� ����� ������� �� �����
��� ����� ����� �����������
��� g(θ, θn) 	� θ8 ��� 	��
��� �#��
������� 
 ������� ��� ����������� ���	������ �� ����
������
���������� ������ ������������ �� ��1��2 ���������� 
������
θ�

9 ��:�� ���������� 	������ ������ g ����� 
������� �� ���
#��� �
�2��
� ���������4 	�������� log x ≤ x− 1 �� %	�����
�
x
y /

1 + log
x

y
− x

y
≤ 0.



���������� �	
	�� ��
�����	����� �������

Q(γ, γ(k)) =
∑
i,j

wij

[
log γi − γi + γj

γ
(k)
i + γ

(k)
j

− log
(
γ

(k)
i + γ

(k)
j

)
+ 1

]
.

�	�� ���	��� ��� ��� �	������	���� ��������	� l(γ) ������

���	���� ���	�
������	 �������� �������� � x = γi + γj �

y = γ
(k)
i + γ

(k)
j � ! ���"� ����� maxγ Q

(
λ,γ(k)

)
� ����� 
�����

��#�� 
���������	 Q 
� ������� �� γi$

∂Q

∂γl
=

∑
i,j

wij

[
δil

γi
− δil + δjl

γ
(k)
i + γ

(k)
j

]
=

=
1
γl

∑
j

wlj −
∑

j

wlj

γ
(k)
i + γ

(k)
j

−
∑

i

wil

γ
(k)
i + γ

(k)
j

.

%"������# �	�	� wl �"&		 �����	���� 
�"	� ����� l �wl =
∑

j wlj��
� �	�	� Nij ' �����	���� ����	� �	��� ������� i � j �Nij =
wij + wji�� 
�����	�

wl

γl
−

∑
j

Nlj

γ
(k)
i + γ

(k)
j

= 0.

(���� 
������ 
	�	��)�� �� ����� ��	����� 
����� ��������� l(γ)
���#��� ���$

γ
(k+1)
l = wl

⎡
⎣∑

j

Nlj

γ
(k)
i + γ

(k)
j

⎤
⎦
−1

.

*���	 ��� ��� ����	��# �	������ � 
���	�����	�������γ(1), γ(2), . . .
+�������#��#, �����	 ��	����� 
	�	������ �- ��&	���	��� �	�#����
����� "��	�

. ���	 �� 
������� �������� ���������� "����� ��� �����	/
��	 � ��	����#�� 0������/��
���� � 123� �-��#&���# � ��������
����	��#� γ � ��������� ���� ����� �����������# ��� � �����

�
����� � � ������ 
��� 	��� 
�"	���	�� 4���� ���	���� �	��/
�������� ���	 ��# ��-��� �� ��-����- "����� ������� �	 ����#
��	 � ����- �
����� � ������� � ������	 �����������# ����� ����
������ 



� �������� �	�
���	�� ������ 
���� ��������  �
� �����
� 	����  �
� ����� ������	�� � ��� ��
� �
� ������
����� � ��	�� ������ ��������� ��
�� ���� ������ � !" #�
�
� ������� ��$�
���� ��%�� $������ �� ������� &
���	��� � ��'
�� (���%��� ����	�� �������� �����)	�� ����  ����������*�
�� ��%	� ����� ����
	��
�	�� �������� θ > 0� ��������$�'
���� 	����
��� ��
�)�� ����������� ���� ����	�� ���	��� 
����������� ����
� �+!� � �������

p(i ����%���� j) =

{
θγi

θγi+γj
, ��
 i ����� ����,

γj

θγi+γj
, ��
 j ����� ����.

#�
 ��$��%	� 	��� �� � ������	���� ��%� ��%	� ������
����
	��
�	�� ���������� θ > 1�  &�� ������ � ����
 �+,!�
� �������

p(i ����%���� j) =
γi

γi + θγj
,

p(j ����%���� i) =
γj

θγi + γj
,

p(i  j ����� �	���) =
(θ2 − 1)γiγj

(γi + θγj) (θγi + γj)
.

-�����	� 	� 	����
��� ������ � ��	�� ���	�� 	����
���
�
�%	��� 	� ��%� ��������	� �����
	��	� �+.� +/!" -	� �����'
���� ��		�� �������	���� π ����	�%����� ������ A = {1, . . . , k}
(��$�
����� ���	��* ������	����

pA(π) =
k∏

i=1

γπ(i)

γπ(i) + γπ(i+1) + . . . + γπ(k)
.

0�%	� ����$���� ��� ����� ����
� &����
�	�	� ������ ��������	'
	�� ������ 1��� �2!3 �
� 
���� ����
� � ������� ������	���
������ �������� ���� ����� � 
���� ���� 	� ���	� 	�
�� �
�

���� ����	�%���� ������ A ⊂ B  
����� ����� i ∈ A

pB(i ����%����) =
= pA(i ����%����)pB(����%���� ���'�� $ �	�%����� A).
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�� ������	 � ���
 ����
�� ������
 ������
� ����������� ��	 ���   ��!
� ��� ����

���!�� ���� �� �������" #���� ������� � ����� 
���� ������	

���� $������%���� �����
�� ����� ���������� �������
���� ��� 
���� $������%��� � ���
� ������� ����� ��������

���� ����
��������� ��� �����������& �������& ��� � ���
��������&��
� �������
� ������� '(()"  � �������
 �������
������
��	 ������& ���������	 ��* � ����� ������������&
������ � ����������� ++��!
�� � ��
� �
 ��
�
 ����*

� ������ �!
� 
����
���,�� ������������	� ������	 ����������
���������� ����� �� ���- . ����
� /01234566"

�� ������	
������ ���������" 7����������
� /01234566 ���
�� ����������� � ��
����� +5809:9;< ��	 ������! ������ =>9?
360" @�&��� ��������� ��� �������� �������� �����������
�
����&��&��	 � ��
� ��� ���������� ������ ���� ���������	 
���
��
����� ����" A���
 /01234566 ���!�����	 ������	�� ������
�� �������� ������ ��B���	&��	 � ��
���� ������� ���
�� �
�������&� � 
����! C�������!D � ��������
� ���������
�" E����
�� . ���� ������� �� ����! �������� ��������� �����������
�������"
F���*
 ���
���� G�������������H ��� ��� �����!���� � ����

��
 �� ���! ��������" I������!� 
� � ���
 ���������! �����
����! ������� ��������� � ��� ��� ������ ������� ��������
��������� C
� �����
 �� ���
�����
D

f(si) = N (s;μi, σi).

E��� μi . ��� ��������� ������ ������� �σi . G��������� ������
�������H �������� �������	" A ������ ��������� ������ ����
����	 �
������	 C��� � ��������
��� �����������! �����
��	 * �������	� �� �� ���
 ���D"
@����� G��������H ������ 	��	��	 �����
 ������
� ���

���� �������� ��������� �������� ��������� ���� ���� ���
�� ��� ����� ������ � ������ ��������� ������ Cpi . �� �����
J20;90KLM82DN

f(pi) = N (pi; si, β
2).

��������� �	
�� ��� ����� ������ ��� ��	
���� ����� ����� ��	��

������ ������ � �	������� � �� �� ��� ������ � ���� �� ����� 



� ������� ��	
���� �������� �������������� ��� β2 �������� ����
���������� ����������� � !�� ��� ���" �#�����$ %���� ��� �� &��
��� '��� ��(�� ��)��� �����)� ������ ��	
����� ��������#��� ���
����)� �#��� ����� �  ���*�� �����������+ �)#���� �� ���� ����
���# ��+������� 200 ������ ��� ���� ,������� ����������-� � (��
����� .�� 200 ����� ��� ������������+ ��������� ������#� '��$
/������� ����()����� ��� � ����� �������)� β2 ���*��� ������
0�� "����� ����)"1� � ������������� .�� �� ���*��� � �������
�������$

2�#�� �)��(��� ��������� pi ����( ��"���)� ��������)� �����
������ �������#�������� �� ���� ��(����)� si3

f(pi | μi, σi) =
∫ ∞

−∞
N (pi; si, β

2)N (si; μi, σi)dsi.

4���� ����(����� ���) �#�) �#����� � ��������)" ������"
� 5�����+��� � ��+� �6���� �� ���� �#�) ������$ ��	
���� ����
����)���� ���� ������) ��� ��������+ ���� �7 �#�����3 ti =∑

i pi$ 8) ����  ���� ������(����� ������� ���9����������: ��(�
����) � ���#�� ���"��)$

/���� .��#� ����(����� ���) ������ � ������ ������� ����
�� �������� ���# � ���#��: �" ��������� � ������ ��������� ���
�������� �����)� (������ � ��(�������" �������$ ;����� �����
�������)�� ��������� ����� ��������� �����: � .��� ����� ����
"������ ������� ����+ ��������� ε$ 8)  ���� �������� ��� �����
����� ��������� � ����� t1 � t2 �(������� ���

|t1 − t2| < ε.

<������ ������ ��������� ����� (����� ����� ����� ����$ 8)
�����) ���������� �����������)� ������#� ������ ����� �������
��� ����)"$ <���)� ���"���� � ��� � ���� ������������ ������π3
�����������)" ��(�������� ������� 0� �����)" ��#��  )�� �����
����� ��������� ���������1$ =���� #������ ����� ����������

p(s | π) =
p(π | s)p(s)∫
p(π | s)p(s)ds

.

� ��*�� ������� ����������+�� ����� si � π� �!7 ��������)� pi� ti
� di� ����7� ��������� ������������� ���� ������) �) ������ ���



��������	
	 � �	�� ���	�����	� ��������
�	��

p(π, d, t, p, s) = p(π | d)p(d | t)p(t | p)p(p | s)p(s).

� �� ��� ���	�
	��

p(π | s) =
∫ ∫ ∫

p(π, d, t, p, s)dddtdp.

�
�������
��� ����� ��	 ������ ������ ����	�
	���		� ���
����� ��
����� ��	� 	� ������ ��������� ������������ �����
��  !�"#$% & ���� �
���� ���� �����
��������� 	������� �
���
�	���� ����	�
	���		 � ���'�� ��������	� �������� 	 '���
�		� �������()	� � ���
���		 ��)��� ��������
�	�� � �	�� ����
��
���� ���'�� ���*	� ���� ��
	 �������� ��������
�(� �����
��������� ������ ��
	 + '���		� � ����� ������	��� ����� 	
��
��� ������ ����� '���	� ���	�	� �� ��������  !$% & �
���(�
)�� �����
� �� ��������	� ����
��� �������� ��	����� ���
�	�
�	� � ���	� ���'��%

�� ������	�� 
������% & ,��� �����
� �� � ����
��	�
��	����� ����������	���� ������ ��	��������� ������� � �����
�����	� �	��	� � �������� ����� ������
���	�% -����
� �������*��� ��	����� ����� � ����� ����� ��� �����	��% .����
���
(��	 ��� '����
����	� �� ����� ��	����� ��� ������ 	� 	�
� ��	���� �������� ������ /� ,��� ��	����� ������ *�� '���
�	����	� ������ ���� ��
� �� �������	��� � �
� ��
���
� �����0%

1�
	 ,�� ������ ��������	� �
� ������� 	� �����	���� ��
����2� ������� ���	� �
����� 	���
������� ���
��� ����3 -��
��
��� ����	� �
� s ���� ���	���� ������ 	� ��������	�
��������� ������ ������� ����	�	 ����� ������ �
� ��	
���	�%
����
(��� ����	� � ����� ���� ��
��� �����*�	� �����
������ μ� σ� β� 	 ε% 4�����	� ���� ,�	� ���������� � 
(��(
������� 	��� � �������� � ����
������% -���	���� 5
� ���
�	����
 ���� ����	� ���� ����� ���� ��
� �� ���
��� ����
����� ��� 	���*	��� � �
	�		 ����	�	 6�������% & ��������
���
���� ����	� �
� σ 	���� ����
 ����� μ/37 ,�� ���������
� ����� ����� 	���� ���������� � ��
���*�� ����	�� � ���	�
����� �����*�	�� ����	�% & �*	� ��	����� �� ����� �����
β = 3� ε = 1

2 %



���� �� ��	
 
����� � ����������� �	�� ���� �������

����� ��� ��	
��� 	�� ������� �������� ���� ������� � ���
������� ������� ������� ������� �� ��
� ��   !�	�� �!�������"
��#���� ��	��
��� i,j 	����� ����
�$��
� � j��� ������ i�� ���
���	� %����"�� 	����&

μ1,1 = 100, σ1,1 = 33.33, μ2,1 = 100, σ2,1 = 33.33.

%������� ����������" 
��!$����� '������ ��#�� ����	��" 
��!�
$���� �� si,j � pi,j � (�� � �#� �!
�#	��� �)��

f(pi,j | μi,j , σi,j) =
∫ ∞

−∞
N (pi,j ; si,j , β

2)N (si,j ; μi,j , σ
2
i,j)dsi,j .

*	�!�� 
���
��� ������"���� ��
���	������ �������+� �� 	���
��� ,���� ���
���" �������� ���������
�� � �������" ���
��+
������� 	�� ���
����� 
��!$����&∫ ∞

−∞
N (pi,j ; si,j , β

2)N (si,j ; μi,j , σ
2
i,j)dsi,j = N (pi,j ; μi,j , σ

2
i,j + β2).

'��	�+$�� )�� - ,�� ������	 �� ����������� 
�� �������
.pi,j/ � 
��� ��� �����	� 0 ������ ������� ��#	�� �����	� 
��

���� �� �	���� ������� � ��,���� 
��� ��� �����	 !�	�� �����
�����
��

p(ti) = N (ti; μi,1, σ
2
i,1 + β2).



���� �� ��	
�
��
 ����
�
�
��� � ����
 ���
��� � ��� �� ����
�

����� ��� ���	
���� 
������ 
��� 	�� �����	� �� ����� �
�
��	 ���� �� 
�����
������ �����	������ �����	� �� �����������
�����	�� � ������
�� ������� di = ti− ti+1� �	�
� �� 
��� �
�
��������
� ���� ��� ��
���	������ �� ti ����������� � �������
���������  	� �!��!���� ����
��	
������ ���������� ����"#

p(di) = N (di, μi,1 − μi+1,1, σ
2
i,1 + σ2

i+1,1 + 2β2).

$ ��
������ ���%���� 	�� ��&��� ������� �� ��������

p(d1) = N (d1, 0, 84.9448).

'�����  ������(���)" �
��������
� ����������� 
��*�� ����� ���	�
����%��� ��� ����� ����� ������ � ������� '��	� �� ���������
�� ��
���	������ p(di) �� 	��%�� �������� +������%��� ��
��,�
� ������&��
� ��
���	������ �����������

-
������
� �� .��� ���� ��	��!���� /�� ��%�� �
����� �����
�� �� ��
�� ����������� ��
���	������� ������� 
�����
���� ����
������ d > ε� �� �
��  ����� �������� ��
���	������

pnew(d1) =

{
1
ZN (d1, 0, 84.9448), �
�� d1 ≥ ε,

0,  �������� 
������

�	� ��������� Z =
∫ ∞

ε

N (d1; 0, 84.9448)dd1.

0�� ��
� 1� �	� �� ���!������ .��� ������	 ���2���
��� 3��2����
%� ��������
�� ���  ��%��� ����� I(d1 > ε)� 
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��$ ��
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� ��	�� �����	��� ����� ���� ��	"��������� � ������
&�� ���
��� ����� 	����� ����������� "�'���� �� &�#�� "��������� '��
��	"��������� (�����$)� �#� ����� "����� ���� *� "���������
�#� ���������� ��	"����������+ ��� '��#� ��	������� ����	����
����������	�� �������� � ��	"��	��� ,�� ��&�#� "������ "��
������ -	 �� ������������ ���#�������./

pnew(d1) = N (d1, 38.0798, 808.746426).

0�"��� "�������	� "� #����� ������� 	 "��������#� ��	"�����
����� -"��� ��	� 	��
	����� ���������#� ��	"���������./

pnew(t1) = N (t1, 138.0798, 1928.63536),
pnew(t2) = N (t2, 61.9202, 1928.63536),

pnew(p1,1) = N (p1, 138.0798, 1928.63536),
pnew(p2,1) = N (p2, 61.9202, 1928.63536),
pnew(s1,1) = N (s1, 138.0798, 1937.63536),
pnew(s2,1) = N (s2, 61.9202, 1937.63536).

0�"���� ��� ��#� ����� "������� ������������ ��	"���������
	������	������ �� �������� ��� �	����	� ����� ����	���� � ����
�������� "��� �������

pnew(s1)p(s1) = N (p1, 138.0798, 1937.63536)N (p1, 100, 1110.8889),
pnew(s2)p(s2) = N (p1, 61.9202, 1937.63536)N (p1, 100, 1110.8889).

1������� '��� "������ �����  ������� "��������� ��
���#� �#�
���� -"������� ��� ���#������./

μ1,1 = 113.876, σ1,1 = 26.572, μ2,1 = 86.124, σ2,1 = 26.572.
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μ1,1 = 113.876, σ1,1 = 26.572, μ1,2 = 100, σ1,2 = 33.33,
μ2,1 = 86.124, σ2,1 = 26.572, μ2,2 = 100, σ2,2 = 33.33.
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p(pi,j) = N (pi,j ; μi,j , σ
2
i,j + β2).

�	� ���
� � �	��
� ���� ������� � �
���� ��	��
��

p(ti) = N
(

pi,j ;
1
2

(μi,1 + μi,2) ,
1
4
(
σ2

i,1 + β2 + σ2
i,2 + β2

))
.
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p(t1) = N (t1; 106.938, 458.74), p(t2) = N (t2; 93.062, 458.74),

p(d1) = N (d1; 13.876, 917.48).

�
� �
� ���
�# �#��
	� ����$� �� 
 %��� �
� ��� ���
&
���� �� �
������	��� p(di) ��	��� �
��� �� −ε �� ε '��� ���� ()"

pnew(d1) =

{
1
ZN (d1; 13.876, 917.48), ��	� − ε ≤ d1 ≤ ε,

0, � �������� �	��
��

��� ��������
 Z =
∫ ε

−ε

N (d1; 13.876, 917.48)dd1.

����	���� %�� �
������	��� � ������$ ���
	����"

pnew(d1) = N (d1; 0.00126, 0.083329).
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pnew(t1) = N (t1; 93.0633, 458.82333),
pnew(t2) = N (t2; 106.9367, 458.82333),

pnew(p1,1) = N (p1,1; 86.12652, 2955.1823),
pnew(p1,2) = N (p1,1; 72.25052, 2550.3646),
pnew(p2,1) = N (p2,1; 113.8735, 2955.1823),
pnew(p2,2) = N (p2,2; 127.7495, 2550.3646),
pnew(s1,1) = N (s1,1; 86.12652, 2964.1823),
pnew(s1,2) = N (s1,1; 72.25052, 2559.3646),
pnew(s2,1) = N (s2,1; 113.8735, 2964.1823),
pnew(s2,2) = N (s2,2; 127.7495, 2559.3646).
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 ���������� ����
 ����
��� ��� �������

μ1,1 = 108.538, σ1,1 = 23.88, μ1,2 = 91.6, σ1,2 = 27.833,
μ2,1 = 91.462, σ2,1 = 23.88, μ2,2 = 108.399, σ2,2 = 27.833.
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μ1,1 = 108.538, σ1,1 = 23.88, μ2,1 = 91.6, σ2,1 = 27.833,
μ3,1 = 91.462, σ3,1 = 23.88, μ4,1 = 108.399, σ4,1 = 27.833.
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��	 ��	
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p(t1) = N (t1; 108.538, 579.2544),
p(t2) = N (t2; 91.6, 579.2544),
p(t3) = N (t3; 91.462, 458.74),
p(t4) = N (t4; 108.833, 783.6759).
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Rj(ti) =
∫∞
−∞

∫∞
−∞ δ(di − (ti − ti+1))p(ti+1)pj(di)ddidti+1,

Lj(ti) =
∫∞
−∞

∫∞
−∞ δ(di−1 − (ti−1 − ti))p(ti−1)pj(di−1)dti−1ddi−1,

Mj(di) =
∫∞
−∞

∫∞
−∞Rj(ti+1)Lj(ti)δ(di−1 − (ti − ti+1))dtidti+1.

��� ������	
 ���� ������� 	 �������� 	������ �� ������

�������	� �����	
 ����� Rj(tn) = 1 � Lj(t1) = 1� ���� 	 ������

������ i���� ������� ��� (i− 1)��� �����

pj+1(di) =

{
1
Z Mj(di)ddi, ���� di ≥ ε, �� Z =

∫∞
ε

Mj(di)ddi,

0, 	 �����	��� ������
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pj+1(di) =

{
1
Z Mj(di)ddi, ���	 di ∈ [−ε, ε], �� Z =

∫ ε

−ε
Mj(di)ddi,

0, � ����	���� �������

���������� ��������	 ��	��	���� ������
��� ����������	�

��� ����� �������� 	�����	� 	 ��� � ���	����	 ����	� 	
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�	 pnew(di)� !���� ������	������ pnew(ti) = R(ti)L(ti)� ����	���
�� ���������� "�����	 	� ��� 	 � ������	� ��	������ 	#�

����� �� ����� � ������� $����� ������� ���	����	� ������

������	� ��"��
����%

μ1,1 = 117.37, σ1,1 = 17.198, μ2,1 = 96.48, σ2,1 = 14.242,
μ3,1 = 96.462, σ3,1 = 14.185, μ4,1 = 84.399, σ4,1 = 17.516.
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