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1. Введение. Байесовские рейтинг-системы изначально воз-
никли в контексте спортивных соревнований. Для спорта всегда
было важно понять, каков «истинный уровень» спортсменов или
команд, к чему приводит совокупность результатов всевозможных
соревнований, как сравнивать спортсменов, которые живут в раз-
ных частях света и лично, может быть, и вовсе никогда не встре-
чались. Но это не единственный смысл рейтинг-системы в спорте;
честная и истинная оценка силы игрока или команды приводит к
тому, что участник рейтинга может легко найти себе соперника,
матч с которым был бы максимально интересен и полезен (напри-
мер, соперника максимально близкой силы). Эта проблема особен-
но остро встала в последние годы с развитием киберспорта и сорев-
нований по традиционным и новым играм в интернете. На игровом
сервере участники вряд ли знают друг друга, но не могут выби-
рать соперника вслепую, так как слишком велик шанс нарваться



на неравный поединок. Задача осложняется тем, что поединки ча-
сто происходят в командах, составы которых от матча к матчу ме-
няются, а также тем, что результат (обновлённый рейтинг) нужно
рассчитывать онлайн, сразу после поединка.

Рейтинг-системы, осуществляющие «честную» оценку силы иг-
ры, давно были предметом исследований; первой из широко из-
вестных таких систем стал рейтинг Эло, внедрённый в шахматном
мире в пятидесятые годы. Однако не следует думать, что рейтинг-
системы нужны только для развлечений. По своей математической
сути рейтинг-система — это просто способ сравнить несколько эле-
ментов по тому или иному признаку, не имея возможности срав-
нивать всех сразу, но имея возможность проводить немного «за-
шумленные» сравнения попарно или в других небольших группах.
Таким образом, модель Брэдли-Терри оказывается полезной, на-
пример, для задачи классификации с несколькими категориями:
по данным бинарных классификаторов (сравнивающих две кате-
гории) определить вероятности попадания в каждую из катего-
рий [4, 12]. Аналогичные задачи — по частичным сравнениям вос-
становить полную картину — возникают и во многих других при-
ложениях, например, в обработке изображений [10] или сравнении
паттернов при обучении [1]. Важным недавним применением ста-
ло предсказание популярности интернет-рекламы [2]; это примене-
ние было основано на недавно разработанной байесовской рейтинг-
системе TrueSkill [3].

В этой работе мы продолжаем исследования, начатые первым и
третьим авторами в [8,9], и обобщаем разработанную ими рейтинг-
систему на случай, когда результаты турниров содержат не толь-
ко упорядочивание В разделе 2 мы опишем исходную систему
TrueSkill [3], в разделе 3 – систему TrueSkill2, разработанную в [9],
а в разделе 4 – новую модификацию, использующую дополнитель-
ную информацию. Раздел 5 содержит результаты экспериментов,
а раздел 6 завершает работу.

2. TrueSkill.
Рейтинг-система TrueSkill была разработана в компании Micro-

soft для игровых серверов Xbox 360. Ключевые сложности при
создании подобной рейтинг-системы заключаются в том, что по-
становка задачи теперь становится максимально общей. Системе
TrueSkill приходится вычислять рейтинги игроков, которые объ-
единяются в команды разного размера и участвуют в матчах (тур-



нирах) с несколькими участниками. Задача — после каждого из
таких турниров пересчитать апостериорные рейтинги.

Начнём понемногу «разворачивать» то, что происходит в каж-
дом из этих турниров. Во-первых, мы не знаем достоверных апри-
орных значений рейтингов, у нас есть только некоторое априорное
распределение (мы считаем его нормальным)

f(si) = N (s;µi, σi).

Здесь µi — это собственно рейтинг игрока, а σi — «показатель
достоверности» рейтинга, дисперсия. С каждой сыгранной парти-
ей дисперсия уменьшается (если не предпринимать искусственных
шагов для её увеличения, но об этом ниже).

Каждый «истинный» скилл1 является средним значением, во-
круг которого распределены конкретные показатели силы игры то-
го или иного игрока в данной конкретной партии (pi — от слова
performance):

f(pi) = N (pi; si, β
2).

В системе TrueSkill делается предположение, что β2 является уни-
версальной константой, общей для всех игроков. Точно так же Ар-
пад Эло, разрабатывая частный случай TrueSkill, предполагал, что
каждый игрок может с большой вероятностью сыграть на свой рей-
тинг плюс-минус 200 очков, или одну «ступень мастерства», и за-
ложил эти 200 очков как универсальную константу рейтинга Эло.
Практика показывает, что обучать отдельные β2 слишком сложно
(не хватит данных), а предположение это не слишком обремени-
тельное.

Легко выразить плотность pi через исходные параметры, нужно
просто проинтегрировать по всем возможным si:

f(pi | µi, σi) =
∫ ∞
−∞
N (pi; si, β

2)N (si;µi, σi)dsi.

Затем показатели силы игры игроков в конкретных партиях
объединяются и дают оценки на силу игры команд. TrueSkill рас-
считывает силу команды как суммарную силу её игроков: ti =∑
i pi. Мы ниже будем использовать среднее арифметическое; воз-

можны и другие подходы.
1Всё-таки трудно нам здесь обойтись без нерусского слова: «сила игры»

слишком длинно, а «рейтинг» — это не сам скилл, а наша его оценка.



После этого показатели силы команд в данном турнире нужно
сравнить друг с другом; их сравнение и должно порождать тот
порядок, который записан в результатах турнира. Однако между
некоторыми командами может случиться ничья; в этом месте при-
ходится вводить новую константу ε. Мы будем считать, что ничья
между командами с силой t1 и t2 означает, что

|t1 − t2| < ε.

Давайте теперь вспомним, какая задача стоит перед нами. Мы
должны подсчитать апостериорные рейтинги команд после полу-
чения данных. Данные приходят к нам в виде перестановки команд
π: упорядоченных результатов турнира (в которых могут быть ни-
чьи между соседними командами). Иначе говоря, нужно подсчи-
тать

p(s | π) = p(π | s)p(s)∫
p(π | s)p(s)ds

.

В нашей системе присутствуют, кроме si и π, ещё переменные pi,
ti и di, причём плотность распределения всей системы мы только
что представили в виде произведения распределений:

p(π,d, t,p, s) = p(π | d)p(d | t)p(t | p)p(p | s)p(s).

А нам нужно вычислить

p(π | s) =
∫ ∫ ∫

p(π,d, t,p, s)dddtdp.

Следовательно, перед нами обычная задача маргинализации, ко-
торая является одним из основных предметов байесовского вы-
вода [5, 11]. В данном случае можно воспользоваться известным
алгоритмом маргинализации на графе, представив переменные и
функции, участвующие в разложении общего распределения, в ви-
де двудольного графа, вершины одной доли которого представля-
ют собой переменные, другой доли — функции, а ребро проводится
тогда и только тогда, когда функция зависит от переменной (см.
раздел 2 и ссылки в нём).

Пример фактор-графа модели TrueSkill приведён на рис. 1. За-
метим, что при передаче сообщений на верхних уровнях графа
проблем не возникает – пересчёт параметров распределений мо-
жет быть произведён точно (это просто свёртки гауссианов). Но



на нижних уровнях возникает проблема: распределения, приходя-
щие из узлов-функций I(di > ε) и I(|di| ≤ ε), представляют собой
гауссианы, обрезанные слева, справа или с двух сторон, и пере-
давать их дальше, пересчитывая параметры всех распределений
аналитически, не получается. В такой ситуации обычно применя-
ют алгоритм Expectation Propagation, в котором сложные факто-
ры приближаются более простыми, в нашем случае – гауссовски-
ми [6, 7]. Ценой этого приближения является, в частности, то, что
одного прохода по графу недостаточно, и в части графа со слож-
ными факторами нужно повторять передачу сообщений до сходи-
мости. В нашем случае сообщения будут передаваться по нижней
части графа, между факторами ti и di, а после сходимости можно
будет передать полученные сообщения наверх, завершив вывод.

3. TrueSkill2.
Система TrueSkill обобщает ранее известные байесовские рейтинг-

системы до самой общей ситуации: несколько команд из разного
числа игроков в турнире. Однако у системы TrueSkill есть ряд про-
блем, которые были отчасти решены первым и третьим автором
в [9]; в этом разделе мы описываем эти проблемы, а затем пред-
ставляем решение, которое в этой работе называется TrueSkill2.

Первая и главная проблема TrueSkill – неудачная обработка ни-
чьих из нескольких команд. В системе TrueSkill ничьи обрабаты-
ваются при помощи узла-функции I(|di+1 − di| ≤ ε), а ничьи, в
которых одно место делят несколько команд, представляются как
последовательность из нескольких таких узлов. Это может приве-
сти к неверному поведению: если |di+1 − di| ≤ ε и |di+2 − di+1| ≤ ε,
это значит, что |di+2 − di| ≤ 2ε, и этот эффект накапливается. По-
скольку победы между соседними командами представляются как
|di+1−di| > ε, может даже случиться, что максимальное апостери-
орное значение силы игры в данном турнире у команды, занявшей
более высокое место, окажется ниже, чем у команды, занявшей бо-
лее низкое место! Так, в примере на рис. 1 максимальное апостери-
орное значение силы игры, показанной командой 4, t4, может быть
сколь угодно близко к соответствующему значению для второй ко-
манды t2, а если бы была ещё одна команда, поделившая места с t2
и t3, это значение могло бы и превысить t2. Эта ситуация на самом
деле весьма вероятна на практике, если победила команда, от кото-
рой этого не ожидалось, и априорное распределение её силы игры
было сосредоточено ниже априорного распределения команды 4;
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Рис. 1: Пример фактор-графа модели TrueSkill: в матче участвовали четыре ко-
манды, команды 1 и 4 состояли из двух игроков, 2 и 3 – из одного. Команда 1
победила, 2 и 3 разделили второе-третье места, а команда 4 заняла последнее ме-
сто.



мы наблюдали этот эффект на наших данных.
Мы решаем эту проблему при помощи новой структуры фактор-

графа. Чтобы справиться с ничьими из нескольких команд, мы до-
бавляем к фактор-графу TrueSkill ещё один уровень. Этот лишний
уровень объединяет поделившие место команды в единый узел, ко-
торый и будет далее участвовать в приближённом выводе. Новые
переменные lk соответствуют «средней» силе игры, показанной в
данном турнире поделившими одно и то же место командами. Ес-
ли команды t1, . . . , ts разделили место, мы вводим переменную l и
связываем её с ti при помощи фактора I (|l − ti| ≤ ε). Таким обра-
зом, на нижнем уровне все dk теперь соответствуют разным местам
(точнее, уровням мест). Чтобы отделить уровни lk друг от друга,
мы вводим факторы lk+1 − lk = dk > 2ε. Получившийся фактор-
граф (для примера из рис. 1) показан на рис. 2.

Фактор-граф, показанный на рис. 2, содержит и решение ещё
одной проблемы TrueSkill: предположения о том, что сила команды
является суммой сил её игроков. Во многих соревнованиях и зада-
чах сравнения команда с меньшим числом игроков вполне конку-
рентоспособна против команды полного размера, в то время как
сумма сил предсказывает огромную разницу между ними. В ре-
зультате команда, победившая команду с бо́льшим числом игро-
ков, получает несправедливо большой бонус, а проигравшая ко-
манда несправедливо сильно падает в рейтинге. К счастью, в рам-
ках модели TrueSkill эту проблему решить несложно – в алгорит-
мах вывода ничего не изменится, если заменить функцию силы ко-
манды на любую линейную комбинацию, например среднюю силу
или, как в результате и было сделано в TrueSkill2, среднюю си-
лу, дополнительно пенализированную за неполный состав; размер
штрафа можно дополнительно обучить из данных. Коэффициенты
линейной комбинации могут даже зависеть от априорных значе-
ний рейтингов; они подаются на вход модели в момент построения
фактор-графа, т.е. непосредственно перед обработкой очередного
турнира.

В нашем конкретном приложении (см. раздел 6) максималь-
ный размер команды составляет 6 игроков; в [9] был предложен
штраф к силе команды в размере 2% за каждого недостающего
игрока. Если же списочный состав команды превышает 6 (в на-
ших данных разрешены замены по ходу турнира), сила команды
нормализуется к среднему значению лучших шести игроков, т.е.



t представляет собой сумму pi,j с одинаковыми весами, равными
среднему лучших 6 µi,j , делённому на сумму всех µi,j . Предпола-
гая, что mi,j отсортированы по убыванию, получаем следующую
(линейную) функцию силы команды:

ti =



ni∑
j=1

pi,j

ni
· (0.88 + 0.02ni), если ni ≤ 6,

ni∑
j=1

pi,j ·

6∑
j=1

µi,j

6
ni∑
j=1

µi,j

, если ni > 6.

(1)

где ni – число игроков в команде i.
4. TrueSkill2 с дополнительной информацией о резуль-

татах турниров.
В ситуации реальных турниров (или даже «турниров», кото-

рые на самом деле являются сравнениями другого рода) нередко
оказывается доступной дополнительная информация о результа-
тах матчей. В частности, очень естественно, что во многих сорев-
нованиях, кроме собственно перестановки, определяющей места по
итогам матча или турнира, доступна также информация о том, с
каким перевесом победила та или иная команда. Эта информация
представляет собой дополнительные сведения о различиях в проде-
монстрированной силе команд и, таким образом, может и должна
быть использована в модели для дальнейшего уточнения апосте-
риорных оценок.

Основная идея учёта дополнительной информации о результа-
тах турнира очень проста: в базовой модели TrueSkill и TrueSkill2
мы вводили фактор I(di > 2ε) на нижнем уровне модели между
местами (уровнями мест) i и i + 1, а теперь, если известно число
очков xi и xi+1, мы введём вместо этого фактор

I (di > 2εf(xi − xi+1))

для некоторой положительной функции f , монотонно возрастаю-
щей с ростом разницы xi − xi+1. Функцию f можно выбирать лю-
бой – какой бы сложной она ни была, в любом случае в самой
модели она представляет собой не случайную переменную, а кон-
станту, и алгоритм вывода для модели TrueSkill2 переносится на
этот случай практически без изменений.
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Рис. 2: Фактор-граф системы TrueSkill2 для турнира, изображённого на рис. 1.



Заметим, однако, что теперь в модели появилась новая степень
свободы, которую можно варьировать – собственно вид функции
f . Вряд ли возможно выбрать раз и навсегда оптимальный вид
функции f , её нужно подбирать в зависимости от природы ис-
ходной задачи. В экспериментах на нашем наборе данных (см.
описание датасета и результатов экспериментов в разделе 6) до-
статочно неожиданно оказалось, что тождественная функция f
(т.е. решение просто умножить 2ε на разницу очков) привело да-
же к некоторому небольшому ухудшению результатов, а лучшие
результаты из полученных нами показала квадратичная функция
f(xi − xi+1) = (xi − xi+1)

2.
Общий вид фактор-графа модели с учётом результатов турнира

(эта модель получила название TrueSkill2.5) показана на рис. 3.
5. Результаты экспериментов.
Для оценки результатов предсказания моделей мы использова-

ли достаточно естественную метрику – долю пар команд, для кото-
рых их относительное положение было предсказано верно. Рис. 4
показывает результаты сравниваемых моделей. Исходный набор
данных включал в себя длинный начальный отрезок, для которо-
го точные результаты турниров были недоступны; таким образом,
рис. 4 начинается с момента, когда заканчиваются данные тур-
ниров без точных результатов и начинаются данные турниров с
точными результатами. Видно, что наилучший результат показы-
вает модель TrueSkill2.5 с квадратичной функцией разницы силы
игры, а модель TrueSkill2.5 с линейной функцией разницы силы
игры незначительно улучшает базовую модель TrueSkill2.

6. Заключение.
В этой работе мы ввели и подробно рассмотрели обобщение си-

стемы TrueSkill2 на случай дополнительных имеющихся данных о
том, какие численные результаты были показаны теми или ины-
ми командами в турнире. Мы показали, что учёт такой допол-
нительной информации даёт преимущество над базовой системой
TrueSkill2, и привели фрагменты программного кода, реализующе-
го полученную систему в среде Infer.NET.

Модели байесовских рейтинг-систем относятся к бурно развива-
ющемуся разделу машинного обучения – графическим вероятност-
ным моделям. Задачи ранжирования, решаемые такими моделями,
могут получить применения в системах оценки качества интернет-
поиска, оценки и предсказании качества интернет-рекламы. Огром-
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Рис. 3: Пример фактор-графа системы TrueSkill2.5, учитывающей численные ре-
зультаты, для турнира, изображённого на рис. 1.
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Рис. 4: Доля корректных предсказаний – турниры с известной до-
полнительной информацией.

ный объём данных, которые обычно нужно обрабатывать в таких
приложениях, делает особенно важными теоретические и практи-
ческие исследования в области разработки параллельных алгорит-
мов вывода в рейтинг-моделях, которые мы планируем сделать
центром нашей дальнейшей работы в данной области.
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РЕФЕРАТ

Николенко С.И., Сердюк Д.В., Сироткин А.В. Байесовские рейтинг-сис-
темы с учётом дополнительной информации о результатах.

Мы рассматриваем задачу построения байесовской рейтинг-системы,
в которой из результатов отдельных матчей/турниров (упорядочиваний
на небольшом множестве) обучается единая ранжирующая функция.

Рейтинг-системы, осуществляющие «честную» оценку силы игры,
известны давно; первой из широко известных таких систем стал рейтинг
Эло, внедрённый в 1950-е годы. Одной из наиболее общих таких систем
является рейтинг-система TrueSkill, разработанная в компании Micro-
soft для игровых серверов Xbox 360. Ключевые сложности при создании
подобной рейтинг-системы заключаются в том, что постановка задачи
теперь становится максимально общей: в матчах участвуют команды из
заранее неизвестного числа игроков, а рейтинг нужно в итоге вывести
индивидуальный. Однако у системы TrueSkill есть ряд проблем: выбран-
ная в ней функция силы команды плохо обобщается на случай матча
команд с разным числом игроков, а главное, TrueSkill очень неудачно
обрабатывает делёж мест большим числом команд.

Эти проблемы были отчасти решены первым и третьим автором ра-
нее; в этой работе мы продолжаем наши предыдущие исследования.
Расширяя построенную нами систему TrueSkill2, мы строим рейтинг-
систему TrueSkill2.5, которая может учитывать дополнительную числен-
ную информацию о результатах турниров: очки, набранные командами
в турнире. При этом в системе добавляется новый параметр – функция
зависимости разницы силы игры от разницы в результатах – который
нужно подбирать для конкретного датасета.

Работа содержит подробные описания всех упомянутых моделей бай-
есовских рейтинг-систем, алгоритмы вывода и результаты эксперимен-
тов на репрезентативном наборе данных.



SUMMARY

Nikolenko S.I., Serdyuk D.V., Sirotkin A.V. Bayesian rating systems with
additional information on tournament results.

We consider the problem of constructing a Bayesian rating system that
learns a general ranking function from the results of individual matches
and/or tournaments (rankings on small subsets).

Rating systems that perform an “honest” estimate of the skills have been
known for quite some time: the first widely known such system was the Elo
rating introduced in the 1950s. One of the most general such systems is the
TrueSkill rating system developed in Microsoft for Xbox 360 gaming servers.
The key problem in such a rating system is that the problem setting now
becomes the most general: matches/tournaments may contain teams with
varying number of players not known in advance, and the system has to
learn individual rating. However, the TrueSkill system has a number of
problems: its team performance function does not generalize well to teams
with varying number of players, and, most importantly, TrueSkill fails on
large multiway ties that are characteristic for many applications.

These problems have been previously partially solved by the first and
third author; in this work we continue our previous research. Extending the
TrueSkill2 system, we construct a new rating syste TrueSkill2.5 that can
incorporate additional numerical information regarding tournament results,
namely the points a team has scored in a tournament. The system also gets
a new parameter, the function of how performance difference depends on
the difference in results, that needs to be tuned for a specific application.

The work contains detailed descriptions of all above-mentioned Bayesian
rating models, inference algorithms, and experimental results on a represen-
tative dataset.


