
Î×ÅÍÜ ÊÐÀÒÊÈÉ ÊÎÍÑÏÅÊÒ ËÅÊÖÈÉ ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ËÎÃÈÊÅ

Ñåðãåé Íèêîëåíêî
ÀÔÒÓ ÐÀÍ, âåñíà 2010 ã. (II ñåìåñòð)

1. Òèïû è òîïîëîãèÿ Ñòîóíà

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü p � ìíîæåñòâî LA-ôîðìóë ñî ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè v1, . . . , vn. p íàçûâà-

åòñÿ n-òèïîì, åñëè p∪ thA(M) âûïîëíèìî. n-òèï íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè äëÿ ëþáîé LA-ôîðìóëû

ϕ ëèáî ϕ ∈ p, ëèáî ¬ϕ ∈ p. Ìíîæåñòâî ïîëíûõ n-òèïîâ îáîçíà÷àåòñÿ SMn (A).

Îïðåäåëåíèå 2. Âåêòîð a1, . . . , an ∈ A ðåàëèçóåò n-òèï p, åñëèM |= ϕ(a1, . . . , an) äëÿ âñåõ ôîðìóë

ϕ ∈ p; tpM(�a/A) = {ϕ | ϕ(�v) � LA-ôîðìóëà,M |= ϕ(a)}.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü M � L-ñòðóêòóðà, A ⊆ M, p � n-òèï. Òîãäà ñóùåñòâóåò ýëåìåíòàðíîå

ðàñøèðåíèå N �M, â êîòîðîì òèï p ðåàëèçóåòñÿ.

Ñëåäñòâèå 4. p ∈ SMn (A) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ýëåìåíòàðíîå ðàñøèðåíèå N �M
è �a ∈ N, äëÿ êîòîðîãî p = tpN (�a/A).

Ëåììà 5. Ïóñòü M è N � L-ñòðóêòóðû, B ⊆ M, f : B → N � ÷àñòè÷íî ýëåìåíòàðíîå îòîáðàæåíèå.

Åñëè b ∈ M, òî åñòü ýëåìåíòàðíîå ðàñøèðåíèå N1 � N è ÷àñòè÷íî ýëåìåíòàðíîå îòîáðàæåíèå g :

B ∪ {b}→ N1, ïðîäîëæàþùåå f.
Ñëåäñòâèå 6. Ïóñòü M è N � L-ñòðóêòóðû, B ⊆ M, f : B → N � ÷àñòè÷íî ýëåìåíòàðíîå îòîáðà-

æåíèå. Òîãäà ñóùåñòâóåò ýëåìåíòàðíîå ðàñøèðåíèå N ′ � N è ýëåìåíòàðíîå âëîæåíèå g : M → N ′,
ïðîäîëæàþùåå f.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü M � L-ñòðóêòóðà, A ⊆ M, �a, �b ∈ Mn, è tpM(�a/A) = tpM(�b/A). Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò ýëåìåíòàðíîå ðàñøèðåíèå N �M è àâòîìîðôèçì σ : N → N , äëÿ êîòîðîãî σ(�a) = �b.

Îïðåäåëåíèå 8. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî SMn (A). Îáîçíà÷èì [ϕ(�v)] =
{
p ∈ SMn (A) | ϕ ∈ p

}
. Òî-

ïîëîãèÿ Ñòîóíà íà SMn (A) çàäà¼òñÿ áàçîâûìè îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè [ϕ] äëÿ âñåõ LA-ôîðìóë

ϕ(v1, . . . , vn).

Òåîðåìà 9. (1) SMn (A) êîìïàêòíî â òîïîëîãèè Ñòîóíà.

(2) SMn (A) ïîëíîñòüþ íåñâÿçíî, ò.å. äëÿ ëþáûõ äâóõ òèïîâ p 6= q ñóùåñòâóåò îòêðûòîçà-

ìêíóòîå ìíîæåñòâî, èõ ðàçäåëÿþùåå.

Ïðåäëîæåíèå 10. (1) Ïóñòü A ⊆ B ⊆M, p ∈ SMn (B). Ðàññìîòðèì p|A � ìíîæåñòâî LA-ôîðìóë â

p. Òîãäà p|A ∈ SMn (A), è p 7→ p|A � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå SMn (B)→ SMn (A).

(2) Ïóñòü f :M→ N � ýëåìåíòàðíîå âëîæåíèå, è p ∈ SMn (A). Òîãäà f(p) = {ϕ(�v, f(�a)) : ϕ(�v, �a) ∈ p} ∈
SMn (f(A)), è p 7→ f(p) íåïðåðûâíî.

(3) Åñëè f : A→ N � ÷àñòè÷íî ýëåìåíòàðíîå îòîáðàæåíèå, òî SMn (A) ãîìåîìîðôíî SMn (f(A)).

Îïðåäåëåíèå 11. Òèï p ∈ SMn (A) íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííûì, åñëè {p} ⊆ SMn (A) � îòêðûòîå ïîä-

ìíîæåñòâî.

Ïðåäëîæåíèå 12. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

(1) p èçîëèðîâàí.

(2) {p} = [ϕ(�v)] äëÿ íåêîòîðîé LA-ôîðìóëû ϕ(�v) (ϕ èçîëèðóåò p).
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(3) Ñóùåñòâóåò òàêàÿ LA-ôîðìóëà ϕ(�v) ∈ p, ÷òî äëÿ âñåõ LA-ôîðìóë ψ(�v) ψ(�v) ∈ p òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ThA(M) |= ϕ(�v)→ ψ(�v).

Òåîðåìà 13. Ïóñòü L � ñ÷¼òíûé ÿçûê, T � L-òåîðèÿ, p � íåèçîëèðîâàííûé n-òèï íàä ∅. Òîãäà
åñòü ñ÷¼òíàÿ ìîäåëü M |= T , íå ðåàëèçóþùàÿ p.

2. Òåîðèÿ Ðàìñåÿ è íåäîêàçóåìîñòü

Îïðåäåëåíèå 14. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî, κ, λ � êàðäèíàëû. Òîãäà [X]κ � íàáîð κ-ýëåìåíòíûõ ïîäìíî-

æåñòâ X, f : [X]κ → λ � ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà [X]λ íà λ ÷àñòåé, à ïîäìíîæåñòâî Y ⊆ X íàçûâàåòñÿ

îäíîðîäíûì äëÿ ðàçáèåíèÿ f, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå α < λ, ÷òî f(A) = α äëÿ âñåõ A ∈ [Y]κ (f ïîñòîÿí-

íà íà Y). Áóäåì ïèñàòü κ→ (η)µλ , åñëè äëÿ ëþáîãî |X| ≥ κ è ëþáîãî ðàçáèåíèÿ f : [X]µ → λ ñóùåñòâóåò

îäíîðîäíîå äëÿ f ïîäìíîæåñòâî Y ⊆ X ðàçìåðà |Y| ≥ η.

Òåîðåìà 15 (Ðàìñåÿ áåñêîíå÷íàÿ). Äëÿ ëþáûõ k, n < ω ℵ0 → (ℵ0)
n
k .

Òåîðåìà 16 (Ðàìñåÿ êîíå÷íàÿ). Äëÿ ëþáûõ k, n,m < ω ñóùåñòâóåò òàêîå l < ω, ÷òî l→ (m)nk .

Òåîðåìà 17 (ïðèíöèï Ïýðèñà�Õýððèíãòîíà PH∗). Äëÿ ëþáûõ k, n,m < ω ñóùåñòâóåò òàêîå

l < ω, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f : [l]n → k ñóùåñòâóåò îäíîðîäíîå Y ⊆ l: |Y| ≥ m, è |Y| >

n(2n·minH + 1).

Îïðåäåëåíèå 18. Ïóñòü I � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, è X = {xi, i ∈ I} ⊂ M, xi 6= xj. X �

íåðàçëè÷èìûå ýëåìåíòû, åñëè ∀i1 . . . imj1 . . . jm M |= ϕ(xi1 , . . . , xim)↔ ϕ(xj1 , . . . , xjm).

Îïðåäåëåíèå 19. Ïóñòü (I, <) � áåñêîíå÷íûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê, è X = {xi, i ∈ I} ⊂ M, xi 6= xj. X �

óïîðÿäî÷åííî íåðàçëè÷èìûå ýëåìåíòû, åñëè ∀i1 < . . . < im, j1 < . . . < jm M |= ϕ(xi1 , . . . , xim) ↔
ϕ(xj1 , . . . , xjm).

Òåîðåìà 20. Ïóñòü T � òåîðèÿ ñ áåñêîíå÷íûìè ìîäåëÿìè. Äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî ëèíåéíîãî
ïîðÿäêà (I, <) ñóùåñòâóåò ìîäåëü M |= T , â êîòîðîé åñòü ðàçíûå ýëåìåíòû (xi, i ∈ I) ⊂ M,

îáðàçóþùèå óïîðÿäî÷åííî íåðàçëè÷èìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Îïðåäåëåíèå 21. X = {xi, i ∈ I} ⊆ M � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèàãîíàëüíî íåðàçëè÷èìûõ ýëå-

ìåíòîâ äëÿ ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ , åñëè äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ(u1, . . . , um, v1, . . . , vn) ∈ Γ è ëþáûõ

x0 < x1 < . . . < xn, x0 < y1 < . . . < yn ∈ X, a1, . . . , am < x0, ai ∈ M, M |= ϕ(�a, x1, . . . , xn) ↔
ϕ(�a, y1, . . . , yn).

Ëåììà 22. Ïóñòü M � ìîäåëü PA, x0 < x1 < . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèàãîíàëüíî íåðàçëè÷èìûõ

ýëåìåíòîâ äëÿ ìíîæåñòâà ôîðìóë ∆0. Ðàññìîòðèì N = {y ∈M : y < xi äëÿ íåêîòîðîãî i < ω}. Òîãäà

N çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, N � ïîäñòðóêòóðàM, è N � ìîäåëü PA.

Òåîðåìà 23. Ïðèíöèï Ïýðèñà�Õýððèíãòîíà PH∗ íåäîêàçóåì â àðèôìåòèêå Ïåàíî.

3. Ïðîñòûå ìîäåëè, îäíîðîäíûå ìîäåëè è ñòàáèëüíûå òåîðèè

Îïðåäåëåíèå 24. ÌîäåëüM |= T ïðîñòàÿ, åñëè äëÿ ëþáîé ìîäåëè N |= T ñóùåñòâóåò ýëåìåíòàðíîå

âëîæåíèåM≺ N .

Îïðåäåëåíèå 25. ÌîäåëüM |= T àòîìàðíàÿ, åñëè âñå òèïû tpM(�a) äëÿ âñåõ �a ∈Mn èçîëèðîâàíû.

Òåîðåìà 26. Ïóñòü L � ñ÷¼òíûé ÿçûê, T � ïîëíàÿ òåîðèÿ ñ áåñêîíå÷íûìè ìîäåëÿìè. Òîãäà

M |= T ïðîñòà i� M ñ÷¼òíà è àòîìàðíà.

Òåîðåìà 27. Ïóñòü L � ñ÷¼òíûé ÿçûê, T � ïîëíàÿ L-òåîðèÿ ñ áåñêîíå÷íûìè ìîäåëÿìè. Ñëå-

äóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

(1) Ó T åñòü ïðîñòàÿ ìîäåëü.
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(2) Ó T åñòü àòîìàðíàÿ ìîäåëü.

(3) Èçîëèðîâàííûå òèïû ïëîòíû â Sn(T) äëÿ âñåõ n.

Òåîðåìà 28. Ïóñòü L � ñ÷¼òíûé ÿçûê, T � ïîëíàÿ L-òåîðèÿ ñ áåñêîíå÷íûìè ìîäåëÿìè,M |= T ,

A ⊆M � ñ÷¼òíîå ïîäìíîæåñòâî. Åñëè
∣∣SMn (A)

∣∣ < 2ℵ0 , òî:

(1) èçîëèðîâàííûå òèïû ïëîòíû â SMn (A);

(2)
∣∣SMn (A)

∣∣ ≤ ℵ0.

Îïðåäåëåíèå 29. ÌîäåëüM |= T λ-îäíîðîäíà, åñëè äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊆M: |A| < λ ëþáîå

÷àñòè÷íî ýëåìåíòàðíîå îòîáðàæåíèå f : A→M ìîæíî ïðîäîëæèòü íà åù¼ îäíó òî÷êó a ∈M: ∃f∗ ⊇ f,
f∗ : A ∪ {a}→M. Ìîäåëü íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé, åñëè îíà |M|-îäíîðîäíà.

Ïðåäëîæåíèå 30. Åñëè M |= T îäíîðîäíà, A ⊂ M, |A| < |M|, f : A → M � ÷àñòè÷íî ýëåìåíòàðíîå

îòîáðàæåíèå, òî åñòü àâòîìîðôèçì σ ⊇ f, σ : M → M. Â ÷àñòíîñòè, åñëè M îäíîðîäíà, è �a, �b ∈ Mn

ðåàëèçóþò îäèí è òîò æå òèï, òî åñòü àâòîìîðôèçì σ : M→M, äëÿ êîòîðîãî σ(�a) = �b.

Ëåììà 31. ÅñëèM àòîìàðíà, òîM ℵ0-îäíîðîäíà (ñ÷¼òíûå àòîìàðíûå ìîäåëè îäíîðîäíû).

Òåîðåìà 32. Ïóñòü L � ñ÷¼òíûé ÿçûê, T � ïîëíàÿ L-òåîðèÿ, M è N � ñ÷¼òíûå îäíîðîäíûå

ìîäåëè T , è M è N ðåàëèçóþò îäíè è òå æå òèïû â Sn(T) äëÿ âñåõ n < ω. Òîãäà M ∼= N .

Ñëåäñòâèå 33. Ïóñòü L � ñ÷¼òíûé ÿçûê, T � ïîëíàÿ L-òåîðèÿ ñ áåñêîíå÷íûìè ìîäåëÿìè, M è N �

äâå ïðîñòûå ìîäåëè T . ÒîãäàM ∼= N .

Îïðåäåëåíèå 34. ÌîäåëüM |= T ïðîñòà íàä A ⊆M, åñëè äëÿ ëþáîé ìîäåëèN |= T ëþáîå ÷àñòè÷íî

ýëåìåíòàðíîå îòîáðàæåíèå f : A → N ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ýëåìåíòàðíîãî âëîæåíèÿ f∗ : M → N ,
f∗ ⊆ f.

Îïðåäåëåíèå 35. Ïóñòü L � ñ÷¼òíûé ÿçûê, T � ïîëíàÿ L-òåîðèÿ, λ � áåñêîíå÷íûé êàðäèíàë. Òåîðèÿ

T λ-ñòàáèëüíà, åñëè äëÿ ëþáîé ìîäåëè M |= T è ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊆ M, |A| = λ ìíîæåñòâî

òèïîâ íàä A èìååò òó æå ìîùíîñòü: |SMn (A)| = λ.

Ïðåäëîæåíèå 36. Ïóñòü L � ñ÷¼òíûé ÿçûê, T � ïîëíàÿ L-òåîðèÿ. Åñëè T ω-ñòàáèëüíà, òî T λ-

ñòàáèëüíà äëÿ âñåõ áåñêîíå÷íûõ λ.

Ïðåäëîæåíèå 37. Ïóñòü L � ñ÷¼òíûé ÿçûê, T � ïîëíàÿ L-òåîðèÿ. Åñëè T ω-ñòàáèëüíà, òî äëÿ âñåõ

M |= T , A ⊆M, èçîëèðîâàííûå òèïû ïëîòíû â SMn (A).

Òåîðåìà 38. Ïóñòü L � ñ÷¼òíûé ÿçûê, T � ïîëíàÿ L-òåîðèÿ, T ω-ñòàáèëüíà, M |= T . Òîãäà

ñóùåñòâóåò ìîäåëüM0 ≺M, òàêàÿ, ÷òîM0 ïðîñòà íàä A. Áîëåå òîãî, ìîæíî âûáðàòüM0

òàê, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà a ∈M0 ðåàëèçóåò èçîëèðîâàííûé òèï íàä A.

4. Íàñûùåííûå è óíèâåðñàëüíûå ìîäåëè

Îïðåäåëåíèå 39. Ïóñòü λ � áåñêîíå÷íûé êàðäèíàë. ÌîäåëüM |= T λ-íàñûùåííàÿ, åñëè äëÿ ëþáîãî

ïîäìíîæåñòâà A ⊆M, |A| < λ, åñëè p ∈ SMn (A), òî p ðåàëèçóåòñÿ âM. Ìîäåëü íàñûùåííàÿ, åñëè îíà

|M|-íàñûùåííàÿ.

Ïðåäëîæåíèå 40. Ïóñòü λ � áåñêîíå÷íûé êàðäèíàë. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

(1) M λ-íàñûùåííàÿ.

(2) Äëÿ ëþáûõ A ⊆M, |A| < λ, è (âîçìîæíî, íåïîëíîãî) n-òèïà p íàä A p ðåàëèçóåòñÿ âM.

(3) Äëÿ ëþáûõ A ⊆M, |A| < λ, è p ∈ SM1 (A) p ðåàëèçóåòñÿ âM.

Òåîðåìà 41. Åñëè ìîäåëü λ-íàñûùåííàÿ, òî îíà λ-îäíîðîäíàÿ.

Ïðåäëîæåíèå 42. ÏóñòüM |= T . ÒîãäàM ℵ0-íàñûùåííàÿ i�M ℵ0 îäíîðîäíàÿ, èM ðåàëèçóåò âñå

òèïû â Sn(T).
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Ñëåäñòâèå 43. Äâå ñ÷¼òíûå íàñûùåííûå ìîäåëè îäíîé è òîé æå òåîðèè èçîìîðôíû.

Ïðåäëîæåíèå 44. Äëÿ ëþáîéM |= T åñëè ℵ0-îäíîðîäíàÿ ìîäåëü N :M≺ N .

Òåîðåìà 45. Ó òåîðèè T åñòü ñ÷¼òíàÿ íàñûùåííàÿ ìîäåëü i� |Sn(T)| ≤ ℵ0 äëÿ âñåõ n.

Ñëåäñòâèå 46. (1) Åñëè ó T åñòü ñ÷¼òíàÿ íàñûùåííàÿ ìîäåëü, òî ó T åñòü ïðîñòàÿ ìîäåëü.

(2) Åñëè ó T ìåíüøå 2ℵ0 íåèçîìîðôíûõ ñ÷¼òíûõ ìîäåëåé, òî ó T åñòü ñ÷¼òíàÿ íàñûùåííàÿ ìîäåëü

è ïðîñòàÿ ìîäåëü.

Îïðåäåëåíèå 47. Ìîäåëü M |= T λ-óíèâåðñàëüíà, åñëè äëÿ ëþáîé ìîäåëè N |= T , |N| < λ, åñòü

ýëåìåíòàðíîå âëîæåíèå N ≺M. ÌîäåëüM óíèâåðñàëüíà, åñëè îíà |M|-óíèâåðñàëüíà.

Ëåììà 48. Ïóñòü λ ≥ ℵ0. ÅñëèM λ-íàñûùåííàÿ, òî îíà λ+-óíèâåðñàëüíàÿ.

Òåîðåìà 49. Ïóñòü λ ≥ ℵ0. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

(1) M λ-íàñûùåííàÿ.

(2) M λ-îäíîðîäíàÿ è λ+-óíèâåðñàëüíàÿ.

(3) (òîëüêî äëÿ λ ≥ ℵ1) M λ-îäíîðîäíàÿ è λ-óíèâåðñàëüíàÿ.

Ñëåäñòâèå 50. M íàñûùåííàÿ i�M îäíîðîäíàÿ è óíèâåðñàëüíàÿ.

Òåîðåìà 51. Åñëè M,N |= T , M è N � íàñûùåííûå ìîùíîñòè λ, òî M ∼= N .

Ëåììà 52. Ïóñòü N |= T λ-îäíîðîäíà, λ ≤ |N|, èM |= T òàêîâà, ÷òî ëþáîé òèï èç Sn(T), ðåàëèçóåìûé

âM, ðåàëèçóåòñÿ è â N äëÿ ëþáîãî n < ω. Òîãäà, åñëè A ⊆M, |A| ≤ λ, òî åñòü ÷àñòè÷íî ýëåìåíòàðíîå
îòîáðàæåíèå f : A→ N .
Ñëåäñòâèå 53. ÅñëèM |= T λ-îäíîðîäíà è ðåàëèçóåò âñå òèïû â Sn(T), n < ω, òîM λ-íàñûùåííà.

Òåîðåìà 54. Åñëè M,N |= T � îäíîðîäíûå, îäèíàêîâîé ìîùíîñòè, è ðåàëèçóþò îäíè è òå æå

òèïû â Sn(M), òî M ∼= N .

Ñëåäñòâèå 55. (1) Íåèçîìîðôíûõ îäíîðîäíûõ ìîäåëåé T ìîùíîñòè λ íå áîëåå ÷åì 22
ℵ0 .

(2) Åñëè ó T åñòü ñ÷¼òíàÿ íàñûùåííàÿ ìîäåëü, òî íåèçîìîðôíûõ îäíîðîäíûõ ìîäåëåé ìîùíîñòè

λ ó íå¼ íå áîëåå ÷åì 2ℵ0 .

5. (λ, µ)-ìîäåëè è ïàðû Âîòà

Îïðåäåëåíèå 56. Ïóñòü λ > µ ≥ ℵ0. ÌîäåëüM L-òåîðèè T íàçûâàåòñÿ (λ, µ)-ìîäåëüþ, åñëè |M| = λ,

è äëÿ íåêîòîðîé ôîðìóëû ϕ(�v) |ϕ(M)| = |{�a ∈Mn :M |= ϕ(�a)}| = µ.

Îïðåäåëåíèå 57. Ïàðà ìîäåëåé (N ,M) íàçûâàåòñÿ ïàðîé Âîòà, åñëè M ≺ N , M 6= N, è åñëè

LM-ôîðìóëà ϕ, äëÿ êîòîðîé ϕ(M) áåñêîíå÷íî, à ϕ(N ) = ϕ(M).

Ëåììà 58. Åñëè ó òåîðèè T åñòü (λ, µ)-ìîäåëü äëÿ λ > µ ≥ ℵ0, òî ó íå¼ åñòü è ïàðà Âîòà (N ,M).

Ëåììà 59. Åñëè ó òåîðèè T åñòü ïàðà Âîòà (N ,M), ó íå¼ åñòü è ïàðà Âîòà (N0,M0) ñî ñ÷¼òíûì N0.

Ëåììà 60. Ïóñòü M0 ≺ N0 � ñ÷¼òíûå ìîäåëè òåîðèè T . Ìîæíî íàéòè òàêèå ìîäåëè N è M, ÷òî

(N0,M0) ≺ (N ,M), è N èM ñ÷¼òíûå, îäíîðîäíûå è ðåàëèçóþò îäíè è òå æå òèïû â Sn(T) (ò.å., ïî

Òåîðåìå 32,M ∼= N ).

Òåîðåìà 61 (Âîòà). Åñëè ó òåîðèè T åñòü (λ, µ)-ìîäåëü äëÿ λ > µ ≥ ℵ0, òî ó T åñòü è (ℵ1,ℵ0)-

ìîäåëü.

Ñëåäñòâèå 62. Åñëè T ℵ1-êàòåãîðè÷íà, òî ó íå¼ íåò ïàð Âîòà è (λ, µ)-ìîäåëåé, λ > µ ≥ ℵ0.

Ëåììà 63. Ïóñòü T ω-ñòàáèëüíà, M |= T , |M| ≥ ℵ1. Òîãäà ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííîå ýëåìåíòàðíîå

ðàñøèðåíèå N �M, òàêîå, ÷òî åñëè Γ(�v) � ñ÷¼òíûé òèï íàä M, ðåàëèçóåìûé â N , òî Γ(�v) ðåàëèçóåì
è âM.
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Òåîðåìà 64. Ïóñòü T ω-ñòàáèëüíà, è ó íå¼ åñòü (ℵ1,ℵ0)-ìîäåëü. Òîãäà äëÿ ëþáîãî λ > ℵ1
ñóùåñòâóåò (λ,ℵ0)-ìîäåëü T .

6. Ìîäåëè Ýðåíôîéõòà-Ìîñòîâñêîãî

Îïðåäåëåíèå 65. Ïóñòü T∗ � L∗-òåîðèÿ ñî âñòðîåííûìè ñêîëåìîâñêèìè ôóíêöèÿìè,M |= T∗. Òîãäà

äëÿ X ⊆M H(X) � ïîäñòðóêòóðàM, ïîðîæä¼ííàÿ X � íàçûâàåòñÿ ñêîëåìîâñêîé îáîëî÷êîé X. Ìîäåëè

âèäà H(X) � ìîäåëè Ýðåíôîéõòà-Ìîñòîâñêîãî.

Ëåììà 66. Ïóñòü T∗ � L∗-òåîðèÿ ñî âñòðîåííûìè ñêîëåìîâñêèìè ôóíêöèÿìè, M |= T∗, X ⊆ M �

áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óïîðÿäî÷åííî íåðàçëè÷èìûõ ýëåìåíòîâ. Òîãäà ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà

τ : X→ X, ñîõðàíÿþùàÿ ïîðÿäîê, ïðîäîëæàåòñÿ äî àâòîìîðôèçìà σ : H(I)→ H(I), σ ⊇ τ.

Îïðåäåëåíèå 67. Ïóñòü X = (xi, i ∈ I) � áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óïîðÿäî÷åííî íåðàçëè÷è-

ìûõ ýëåìåíòîâ âM. Òèï íåðàçëè÷èìûõ ýëåìåíòîâ � ýòî ìíîæåñòâî ôîðìóë

tp(X) = {ϕ(v1, . . . , vn) :M |= ϕ(xi1 , . . . , xin), i1 < . . . < in} .

Ëåììà 68. Ïóñòü T∗ � L∗-òåîðèÿ ñî âñòðîåííûìè ñêîëåìîâñêèìè ôóíêöèÿìè, M |= T∗, X = (xi, i ∈
I) ⊆M � áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óïîðÿäî÷åííî íåðàçëè÷èìûõ ýëåìåíòîâ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî

áåñêîíå÷íîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà (J, <) ñóùåñòâóåò ìîäåëü N |= T è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óïîðÿäî÷åííî

íåðàçëè÷èìûõ ýëåìåíòîâ Y = (yj, j ∈ J) ⊆ N , äëÿ êîòîðîé tp(Y) = tp(X).

Ëåììà 69. Ïóñòü T∗ � L∗-òåîðèÿ ñî âñòðîåííûìè ñêîëåìîâñêèìè ôóíêöèÿìè,M,N |= T∗, X = (xi, i ∈
I) ⊆ M è Y = (yj, j ∈ J) ⊆ N � áåñêîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óïîðÿäî÷åííî íåðàçëè÷èìûõ ýëå-

ìåíòîâ, è tp(I) = tp(J). Òîãäà ëþáîå ñîõðàíÿþùåå ïîðÿäîê îòîáðàæåíèå τ : I → J ïðîäîëæàåòñÿ äî

ýëåìåíòàðíîãî âëîæåíèÿ σ : H(I)→ H(J).

Ñëåäñòâèå 70. Ïóñòü T � L-òåîðèÿ ñ áåñêîíå÷íûìè ìîäåëÿìè. Òîãäà äëÿ ëþáîãî λ ≥ |L| + ℵ0 ñóùå-

ñòâóåò ìîäåëü N |= T , |N| = λ, ó êîòîðîé åñòü 2λ àâòîìîðôèçìîâ.

Ñëåäñòâèå 71. Ïóñòü T∗ � L∗-òåîðèÿ ñî âñòðîåííûìè ñêîëåìîâñêèìè ôóíêöèÿìè, M |= T∗, X =

(xi, i ∈ I) ⊆ M � áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óïîðÿäî÷åííî íåðàçëè÷èìûõ ýëåìåíòîâ, è M íå

ðåàëèçóåò òèï p íàä ∅. Òîãäà åñòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèå ìîäåëè T∗, íå ðåàëèçóþùèå p.

Òåîðåìà 72. Ïóñòü L � ñ÷¼òíûé ÿçûê, T � L-òåîðèÿ ñ áåñêîíå÷íûìè ìîäåëÿìè. Äëÿ ëþáîãî

λ ≥ ℵ0 ñóùåñòâóåò ìîäåëü M |= T∗, |M| = λ, äëÿ êîòîðîé, åñëè A ⊆ M, òî M ðåàëèçóåò íå

áîëåå |A| + ℵ0 òèïîâ â S
M
n (A).

Ñëåäñòâèå 73. Ïóñòü L � ñ÷¼òíûé ÿçûê, T � L-òåîðèÿ ñ áåñêîíå÷íûìè ìîäåëÿìè, λ ≥ ℵ1. Åñëè T

λ-êàòåãîðè÷íà, òî T ω-ñòàáèëüíà.

Ñëåäñòâèå 74. Ïóñòü L � ñ÷¼òíûé ÿçûê, T � L-òåîðèÿ ñ áåñêîíå÷íûìè ìîäåëÿìè, λ ≥ ℵ1. Åñëè T

λ-êàòåãîðè÷íà, òî ó T íåò ïàð Âîòà è, ñëåäîâàòåëüíî, íåò (λ, µ)-ìîäåëåé äëÿ λ > µ ≥ ℵ0.

7. Ìèíèìàëüíûå ìíîæåñòâà è òåîðèè

Îïðåäåëåíèå 75. Ðàññìîòðèì ïîëíóþ òåîðèþ T íàä ñ÷¼òíûì ÿçûêîì L, M |= T (çäåñü è äàëåå â

ýòîì ðàçäåëå). Ïóñòü D ⊆ Mn � áåñêîíå÷íîå âûðàçèìîå ìíîæåñòâî. D ìèíèìàëüíî â M, åñëè äëÿ

ëþáîãî âûðàçèìîãî Y ⊆ D ëèáî Y êîíå÷íî, ëèáî D ⊆ Y êîíå÷íî. Ôîðìóëà ϕ(�v, �a), âûðàæàþùàÿ

D � ìèíèìàëüíàÿ ôîðìóëà. D ñèëüíî ìèíèìàëüíî, åñëè ϕ ìèíèìàëüíà è â ëþáîì ýëåìåíòàðíîì

ðàñøèðåíèè N �M. Òåîðèÿ T ñèëüíî ìèíèìàëüíà, åñëè ôîðìóëà v = v ñèëüíî ìèíèìàëüíà (ò.å. M

ìèíèìàëüíî äëÿ ëþáîé ìîäåëèM |= T).

Îïðåäåëåíèå 76. Ýëåìåíò b íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì íàä A, åñëè åñòü ôîðìóëà ϕ(x, �a), �a ∈ A,
äëÿ êîòîðîé M |= ϕ(b, �a), è ϕ(M, �a) êîíå÷íî. Àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå ìíîæåñòâà A ⊆ D � ýòî

aclD(A) =
{
�b ∈ D : b àëãåáðàè÷åñêèé íàä A

}
.
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Ëåììà 77 (ïðèíöèï îáìåíà). Ïóñòü D ⊆ M � ñèëüíî ìèíèìàëüíîå, A ⊆ D, a, b ∈ D. Åñëè �a ∈
acl(A ∪ {b}) \ acl(A), òî b ∈ acl(A ∪ {a}).

Îïðåäåëåíèå 78. Ïóñòü M |= T , è D � ñèëüíî ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî. A ⊆ D íåçàâèñèìî, åñëè

a /∈ acl(A \ {a} äëÿ ëþáîãî a ∈ A. A íåçàâèñèìî íàä C ⊆ D, åñëè a /∈ acl(C∪A \ {a} äëÿ ëþáîãî a ∈ A.

Ëåììà 79. Ïóñòü M,N |= T , ϕ(v) � ñèëüíî ìèíèìàëüíàÿ ôîðìóëà ñ ïàðàìåòðàìè èç A, ãäå A = ∅
èëè A ⊆ M0, ãäå M0 |= T , M0 ≺ M, M0 ≺ N . Åñëè a1, . . . , an ∈ ϕ(M) íåçàâèñèìû íàä A, è

b1, . . . , bn ∈ ϕ(M) íåçàâèñèìû íàä A, òî tpM(�a/A) = tpN (�b/A).

Ñëåäñòâèå 80. ÅñëèM,N |= T , A è ϕ(v) � êàê â óñëîâèè Ëåììû 79, B � áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî

ϕ(M), íåçàâèñèìîå íàä A, à C � áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ϕ(N ), íåçàâèñèìîå íàä A. Òîãäà B è C �

áåñêîíå÷íûå ìíîæåñòâà íåðàçëè÷èìûõ ýëåìåíòîâ îäíîãî òèïà íàä A.

Îïðåäåëåíèå 81. A � áàçèñ äëÿ Y ⊆ D, åñëè A ⊆ Y íåçàâèñèìî, è acl(A) = acl(Y).

Ëåììà 82. Ïóñòü A,B ⊆ D � íåçàâèñèìûå ìíîæåñòâà, è A ⊆ acl(B). Òîãäà:

(1) Åñëè A0 ⊆ A, B0 ⊆ B, A0 ∪ B0 � áàçèñ acl(B), è a ∈ A \A0, òî ñóùåñòâóåò b ∈ B0, äëÿ êîòîðîãî
A0 ∪ {a} ∪ ({B0 \ {b}) � áàçèñ acl(B).

(2) |A| ≤ |B|.

(3) Åñëè A è B � áàçèñû Y ⊆ D, òî |A| = |B|.

Îïðåäåëåíèå 83. Ïóñòü Y ⊆ D. Ðàçìåðíîñòü dim Y � ýòî ìîùíîñòü áàçèñà Y.

Òåîðåìà 84. Ïóñòü T � ñèëüíî ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ. Åñëè M,N |= T , òî M ∼= N i� dim(M) =

dim(N).

Ñëåäñòâèå 85. Åñëè T � ñèëüíî ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ, òî T λ-êàòåãîðè÷íà äëÿ λ ≥ ℵ1, è I(T,ℵ0) ≤ ℵ0.

8. Êëàññèôèêàöèÿ íåñ÷¼òíî êàòåãîðè÷íûõ òåîðèé

Ëåììà 86. Ïóñòü T � ω-ñòàáèëüíàÿ òåîðèÿ.

(1) ÅñëèM |= T , òî âM åñòü ìèíèìàëüíàÿ ôîðìóëà.

(2) ÅñëèM |= T � ℵ0-íàñûùåííàÿ, è ϕ(�v, �a) ìèíèìàëüíà âM, òî ϕ(�v, �a) ñèëüíî ìèíèìàëüíàÿ.

Ëåììà 87. Ïóñòü T � L-òåîðèÿ áåç ïàð Âîòà, M |= T , è ϕ(v1, . . . , vk, w1, . . . , wm) � ôîðìóëà ñ ïàðà-

ìåòðàìè èç M. Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî n, äëÿ êîòîðîãî, åñëè �a ∈ M è |ϕ(M, �a)| ≥ n, òî |ϕ(M, �a)|

áåñêîíå÷íî.

Ñëåäñòâèå 88. Åñëè ó T íåò ïàð Âîòà, òî ëþáàÿ ìèíèìàëüíàÿ ôîðìóëà ñèëüíî ìèíèìàëüíà.

Ñëåäñòâèå 89. Åñëè T ω-ñòàáèëüíà è áåç ïàð Âîòà, òî â ëþáîé M |= T åñòü ñèëüíî ìèíèìàëüíàÿ

ôîðìóëà íàä M. Â ÷àñòíîñòè, åñòü ñèëüíî ìèíèìàëüíàÿ ôîðìóëà ñ ïàðàìåòðàìè èç M0 � ïðîñòîé

ìîäåëè T .

Ëåììà 90. Åñëè ó T íåò ïàð Âîòà, M |= T , è X ⊆ Mn � áåñêîíå÷íîå âûðàçèìîå ìíîæåñòâî, òî íåò

ñòðîãèõ ýëåìåíòàðíûõ ïîäìîäåëåéM, ñîäåðæàùèõ X. Åñëè, ê òîìó æå, T ω-ñòàáèëüíà, òîM � ïðîñòàÿ

íàä X.

Òåîðåìà 91 (êëàññèôèêàöèÿ íåñ÷¼òíî êàòåãîðè÷íûõ òåîðèé, Baldwin�Lachlan). Ïóñòü T � ïîë-

íàÿ òåîðèÿ íàä ñ÷¼òíûì ÿçûêîì ñ áåñêîíå÷íûìè ìîäåëÿìè, λ � íåñ÷¼òíûé êàðäèíàë. T λ-

êàòåãîðè÷íà i� T ω-ñòàáèëüíà, è ó T íåò ïàð Âîòà.

Ñëåäñòâèå 92. Åñëè T íåñ÷¼òíî êàòåãîðè÷íà, òî I(T,ℵ0) ≤ ℵ0.

Ëåììà 93. Ïóñòü T � ω-ñòàáèëüíàÿ L-òåîðèÿ, ϕ(v) � ñèëüíî ìèíèìàëüíàÿ L-ôîðìóëà áåç ïàðàìåòðîâ,

M |= T , è dim (ϕ(M)) = n < ω. Òîãäà äëÿ ëþáîãîm ≥ n åñòü ìîäåëüN |= T ðàçìåðíîñòè dim (ϕ(N )) =

m.
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Ñëåäñòâèå 94. Åñëè T íåñ÷¼òíî êàòåãîðè÷íà, è åñòü ñèëüíî ìèíèìàëüíàÿ L-ôîðìóëà, òî ëèáî T

ℵ0-êàòåãîðè÷íà, ëèáî I(T,ℵ0) = ℵ0.

9. Òåîðèÿ ìíîæåñòâ è îðäèíàëû

Îïðåäåëåíèå 95. Àêñèîìàòèêà Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ.

Îïðåäåëåíèå 96. ×àñòè÷íûé ïîðÿäîê (A,<) íàçûâàåòñÿ ôóíäèðîâàííûì, åñëè ëþáîå ïîäìíîæå-

ñòâî B ⊂ A, B 6= ∅, ñîäåðæèò ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò. Ôóíäèðîâàííûé ëèíåéíûé ïîðÿäîê íàçûâàåòñÿ

ïîëíûì, à ìíîæåñòâî A â òàêîì ñëó÷àå � âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì.

Òåîðåìà 97. Â ëþáîé ìîäåëè ZF ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

(1) (A,<) ôóíäèðîâàí.

(2) Â A íå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîé ñòðîãî óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x0 > x1 > . . ..

(3) Äëÿ A âåðíà èíäóêöèÿ: äëÿ ëþáîé ôîðìóëû P

∀x ∈ A (∀yP(y)→ P(x))→ ∀x ∈ AP(x).
Îïðåäåëåíèå 98. ×àñòè÷íûå ïîðÿäêè (X,<X) è (Y,<Y) èçîìîðôíû, åñëè ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ f : X→
Y, ñîõðàíÿþùàÿ ïîðÿäîê. Íà÷àëüíûé îòðåçîê (X,<) � ýòî ïîäìíîæåñòâî âèäà ŷ = {x ∈ X | x < y}.

Îïðåäåëåíèå 99. Ðàññìîòðèì äâà ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêà (X,<X) è (Y,<Y).

(1) (X,<X) è (Y,<Y) èìåþò îäèí è òîò æå ïîðÿäêîâûé òèï, åñëè X ∼ Y.

(2) (Y,<Y) èìååò ñòðîãî áîëüøèé ïîðÿäêîâûé òèï, ÷åì (X,<X) (X ≺ Y), åñëè äëÿ íåêîòîðîãî

y ∈ Y X ∼ ŷ.

(3) ×àñòè÷íûé ïîðÿäîê (Y,<Y) èìååò ñòðîãî ìåíüøèé ïîðÿäêîâûé òèï, ÷åì (X,<X) (X � Y), åñëè
äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ X Y ∼ x̂.

Òåîðåìà 100 (Áåðíøòåéíà). Åñëè ZF íåïðîòèâîðå÷èâà, òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ïîëíûõ ïîðÿäêîâ

ëèáî X è Y èìåþò îäèí è òîò æå òèï, ëèáî X ≺ Y, ëèáî X � Y.

Îïðåäåëåíèå 101. Ìíîæåñòâî òðàíçèòèâíî, åñëè

∀y∀z (z ∈ y∧ y ∈ x→ z ∈ x) .

Îïðåäåëåíèå 102. Îðäèíàë � òðàíçèòèâíîå ìíîæåñòâî, óïîðÿäî÷åííîå ïî âêëþ÷åíèþ.

Ëåììà 103. (1) Ñåìåéñòâî îðäèíàëîâ Ord òðàíçèòèâíî è âïîëíå óïîðÿäî÷åíî ïî âêëþ÷åíèþ.

(2) Åñëè α,β ∈ Ord, òî (α,∈) ∼ (β,∈) i� α = β.

(3) ∅ � îðäèíàë, è åñëè α ∈ Ord è α 6= ∅, òî ∅ ∈ α.
(4) Åñëè α � îðäèíàë, òî succ(α) = α ∪ {α} � îðäèíàë, è äëÿ ëþáîãî β ∈ Ord ëèáî β ≤ α, ëèáî

succ(α) ≤ β.
(5) Åñëè C � ìíîæåñòâî îðäèíàëîâ, òî δ =

⋃
α∈C α � îðäèíàë, è δ = supC.

Òåîðåìà 104. Åñëè ZF íåïðîòèâîðå÷èâà, òî ëþáîé ïîëíûé ïîðÿäîê èçîìîðôåí åäèíñòâåííîìó

îðäèíàëó.

Îïðåäåëåíèå 105. ×èñëî Õàðòîãñà h(A) ìíîæåñòâà A � ýòî íàèìåíüøèé îðäèíàë, íå ðàâíîìîùíûé

íèêàêîìó ïîäìíîæåñòâó A.

Òåîðåìà 106. Äëÿ ëþáîãî A ñóùåñòâóåò h(A).

Îïðåäåëåíèå 107. Îðäèíàë α íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò çà îðäèíàëîì β, α = β+1, åñëè α = β∪{β}.

Îðäèíàë α � ïðåäåëüíûé, åñëè íåò îðäèíàëà, çà êîòîðûì îí ñëåäóåò. Ìèíèìàëüíûé áåñêîíå÷íûé

îðäèíàë ω � ïðåäåëüíûé îðäèíàë, êîòîðîìó èç ïðåäåëüíûõ ïðåäøåñòâóåò òîëüêî ∅.

Òåîðåìà 108 (Òðàíñôèíèòíàÿ èíäóêöèÿ). Ïóñòü P(x) � íåêîòîðîå ñâîéñòâî (ôîðìóëà), è äëÿ

âñåõ îðäèíàëîâ âåðíî, ÷òî åñëè P(β) äëÿ âñåõ β < α, òî P(α). Òîãäà P(α) âåðíî äëÿ âñåõ α.
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Îïðåäåëåíèå 109. Ôóíêöèÿ g íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé âûáîðà äëÿ íàáîðà ìíîæåñòâ S, åñëè g(x) ∈ x
äëÿ ëþáîãî x ∈ S.

Òåîðåìà 110 (Öåðìåëî). Ìíîæåñòâî A ìîæåò áûòü âïîëíå óïîðÿäî÷åíî òîãäà è òîëüêî òî-

ãäà, êîãäà 2A èìååò ôóíêöèþ âûáîðà.

Òåîðåìà 111 (ëåììà Öîðíà). Àêñèîìà âûáîðà ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ: åñëè

ëþáàÿ öåïü â ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå èìååò òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü, òî â ýòîì

ìíîæåñòâå íàéä¼òñÿ ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò.

10. Íåñòàíäàðòíûé àíàëèç

Îïðåäåëåíèå 112. Ôèëüòð � ýòî ñåìåéñòâî F ïîäìíîæåñòâ N ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

(1) N ∈ F , ∅ /∈ F .
(2) Åñëè A1, . . . , An ∈ F , òî

⋂
iAi ∈ F .

(3) Åñëè A ∈ F , è A ⊂ B, òî B ∈ F .
(4) Ôèëüòð íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì, åñëè îí íå ñîäåðæèò êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ.

(5) Ôèëüòð F íàçûâàåòñÿ óëüòðàôèëüòðîì, åñëè ∀E ⊂ N ëèáî E ∈ F , ëèáî N \ E ∈ F .

Òåîðåìà 113. Ñóùåñòâóþò ñâîáîäíûå óëüòðàôèëüòðû íà N, ÿâëÿþùèåñÿ ðàñøèðåíèÿìè ôèëü-
òðà êîôèíèòíûõ ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 114. Íåñòàíäàðòíîå ðàñøèðåíèå âåùåñòâåííîé ïðÿìîé � ýòî R∗ = RN/U äëÿ íåêîòîðîãî
óëüòðàôèëüòðà U èç òåîðåìû 113.

Îïðåäåëåíèå 115. ×èñëî δ ∈ R∗ áåñêîíå÷íî ìàëîå, åñëè 0∗ < δ < r∗ äëÿ ëþáîãî r > 0, r ∈ R. ×èñëî
ω ∈ R∗ áåñêîíå÷íî áîëüøîå, åñëè ω > r∗ äëÿ ëþáîãî r ∈ R èëè ω < r∗ äëÿ ëþáîãî r ∈ R.

Îïðåäåëåíèå 116. Äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ R∗ ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà D1 = {r ∈ R | r∗ < x} è D2 =

{r ∈ R | r∗ > x}. Îíè îáðàçóþò ñå÷åíèå R è çàäàþò åäèíñòâåííîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî; îíî íàçûâàåòñÿ

ñòàíäàðòíîé ÷àñòüþ x, st(x). Ìîíàäà ÷èñëà r ∈ R � ýòî µ(r) = {x ∈ R∗ | st(x) = r}.

Ïðåäëîæåíèå 117. Ïóñòü E ⊂ R. Òîãäà:
(1) E îòêðûòî i� µ(r) ⊆ E∗ äëÿ âñåõ r ∈ E.
(2) E çàìêíóòî i� st(x) ∈ E äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî x ∈ E∗.
(3) E êîìïàêòíî i� äëÿ ëþáîãî x ∈ E∗ st(x) ñóùåñòâóåò è ëåæèò â E.

Òåîðåìà 118 (Ëîñÿ). Ïóñòü ϕ(X1, . . . , Xm, x1, . . . , xn) � ôîðìóëà ÿçûêà L(R). Òîãäà äëÿ ëþáûõ

A1, . . . , Am ⊂ R è f1U , . . . , f
n
U ∈ R∗ ϕ(A∗1, . . . , A

∗
m, f

1
U , . . . , f

n
U ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà {i ∈ N |

ϕ(A1, . . . , Am, f
1(i), . . . , fn(i))} ∈ U .

Ñëåäñòâèå 119 (ïðèíöèï ïåðåíîñà). Ïóñòü ϕ(X1, . . . , Xm, x1, . . . , xn) � ôîðìóëà ÿçûêà L(R). Òîãäà

äëÿ ëþáûõ A1, . . . , Am ⊂ R è r1, . . . , rn ∈ R ϕ(A1, . . . , Am, r1, . . . , rn) âåðíî â R òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ϕ(A∗1, . . . , A
∗
m, r

∗
1, . . . , r

∗
n) âåðíî â R∗.

Îïðåäåëåíèå 120. Ìíîæåñòâî A ∈ V(R∗) íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì, åñëè A = B∗ äëÿ íåêîòîðîãî

B ∈ V(R), âíóòðåííèì, åñëè A ∈ B∗ äëÿ íåêîòîðîãî B ∈ V(R), è âíåøíèì, åñëè îíî íå âíóòðåííåå.

Ïðåäëîæåíèå 121. (1) Ëþáîå íåïóñòîå âíóòðåííåå ìíîæåñòâî A ⊂ N∗ èìååò íàèìåíüøèé ýëå-

ìåíò.

(2) Ëþáîå íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ñâåðõó âíóòðåííåå ìíîæåñòâî A ⊂ R∗ èìååò òî÷íóþ âåðõíþþ

ãðàíü.

Ïðåäëîæåíèå 122 (ïåðåïîëíåíèå). (1) Åñëè A âíóòðåííåå, è N ⊂ A, òî A ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî

áîëüøîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
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(2) Åñëè A âíóòðåííåå, è äëÿ âñåõ áåñêîíå÷íî áîëüøèõ ω ∈ N∗ \N ω ∈ A, òî A ñîäåðæèò êîíå÷íîå

íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ∈ N.
(3) Åñëè A âíóòðåííåå, è ∀ε > 0, ε ≈ 0, ε ∈ A, òî A ñîäåðæèò ñòàíäàðòíîå δ ∈ R, δ > 0.
(4) Åñëè A âíóòðåííåå, è A ñîäåðæèò âñå ïîëîæèòåëüíûå ñòàíäàðòíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, òî A

ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìàëîå ÷èñëî.

(5) Åñëè A âíóòðåííåå, è A ñîäåðæèò âñå êîíå÷íûå ïîëîæèòåëüíûå ãèïåðäåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà,

òî A ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî áîëüøîå ÷èñëî.

Òåîðåìà 123 (ïðèíöèï âíóòðåííåãî îïðåäåëåíèÿ). Ïóñòü A1, . . . , An � âíóòðåííèå ìíîæåñòâà

èç V(R∗), ϕ(X1, . . . , Xn, x) � ôîðìóëà ÿçûêà L(V(R)). Òîãäà {x ∈ A1 | ϕ(A1, . . . , An, x)} � âíóòðåííåå

ìíîæåñòâî.

Ëåììà 124 (Ðîáèíñîíà). (1) Åñëè f : N∗ → R∗ � âíóòðåííÿÿ, è f(n) ≈ 0 äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî n,
òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî áîëüøîå ω ∈ N∗ \ N, äëÿ êîòîðîãî f(n) ≈ 0 äëÿ âñåõ n ≤ ω, n ∈ N∗.

(2) Åñëè f : R∗+ → R∗ � âíóòðåííÿÿ, è f(n) ≈ 0 äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîëîæèòåëüíîãî x, òî

ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî áîëüøîå ω > 0, ω ∈ R∗, äëÿ êîòîðîãî f(x) ≈ 0 äëÿ âñåõ x ∈ (0,ω] ⊂ R∗.

Ïðåäëîæåíèå 125. liman = a i� aω ≈ a äëÿ âñåõ íåñòàíäàðòíûõ ω.

Ïðåäëîæåíèå 126. (1) f íåïðåðûâíà â òî÷êå a ∈ I i� f(x) ≈ f(a) äëÿ âñåõ x ∈ I∗, x ≈ a.
(2) f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà I i� f(x) ≈ f(y) äëÿ âñåõ x, y ∈ I∗, x ≈ y.

Îïðåäåëåíèå 127. Ïóñòü I � îòêðûòûé èíòåðâàë â R, f : I → R, dx 6= 0 � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ. Òîãäà

dy = f(a+dx)−f(a) � äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè f â òî÷êå a ∈ I. Åñëè ñòàíäàðòíàÿ ÷àñòü dydx ñóùåñòâóåò
è îäèíàêîâà äëÿ âñåõ dx 6= 0, òî f èìååò ïðîèçâîäíóþ â a, è f ′(a) = st

(
dy
dx

)
.

Îïðåäåëåíèå 128. Ïóñòü I � îòêðûòûé èíòåðâàë â R, f : I → R, ∆x > 0 � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.

Ñóììà Ðèìàíà
b∑
a

f(x)∆x = f(x0)∆x+ . . .+ f(xn−1)∆x+ f(xn)(b− n∆x),

ãäå n � íàèáîëüøåå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî a+n∆x ≤ b, xi = a+ i∆x. Îïðåäåë¼ííûé èíòåãðàë f íà I �

ýòî ñóììà Ðèìàíà
∑b
a f(x)δx äëÿ íåêîòîðîãî áåñêîíå÷íî ìàëîãî δx.

Òåîðåìà 129 (Ïåàíî î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé ÎÄÓ). Ïóñòü f : [0, 1] × R → R � íåïðåðûâíàÿ

îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, u0 ∈ R. Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ u : [0, 1]→ R, äëÿ êîòîðîé u(0) = 0,

è
du

dt
= f(t, u(t)), t ∈ [0, 1].

11. Ðàíã Ìîðëè

Îïðåäåëåíèå 130. ÏóñòüM � L-ñòðóêòóðà, ϕ(�v) � LM-ôîðìóëà. Èíäóêòèâíî îïðåäåëèì RMM(ϕ) �

ðàíã Ìîðëè ϕ âM.

(1) RMM(ϕ) ≥ 0 i� ϕ(M) 6= ∅.
(2) Åñëè α � ïðåäåëüíûé, òî RMM(ϕ) ≥ α i� RMM(ϕ) ≥ β äëÿ âñåõ β < α.

(3) Åñëè α íå ïðåäåëüíûé, òî RMM(ϕ) ≥ α, åñëè íàéäóòñÿ òàêèå LM-ôîðìóëû ψ1(�v), ψ2(�v), . . .,

÷òî {ψi(M)} � áåñêîíå÷íûé íàáîð íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ ϕ(M), è RMM(ψi) ≥ α äëÿ

ëþáîãî i.

Ëåììà 131. Ïóñòü θ(�v, �w) � L-ôîðìóëà, M ℵ0-íàñûùåííàÿ, �a, �b ∈ M, è tpM(�a) = tpM(�b). Òîãäà

RMM(θ(�v, �a)) = RMM(θ(�v, �b)).

Ëåììà 132. ÏóñòüM è N � äâå ℵ0-íàñûùåííûå ìîäåëè òåîðèè T ,M ≺ N . Åñëè ϕ � LM-ôîðìóëà,

òî RMM(ϕ) = RMN (ϕ).
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Ñëåäñòâèå 133. Ïóñòü M � L-ñòðóêòóðà, ϕ � LM-ôîðìóëà, N0 è N1 � äâà ℵ0-íàñûùåííûõ ýëåìåí-

òàðíûõ ðàñøèðåíèÿM. Òîãäà RMN0(ϕ) = RMN1(ϕ).

Îïðåäåëåíèå 134. Ïóñòü M � L-ñòðóêòóðà, ϕ � LM-ôîðìóëà. RM(ϕ) � ðàíã Ìîðëè ôîðìóëû ϕ �

ýòî RMN (ϕ) äëÿ ëþáîãî ℵ0-íàñûùåííîãî ýëåìåíòàðíîãî ðàñøèðåíèÿ N �M.

Îïðåäåëåíèå 135. Ïóñòü M |= T , X ⊆ Mn � ìíîæåñòâî, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé ϕ(�v). Òîãäà ðàíã

Ìîðëè RM(X) ìíîæåñòâà X � ýòî RM(ϕ).

Ëåììà 136. ÏóñòüM � L-ñòðóêòóðà, X, Y � âûðàçèìûå ïîäìíîæåñòâà Mn.

(1) Åñëè X ⊆ Y, òî RM(X) ≤ RM(Y).

(2) RM(X ∪ Y) = max(RM(X),RM(Y)).

(3) Åñëè X 6= ∅, òî RM(X) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X êîíå÷íî.

Îïðåäåëåíèå 137. Òåîðèÿ T íàçûâàåòñÿ òîòàëüíî òðàíñöåíäåíòíîé, åñëè äëÿ ëþáîé ìîäåëè

M |= T è ëþáîé LM-ôîðìóëû ϕ RM(ϕ) <∞.

Ïðåäëîæåíèå 138. ÏóñòüM � L-ñòðóêòóðà, ϕ � LM-ôîðìóëà, RM(ϕ) = α. Ñóùåñòâóåò òàêîå íàòó-

ðàëüíîå ÷èñëî d, ÷òî åñëè ψ1, . . . , ψn � òàêèå LM-ôîðìóëû, ÷òî ψ1(M), . . . , ψn(M) � íåïåðåñåêàþùèåñÿ

ïîäìíîæåñòâà ψ(M), è äëÿ âñåõ i RM(ψi) = α, òî n ≤ d. Òàêîå ÷èñëî d íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ Ìîðëè

ôîðìóëû ϕ, degM(ϕ) = d.

Ñëåäñòâèå 139. ϕ ñèëüíî ìèíèìàëüíà i� RM(ϕ) = degM(ϕ) = 1.

Îïðåäåëåíèå 140. Ïóñòü p ∈ Sn(A). Òîãäà ðàíã Ìîðëè òèïà p � ýòî RM(p) = inf{RM(ϕ), ϕ ∈ p}.
Åñëè RM(p) � îðäèíàë, òî degM(p) = inf{degM(ϕ), ϕ ∈ p,RM(ϕ) = RM(p)}. ×åðåç ϕp îáîçíà÷àåòñÿ

ôîðìóëà, ðåàëèçóþùàÿ RM(p) è degM(p)

Ëåììà 141. Åñëè p, q ∈ Sn(A), RM(p),RM(q) <∞, è p 6= q, òî ϕp 6= ϕq.

Òåîðåìà 142. Åñëè T ω-ñòàáèëüíà, òî T òîòàëüíî òðàíñöåíäåíòíà. Åñëè L � ñ÷¼òíûé ÿçûê,
è T òîòàëüíî òðàíñöåíäåíòíà, òî T ω-ñòàáèëüíà.

Îïðåäåëåíèå 143. Ïóñòü A ⊂M, �a ∈M. Òîãäà RM(�a) = RM(tp(�a)), àíàëîãè÷íî � RM(�a/A).

Ëåììà 144. Ïóñòü A ⊂M, �a, b ∈M, è b àëãåáðàè÷åí íàä A ∪ {�a}. Òîãäà RM(�a, b/A) = RM(�a/A).

Òåîðåìà 145. Ïóñòü T � ñèëüíî ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ, A ⊂ M, �a ∈ M. Òîãäà RM(�a/A) =

dim(�a/A).

Îïðåäåëåíèå 146. Ïóñòü V ⊆ Kn � íåïðèâîäèìîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, I(V) � èäåàë ìíîãî-

÷ëåíîâ èç K[x1, . . . , xn], îáðàùàþùèõñÿ â íîëü íà V. Ðàçìåðíîñòü Êðóëëÿ � ýòî íàèáîëüøàÿ äëèíà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîñòûõ èäåàëîâ

I(V) = P0 ⊂ P1 ⊂ . . . ⊂ Pm ⊂ K[x1, . . . , xn].

Ïðåäëîæåíèå 147. Ïóñòü K � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå, è V ⊆ Kn � íåïðèâîäèìîå ìíîãîîáðàçèå.
Òîãäà RM(V) ðàâåí ðàçìåðíîñòè Êðóëëÿ ìíîãîîáðàçèÿ V.

12. Èíòóèöèîíèçì è êîíñòðóêòèâíàÿ ìàòåìàòèêà

Îïðåäåëåíèå 148. Àêñèîìû èíòóèöèîíèñòñêîãî èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé. Ïðàâèëî MP. Îòíîøåíèå

`.

Ëåììà 149. (1) ` (¬¬(A∧ B))↔ ¬(A→ ¬B).

(2) ` (¬¬(A∨ B))↔ ¬¬(¬A→ B).

(3) ` (¬¬(A→ B))↔ (¬¬A→ ¬¬B).
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Ëåììà 150. Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû A ñóùåñòâóåò ôîðìóëà B, â êîòîðîé ó÷àñòâóþò òîëüêî èìïëèêàöèè,

è ` (¬A↔ B).

Òåîðåìà 151 (Ãëèâåíêî). Åñëè ôîðìóëà A âûâîäèìà â êëàññè÷åñêîì èñ÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé,

òî ¬¬A âûâîäèìà â èíòóèöèîíèñòñêîì èñ÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé.

Òåîðåìà 152 (Ãåíöåíà). Åñëè ` A∨ B, òî ëèáî ` A, ëèáî ` B.

Îïðåäåëåíèå 153. Òî÷íàÿ ìîäåëü èíòóèöèîíèñòñêîãî èñ÷èñëåíèÿ � ìîäåëü M |= T , â êîòîðîé

ôîðìóëà ϕ ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ` ϕ.

Òåîðåìà 154 (Ã¼äåëÿ). Ó èíòóèöèîíèñòñêîãî èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé íåò òî÷íîé êîíå÷íîé

ìîäåëè.

Òåîðåìà 155. Ó èíòóèöèîíèñòñêîãî èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé åñòü òî÷íàÿ ñ÷¼òíàÿ ìîäåëü.

Îïðåäåëåíèå 156. Àêñèîìû è ïðàâèëà âûâîäà èíòóèöèîíèñòñêîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ.

Òåîðåìà 157. Äëÿ êàæäîé ôîðìóëû A ñóùåñòâóåò ôîðìóëà g(A) (ýôôåêòèâíî êîíñòðóèðóå-

ìàÿ ïî A), äëÿ êîòîðîé:

(1) â êëàññè÷åñêîé ëîãèêå `class A↔ g(A);

(2) â èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêå ` g(A)↔ ¬¬g(A);

(3) A âûâîäèìî â êëàññè÷åñêîé ëîãèêå i� g(A) âûâîäèìî â èíòóèöèîíèñòñêîé.

Îïðåäåëåíèå 158. Ñòðóêòóðà Êðèïêå äëÿ ÿçûêà L � ýòî ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ≤, â óçëàõ êîòîðîãî
k ñòîÿò ìíîæåñòâà ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ D(k), ïðè÷¼ì åñëè k ≤ k ′, òî D(k) ⊆ D(k ′). Íà

ýòîì ïîðÿäêå ââîäèòñÿ îòíîøåíèå ôîðñèíãà :

• k 
 x, åñëè x ∈ D(k);

• k 
 A∧ B, åñëè k 
 A è k 
 B;
• k 
 A∨ B, åñëè k 
 A èëè k 
 B;
• k 
 A→ B, åñëè ∀k ′ ≥ k, åñëè k ′ 
 A, òî k ′ 
 B.

Ïðåäëîæåíèå 159. (1) Åñëè k 
 A è l ≥ k, òî l 
 A.
(2) Åñëè Γ ` A (â èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêå), è âñå ôîðìóëû Γ ôîðñèðóþòñÿ â k, òî k 
 A.

Ñëåäñòâèå 160 (êîððåêòíîñòü). Åñëè ` A, òî A ôîðñèðîâàíî âî âñåõ óçëàõ ëþáîé ñòðóêòóðû Êðèïêå.

Îïðåäåëåíèå 161. Âåùåñòâåííîå ÷èñëî r íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ

ôóíêöèÿ (àëãîðèòì), ïî òî÷íîñòè ε âûäàþùàÿ ε-ïðèáëèæåíèå ê r: |r− f(ε)| < ε.

Ëåììà 162. Ñóùåñòâóþò âû÷èñëèìûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë (an), (bn) ⊂ I =

[0, 1], òàêèå, ÷òî äëÿ èíòåðâàëîâ Jn = [an, bn] âåðíî ñëåäóþùåå:

(1) åñëè n 6= m, òî |Jn ∩ Jm| ≤ 1;
(2) åñëè an 6= 0, òî an ∈ {bi | i ∈ N}; åñëè bn 6= 1, òî bn ∈ {ai | i ∈ N};

(3) Ic ⊂ ∪nJn (Jn ïîêðûâàþò âñå âû÷èñëèìûå ÷èñëà èç [0, 1]), íî I 6⊂ ∪nJn.

Ëåììà 163. Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðÿìîóãîëüíèêîâ (Ak), Ak ⊂ I×I, ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ
âíóòðåííîñòÿìè è âû÷èñëèìûìè âåðøèíàìè, äëÿ êîòîðîé:

(1) δAj \ ∪i<jAi 6= ∅ (íîâûé ïðÿìîóãîëüíèê äîáàâëÿåò íîâóþ ãðàíèöó);

(2) ∀j∃n > j: δAj ∪ Int (∪i≤nAi) (ðàíî èëè ïîçäíî êàæäûé ïðÿìîóãîëüíèê ñî âñåõ ñòîðîí îêðóæà-

åòñÿ äðóãèìè);

(3) I2c ⊂ ∪iAi (Ai ïîêðûâàþò âñå âû÷èñëèìûå òî÷êè â I× I), íî I× I 6⊂ ∪nJn.

Òåîðåìà 164. Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå äåðåâî, ó êîòîðîãî âñå âû÷èñëèìûå ïóòè êîíå÷íû.

Òåîðåìà 165 (Îðåâêîâà). Ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : I2c → I2c, äëÿ êî-

òîðîé ∀x ∈ I2cf(x) 6= x (òåîðåìà Áðàóýðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå íåâåðíà â êîíñòðóêòèâíîé

ìàòåìàòèêå).
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