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Ñóòü ëåêöèè

Êëàñòåðèçàöèÿ � òèïè÷íàÿ çàäà÷à ñòàòèñòè÷åñêîãî

àíàëèçà: çàäà÷à êëàññèôèêàöèè îáúåêòîâ îäíîé ïðèðîäû â

íåñêîëüêî ãðóïï òàê, ÷òîáû îáúåêòû â îäíîé ãðóïïå

îáëàäàëè îäíèì è òåì æå ñâîéñòâîì.

Ïîä ñâîéñòâîì îáû÷íî ïîíèìàåòñÿ áëèçîñòü äðóã ê äðóãó

îòíîñèòåëüíî âûáðàííîé ìåòðèêè.
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×óòü áîëåå ôîðìàëüíî

Åñòü íàáîð òåñòîâûõ ïðèìåðîâ X = {x1, . . . , xn} è ôóíêöèÿ

ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïðèìåðàìè ρ.

Òðåáóåòñÿ ðàçáèòü X íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà

(êëàñòåðû) òàê, ÷òîáû êàæäîå ïîäìíîæåñòâî ñîñòîÿëî èç

ïîõîæèõ îáúåêòîâ, à îáúåêòû ðàçíûõ ïîäìíîæåñòâ

ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àëèñü.
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Çà÷åì ýòî íóæíî

Data mining â ñàìîì øèðîêîì ñìûñëå; íàïðèìåð,

ðàçäåëèòü âåá�äîêóìåíòû íà æàíðû è ò.ï.

Ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ.

Àíàëèç ñîöèàëüíûõ ñåòåé.

...
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Âèäû êëàñòåðèçàöèè

Èåðàðõè÷åñêèå: ïîñëåäîâàòåëüíî ñòðîèì êëàñòåðû èç óæå
íàéäåííûõ êëàñòåðîâ.

Àãëîìåðàòèâíàÿ (îáúåäèíèòåëüíàÿ) � íà÷èíàåì ñ
èíäèâèäóàëüíûõ ýëåìåíòîâ, çàòåì îáúåäèíÿåì.
Ðàçäåëèòåëüíàÿ � íà÷èíàåì ñ îäíîãî êëàñòåðà, ïîòîì
äåëèì.

Íåèåðàðõè÷åñêèå: îïòèìèçèðóåì íåêóþ öåëåâóþ ôóíêöèþ.

Àëãîðèòìû òåîðèè ãðàôîâ.
Àëãîðèòì EM.
Àëãîðèòì k�ñðåäíèõ (k�means).
Íå÷åòêèå àëãîðèòìû.
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Îöåíêà êëàñòåðèçàöèè

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü åñòü íåñêîëüêî ðàçáèåíèé íà

êëàñòåðû. Êàê èõ ñðàâíèòü?

Ïóñòü íàì íóæíî êëàñòåðèçîâàòü òî÷êè â d�ìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå.
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Ïóñòü íàì íóæíî êëàñòåðèçîâàòü òî÷êè â d�ìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå.

Ëîãè÷íî ìèíèìèçèðîâàòü ñðåäíåå âíóòðèêëàñòåðíîå

ðàññòîÿíèå: ∑
i<j ,c(xi )=c(xj ) ρ(xi , xj)∑

i<j ,c(xi )=c(xj ) 1
−→ min .

È ìàêñèìèçèðîâàòü ñðåäíåå ìåæêëàñòåðíîå ðàññòîÿíèå:∑
i<j ,c(xi ) 6=c(xj ) ρ(xi , xj)∑

i<j ,c(xi ) 6=c(xj ) 1
−→ max .
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Åñëè àëãîðèòì âû÷èñëÿåò öåíòðû êëàñòåðîâ µc , òî ìîæíî

áîëåå ýôôåêòèâíî:∑
c∈C

1

|c |

∑
x∈c

ρ2(x , µc) −→ min,

∑
c∈C

ρ2(µc , µ) −→ max,

ãäå µ � îáùèé öåíòð ìàññ âñåé âûáîðêè.

×òîáû ó÷åñòü è ñòðåìëåíèå ê ìèíèìóìó, è ñòðåìëåíèå ê

ìàêñèìóìó, óñòðåìëÿþò ê ìèíèìóìó îòíîøåíèå äâóõ
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Èäåÿ

Åñòü òî÷êè x1, x2, . . . , xn â ïðîñòðàíñòâå. Íóæíî

êëàñòåðèçîâàòü.

Ñ÷èòàåì êàæäóþ òî÷êó êëàñòåðîì. Çàòåì áëèæàéøèå

òî÷êè îáúåäèíÿåì, äàëåå ñ÷èòàåì åäèíûì êëàñòåðîì.

Çàòåì ïîâòîðÿåì.

Ïîëó÷àåòñÿ äåðåâî.
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Àëãîðèòì

HierarchyCluster(X = {x1, . . . , xn})

Èíèöèàëèçèðóåì C = X , G = X .

Ïîêà â C áîëüøå îäíîãî ýëåìåíòà:

Âûáèðàåì äâà ýëåìåíòà C c1 è c2, ðàññòîÿíèå ìåæäó
êîòîðûìè ìèíèìàëüíî.
Äîáàâëÿåì â G âåðøèíó c12, ñîåäèíÿåì åå ñ âåðøèíàìè c1
è c2.
C := C ∪ {c12} \ {c1, c2}.

Âûäàåì G .

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Àëãîðèòìû êëàñòåðèçàöèè



ÂâåäåíèåÈåðàðõè÷åñêàÿ êëàñòåðèçàöèÿÊëàñòåðèçàöèÿ ìåòîäàìè òåîðèè ãðàôîâÄðóãèå ìåòîäû
Èäåÿ àëãîìåðàòèâíîé êëàñòåðèçàöèèÀëãîðèòìSingle-link vs. complete-link

Ðåçóëüòàò

Â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ äåðåâî êëàñòåðîâ, èç êîòîðîãî ïîòîì

ìîæíî âûáðàòü êëàñòåðèçàöèþ ñ òðåáóåìîé ñòåïåíüþ

äåòàëèçàöèè (îáðåçàòü íà òîì èëè èíîì ìàêñèìàëüíîì

ðàññòîÿíèè).

Âñå ëè ïîíÿòíî?
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ìîæíî âûáðàòü êëàñòåðèçàöèþ ñ òðåáóåìîé ñòåïåíüþ

äåòàëèçàöèè (îáðåçàòü íà òîì èëè èíîì ìàêñèìàëüíîì

ðàññòîÿíèè).

Âñå ëè ïîíÿòíî?

Îñòàåòñÿ âîïðîñ: êàê ïîäñ÷èòûâàòü ðàññòîÿíèå ìåæäó

êëàñòåðàìè?
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Single-link vs. complete-link

Single-link àëãîðèòìû ñ÷èòàþò ìèíèìóì èç âîçìîæíûõ

ðàññòîÿíèé ìåæäó ïàðàìè îáúåêòîâ, íàõîäÿùèõñÿ â

êëàñòåðå.

Complete-link àëãîðèòìû ñ÷èòàþò ìàêñèìóì èç ýòèõ

ðàññòîÿíèé.

Êàêèå îñîáåííîñòè áóäóò ó single-link è complete-link

àëãîðèòìîâ? ×åì îíè áóäóò îòëè÷àòüñÿ?
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Óïðàæíåíèå

Óïðàæíåíèå

Ðåàëèçîâàòü single-link è complete-link àëãîðèòìû

àãëîìåðàòèâíîé êëàñòåðèçàöèè äëÿ òî÷åê èç åâêëèäîâà

ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè n.
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Î÷åâèäíûé àëãîðèòì

Íàðèñóåì ïîëíûé ãðàô ñ âåñàìè, ðàâíûìè ðàññòîÿíèþ

ìåæäó îáúåêòàìè.

Âûáåðåì ëèìèò ðàññòîÿíèÿ r è âûáðîñèì âñå ðåáðà

äëèííåå r .

Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ïîëó÷åííîãî ãðàôà � ýòî íàøè

êëàñòåðû.
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Ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî

Ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî � äåðåâî, ñîäåðæàùåå âñå

âåðøèíû (ñâÿçíîãî) ãðàôà è èìåþùåå ìèíèìàëüíûé

ñóììàðíûé âåñ ñâîèõ ðåáåð.

Àëãîðèòì Êðàñêàëà (Kruskal): âûáèðàåì íà êàæäîì øàãå

ðåáðî ñ ìèíèìàëüíûì âåñîì, åñëè îíî ñîåäèíÿåò äâà

äåðåâà, äîáàâëÿåì, åñëè íåò, ïðîïóñêàåì.
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Àëãîðèòì Áîðóâêè (Boruvka)

Íà÷èíàåì ñ ãðàôà G è ïóñòîãî ìíîæåñòâà ðåáåð T .
Ïîêà G |T íå ñâÿçíûé:

Èíèöèàëèçèðóåì ìíîæåñòâî ðåáåð E := ∅.
Äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè:

Èíèöèàëèçèðóåì ìíîæåñòâî ðåáåð S := ∅.
Äëÿ êàæäîé âåðøèíû êîìïîíåíòû äîáàâëÿåì â S ñàìîå

äåøåâîå ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå âåðøèíó ñ êàêîé-ëèáî

âåðøèíîé äðóãîé êîìïîíåíòû.

Äîáàâëÿåì ñàìîå äåøåâîå ðåáðî èç S â E .

T := T ∪ E .

Îí ðàáîòàåò áûñòðåå àëãîðèòìà Êðàñêàëà (çà âðåìÿ

O(E logV )).

Âïðî÷åì, ñàìûé áûñòðûé èç èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ MST

ðàáîòàåò çà âðåìÿ O(Eα(V )), ãäå α � îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè

Àêêåðìàíà.
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Êëàñòåðèçàöèÿ

Êàê èñïîëüçîâàòü ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî äëÿ

êëàñòåðèçàöèè?
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Êëàñòåðèçàöèÿ

Êàê èñïîëüçîâàòü ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî äëÿ

êëàñòåðèçàöèè?

Ïîñòðîèòü ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî, à ïîòîì

âûêèäûâàòü èç íåãî ðåáðà ìàêñèìàëüíîãî âåñà.

Ñêîëüêî ðåáåð âûáðîñèì, ñòîëüêî êëàñòåðîâ ïîëó÷èì.
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Óïðàæíåíèå

Óïðàæíåíèå

Ðåàëèçîâàòü àëãîðèòì êëàñòåðèçàöèè ìåòîäîì ìèíèìàëüíîãî

îñòîâíîãî äåðåâà.
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Outline

1 Ââåäåíèå

Ñóòü

Âèäû êëàñòåðèçàöèè

Êàê îöåíèâàòü êëàñòåðèçàöèþ

2 Èåðàðõè÷åñêàÿ êëàñòåðèçàöèÿ

Èäåÿ àëãîìåðàòèâíîé êëàñòåðèçàöèè

Àëãîðèòì

Single-link vs. complete-link

3 Êëàñòåðèçàöèÿ ìåòîäàìè òåîðèè ãðàôîâ

Î÷åâèäíûé àëãîðèòì

Ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå äåðåâî

4 Äðóãèå ìåòîäû

Quality Threshold clustering

Àëãîðèòì FOREL
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Èäåÿ àëãîðèòìà

Áûë ïðèäóìàí äëÿ êëàñòåðèçàöèè ãåíîâ.

Îäíàêî, âîïðåêè îæèäàíèÿì, íå ñëèøêîì ýôôåêòèâåí; äëÿ

ãåíîìà íå÷åãî è äóìàòü åãî çàïóñêàòü.
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Àëãîðèòì

Çàôèêñèðóåì quality threshold � ïðåäåëüíîå ðàññòîÿíèå

ìåæäó îáúåêòàìè êëàñòåðà.

Âûáðàòü ñëó÷àéíûé ãåí è íà÷àòü íàðàùèâàòü êëàñòåð,

ïîêà ýòî âîçìîæíî (íå ïðåâûøàÿ ïðåäåëüíîãî ðàññòîÿíèÿ).

Ïîâòîðèòü äëÿ äðóãèõ ñëó÷àéíûõ ãåíîâ, ïîêà âñå ãåíû íå

áóäóò ïîêðûòû (ïåðåñå÷åíèÿ êëàñòåðîâ âîçìîæíû).

Âûáðàòü êëàñòåð ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà è óäàëèòü åãî èç

ìíîæåñòâà òåñòîâûõ îáúåêòîâ.

Çàïóñêàòü òî æå ñàìîå ðåêóðñèâíî äî òåõ ïîð, ïîêà ðàçìåð

ìàêñèìàëüíîãî êëàñòåðà íå ñòàíåò ñëèøêîì áîëüøèì.
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Ïëþñû è ìèíóñû

Äîñòîèíñòâà:

Ãàðàíòèðîâàííîå êà÷åñòâî: âñå êëàñòåðû ñîîòâåòñòâóþò
çàðàíåå çàäàííûì êðèòåðèÿì.
×èñëî êëàñòåðîâ çàäàâàòü íå íóæíî.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå âîçìîæíûå êëàñòåðû: exhaustive
search.

Íåäîñòàòêè:

Îòíîñèòåëüíî ìåäëåííî ðàáîòàåò.
Íóæíî çàäàâàòü threshold; åñëè îí îêàæåòñÿ ïëîõî
ïîäîáðàí, àëãîðèòì áóäåò ðàáîòàòü î÷åíü ìåäëåííî.
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Óïðàæíåíèå

Óïðàæíåíèå

Ðåàëèçîâàòü àëãîðèòì êëàñòåðèçàöèè QT.
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Èñòîðèÿ

FOREL îçíà÷àåò ¾ôîðìàëüíûé ýëåìåíò¿. Åäèíñòâåííûé

èç ïîïóëÿðíûõ àëãîðèòìîâ êëàñòåðèçàöèè, èçîáðåòåííûé â

ÑÑÑÐ.

Ïðåäëîæåí Çàãîðóéêî è Åëêèíîé â 1967 ãîäó äëÿ ðåøåíèÿ

îäíîé ïàëåîíòîëîãè÷åñêîé çàäà÷è.
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Èäåÿ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû íàõîäèìñÿ â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå

(Rn ïîäõîäèò).

Ïóñòü çàäàíà òî÷êà x0 è ïàðàìåòð R .

Âûäåëèì âñå òî÷êè èç òåñòîâîãî íàáîðà, ïîïàäàþùèå â

ñôåðó ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â x0.

Ïåðåíåñåì öåíòð êëàñòåðà èç x0 â òî÷êó öåíòðà ìàññ òî÷åê,

êîòîðûå áûëè âûáðàíû íà ïðåäûäóùåì øàãå.

Ïîâòîðÿòü, ïîêà öåíòð íå îñòàíåòñÿ íà ìåñòå.

Öåíòð � ýòî è åñòü ¾ôîðìàëüíûé ïàðàìåòð¿, ò.ê. îí íå

îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèòñÿ â èñõîäíîé âûáîðêå.
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Àëãîðèòì

FOREL(X ):

Èíèöèàëèçèðîâàòü ìíîæåñòâî íåêëàñòåðèçîâàííûõ òî÷åê

U := X è ìíîæåñòâî êëàñòåðîâ C := ∅.
Ïîêà U 6= ∅:

Âûáðàòü ñëó÷àéíóþ òî÷êó x0.
Ïîêà ïðîöåññ íå ñòàáèëèçèðóåòñÿ:

Îáðàçîâàòü êëàñòåð c = {x ∈ X |ρ(x , x0) < R}.

x0 := 1
|c|

∑
x∈c x .

U := U \ c , C := C ∪ {c}.

Âûäàòü ìíîæåñòâî ïîëó÷åííûõ êëàñòåðîâ C .
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Óïðàæíåíèå

Óïðàæíåíèå

Ðåàëèçîâàòü àëãîðèòì êëàñòåðèçàöèè FOREL.
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!

Lecture notes, ñëàéäû è êîäû ïðîãðàìì ïîÿâÿòñÿ íà ìîåé

homepage:

http://logic.pdmi.ras.ru/∼sergey/index.php?page=teaching

Ïðèñûëàéòå ëþáûå çàìå÷àíèÿ, êîäû ïðîãðàìì íà äðóãèõ

ÿçûêàõ, ðåøåíèÿ óïðàæíåíèé, íîâûå ÷èñëåííûå ïðèìåðû è

ïðî÷åå ïî àäðåñàì:

sergey@logic.pdmi.ras.ru, smartnik@inbox.ru

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Àëãîðèòìû êëàñòåðèçàöèè


