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pdmi.ras.ru/~yumat/talk/pomiseminar2007.
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Äçåòà ôóíêöèÿ Ðèìàíà

Ýòó ôóíêöèþ èçó÷àë åùå Ë.Ýéëåð.
Ðàâåíñòâî äâóõ ïðåäñòàâëåíèé � â âèäå ðÿäà Äèðèõëå è â âèäå ïðîèç-

âåäåíèÿ Ýéëåðà � ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì âûðàæåíèåì îñíîâíîé òåîðå-

ìû àðèôìåòèêè, ãëàñÿùåé, ÷òî êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ïðåäñòàâèìî, è
åäèíñòâåííûì îáðàçîì, â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñòåïåíåé ïðîñòûõ ÷èñåë.

Ë.Ýéëåð äàë íîâîå äîêàçàòåëüñòâî áåñêîíå÷íîñòè ïðîñòûõ ÷èñåë � åñëè
áû èõ áûëî êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî, òî ïðîèçâåäåíèå Ýéëåðà áûëî áû îïðåäå-
ëåíî è ïðè s = 1 è äàâàëî áû êîíå÷íîå çíà÷åíèå äëÿ ζ(1).

Basel Problem ( Pietro Mingoli, 1644)

Áàçåëü â Øâåéöàðèè � ãîðîä, â êîòîðîì Ë.Ýéëåð ðîäèëñÿ â 1707 ãîäó.
Ë.Ýéëåð âû÷èñëèë 17 çíàêîâ çíà÷åíèÿ ζ(2), ÷òî áûëî íåòðèâèàëüíî, èáî

ðÿä Äèðèõëå ñõîäèòñÿ ìåäëåííî.
Â òå÷åíèè ñâîåé æèçíè Ë.Ýéëåð íåîäíîêðàòíî âîçâðàùàëñÿ ê Basel

Problem è äàë íåñêîëüêî ðåøåíèé, â òîì ÷èñëå âïîëíå ñòðîãèõ ñ íûíåøíåé
òî÷êè çðåíèÿ. Ðåøåíèå, âîñïðîèçâåäåííîå çäåñü, áûëî òðåòüèì, äàííûì
Ë.Ýéëåðîì. Ñëîâî "äîêàçàòåëüñòâî" âçÿòî â êàâû÷êè, ïîñêîëüêó â òî âðå-
ìÿ ñòðîãîãî îáîñíîâàíèÿ ðàçëîæèìîñòè sin(x) â ðÿä Òåéëîðà ó Ë.Ýéëåðà
íå áûëî, îí íàïèñàë åãî, ñ÷èòàÿ sin(x) ìíîãî÷ëåíîì ñ áåñêîíå÷íûì êîëè÷å-
ñòâîì êîðíåé.
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Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî

Äðóãèå çà÷åííèÿ ζ(s)

×èñëà Áåðíóëëè

Áëàãîäàðÿ ÷åòíîñòè ôóíêöèè x
ex−1 + x

2 , âñå ÷èñëà Áåðíóëëè ñ íå÷åòíûìè
èíäåêñàìè, áîëüøèìè, ÷åì 1, ðàâíû 0, è ýòî èõ ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì
äëÿ äàëüíåéøåãî ñîäåðæàíèÿ ýòîãî äîêëàäà.

Ê ñîæàëåíèþ, â îáîçíà÷åíèÿõ ÷èñåë Áåðíóëëè íåò ïîëíîé ñòàíäàðòè-
çàöèè: íåêîòîðûå àâòîðû èñêëþ÷àþò èç ðàññìîòðåíèÿ íóëåâûå çíà÷åíèÿ,
íåêîòîðûå ìåíÿþò çíàêè (ïî ñðàâíåíèþ ñ âûøåïðèâåäåííûìè).

Åùå äðóãèå çíà÷åíèÿ ζ(s)

Òàêèå çíà÷åíèÿ ýòèõ ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ áûëè äàíû Ë.Ýéëåðîì.

Ïî÷åìó òàêîå çíà÷åíèå ζ(0)

Ïî÷åìó òàêèå çíà÷åíèÿ ζ(−1), ζ(−2), ζ(−3), . . .

Ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå

Äçåòà ôóíêöèÿ Ðèìàíà

Äèðèõëå ñòàë ðàññìàòðèâàòü äçåòà ôóíêöèþ ïðè êîìïëåêñíîì çíà÷åíèè
àðãóìåíòà. Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå íà âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü
äàëî äëÿ ζ(−1), ζ(−2), ζ(−3), . . . çíà÷åíèÿ, óêàçàííûå Ë.Ýéëåðîì.

Ðàñïðåäåëåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë

Èíòåãðàëüíûé ëîãàðèôì
∫ x 1

ln(t)dt äàåò ãîðàçäî ëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ê

π(x), ÷åì äðîáü x
ln(x) .

Ôóíêöèèÿ ×åáûøåâà θ(x)

Ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè θ(x) "ïðîñòîé" ôóíêöèåé x ñòîëü æå "õîðîøî",
êàê è ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè π(x) "ñëîæíîé" ôóíêöèåé

∫ x 1
ln(t)dt.

Ôóíêöèèÿ ×åáûøåâà ψ(x)

Ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè ψ(x) "ïðîñòîé" ôóíêöèåé x òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñòîëü
æå "õîðîøèì", êàê è ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè π(x) "ñëîæíîé" ôóíêöèåé∫ x 1

ln(t)dt, íî âûðàæåíèå äëÿ ðàçíîñòè ψ(x) ÷åðåç íóëè äçåòà-ôóíêöèè (äàâà-
åìîå òåîðåìîé von Mangoldt) ãîðàçäî ïðîùå ñîîòâåòñòâóþùåãî âûðàæåíèÿ
äëÿ ðàçíîñòè π(x)−

∫ x 1
ln(t)dt, ñ êîòîðûì ðàáîòà Á.Ðèìàí.
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Figure 1: z-plane Figure 2: w-plane

Ãèïîòåçà Ðèìàíà

Ôóíêöèÿ Ðèìàíà ξ(z)

Òðàäèöèÿ, áåðóùàÿ ñâîå íà÷àëî â îñíîâîïîëàãàþùåé ðàáîòå Á.Ðèìàíà,
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû âìåñòî ôóíêöèè ζ(z) ðàáîòàòü ñ öåëîé ôóíêöèåé
ξ(z). Îñíîâíàÿ èäåÿ ïðåäëàãàåìîãî çäåñü ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî íàäî íå
ëèøàòü äçåòà ôóíêöèþ åå �òðèâèàëüíûõ� íóëåé, à ïîñòàðàòüñÿ èñïîëüçîâàòü
íàøå çíàíèå èõ ðàñïîëîæåíèÿ.

Çàìåíà ïåðåìåííîé

Ïðàâàÿ ïîëóïëîñêîñòü ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé îáëàñòüþ ïðè ðàáîòå ñ ðÿ-
äàìè Äèðèõëå. Ìû, îäíàêî, áóäåì â äàëüíåéøåì ðàáîòàòü ñ ðÿäàìè Òåéëî-
ðà è ïðèáëèæåíèÿìè Ïàäå, äëÿ êîòîðûõ áîëåå åñòåñòâåííû êðóãè; èìåííî
ýòèì âûçâàí ïåðåõîä ñ z-ïëîñêîñòè íà w-ïëîñêîñòü. Ïðè ýòîì êðèòè÷åñêàÿ
ïðÿìàÿ <(z) = 1

2 íà z-ïëîñêîñòè ïåðåõîäèò â êðèòè÷åñêóþ îêðóæíîñòü

|w| = 1 íà w-ïëîñêîñòè, à òðèâèàëüíûå íóëè ôóíêöèé ζ̃(w) è ζ̃(w) ïåðåõî-
äÿò â òðèâèàëüíûå íóëè ôóíêöèè ζ̃(w).

Ïîäãèïîòåçû

Ïîäãèïîòåçû ïîçâîëÿþò íàì îòäåëèòüñÿ îò êðèòè÷åñêîé îêðóæíîñòè, íà
êîòîðîé ëåæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî íóëåé äçåòà ôóíêöèè.
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Ïî÷åìó âåðíà ïîäãèïîòåçà RH1?

Îïðåäåëèòåëè

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà

Ïîõîæå, ÷òî ãèïîòåçà Ðèìàíà íè÷åãî íå ãîâîðèò íàì ïðî ïîëîæåíèå
èíäèâèäóàëüíûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë.

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü ïîêàçàíû 24 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L1,24

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü ïîêàçàíû 48 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L1,48

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü ïîêàçàíû 96 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L1,96

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü ïîêàçàíû 192 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L1,192

(àíèìàöèÿ 1)

×òîáû óâèäåòü "òàéíóþ æèçíü" äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà, íàäî ïðîñìîò-
ðåòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö L1,1, L1,2, L1,3, . . . â áûñòðîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè. Â Acrobat ïîä Windows äëÿ ýòîãî íàäî íàõîäèòüñÿ â ðåæèì Full
Screen, âîéòè â êîòîðûé ìîæíî íàæàâ CTRL-L.

Ïðåäïîëîæåíèå

Òîëüêî òðèâèàëüíûå íóëè

Åñòåñòâåííî ïîñìîòðåòü, íàñêîëüêî ïîëó÷åííûå êàðòèíêè îïðåäåëÿþò-
ñÿ òðèâèàëüíûìè íóëÿìè, è êàêîâ âêëàä íåòðèâèàëüíûõ íóëåé. Ó ôóíê-
öèè ζ̃T(w) òå æå òðèâèàëüíûå íóëè, ÷òî è ó ζ̃(w), íî íåò íèêàêèõ äðóãèõ.
Äëÿ ýòîé ôóíêöèè ìîæíî ðàññìîòðåòü ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû L1,m(ζ̃T),
èìåþùèå àíàëîãè÷íîå ïîâåäåíèå ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ñîáñòâåííûõ ÷è-
ñåë.

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü ïîêàçàíû 24 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L1,24(ζ̃T)
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(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü ïîêàçàíû 48 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L1,48(ζ̃T)

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü ïîêàçàíû 96 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L1,96(ζ̃T)

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü ïîêàçàíû 192 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L1,192(ζ̃T)

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü íàïîìèíàåòñÿ, êàê âûãëÿäÿò 24 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû
L1,24

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü íàïîìèíàåòñÿ, êàê âûãëÿäÿò 48 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû
L1,48

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü íàïîìèíàåòñÿ, êàê âûãëÿäÿò 96 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû
L1,96

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü íàïîìèíàåòñÿ, êàê âûãëÿäÿò 192 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû
L1,192

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü äëÿ íàãëÿäíîãî ñðàâíåíèÿ îäíîâðåìåííî ïîêàçàíû 24 ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L1,24 (ãîëóáûå òî÷êè) è 24 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ

ìàòðèöû L1,24(ζ̃T) (÷åðíûå òî÷êè).

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü äëÿ íàãëÿäíîãî ñðàâíåíèÿ îäíîâðåìåííî ïîêàçàíû 48 ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L1,48 (ãîëóáûå òî÷êè) è 48 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ

ìàòðèöû L1,48(ζ̃T) (÷åðíûå òî÷êè).
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(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü äëÿ íàãëÿäíîãî ñðàâíåíèÿ îäíîâðåìåííî ïîêàçàíû 96 ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L1,96 (ãîëóáûå òî÷êè) è 96 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ

ìàòðèöû L1,96(ζ̃T) (÷åðíûå òî÷êè).

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü äëÿ íàãëÿäíîãî ñðàâíåíèÿ îäíîâðåìåííî ïîêàçàíû 192 ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L1,192 (ãîëóáûå òî÷êè) è 192 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ

ìàòðèöû L1,192(ζ̃T) (÷åðíûå òî÷êè).

Ïî÷åìó âåðíû ïîäãèïîòåçû RH2, RH3,. . . ?

Ðÿä Òåéëîðà íå ÷óâñòâóåò âòîðîé ïîëþñ, íî ìîæíî óáèòü ïåðâûå k − 1
íóëåé è ïðèìåíèòü òå æå ðàññìîòðåíèÿ ê ïîëó÷àþùåéñÿ ôóíêöèè. Áîëåå
èíòåðåñíûì, îäíàêî, ïðåäñòàâëÿåòñÿ äðóãîé ïîäõîä, ïðè êîòîðîì ïåðâûå
ðàññìàòðèâàþòñÿ �íà ðàâíûõ�.

Ïðèáëèæåíèÿ Pad�e

Èìåÿ k ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ â ÷èñëèòåëå è m ñâîáîäíûõ ïàðàìåò-
ðîâ â çíàìåíàòåëå, ìû ìîæåì àïïðîêñèìèðîâàòü ôóíêöèþ ñ òî÷íîñòüþ äî
O(wk+m+1).

Ïðèáëèæåíèÿ Pad�e � ñëó÷àé k = 1

Èç ðàññìîòðåííûõ âûøå ñâîéñòâ ðÿäà Òåéëîðà ñëåäóåò, ÷òî ïðèáëèæå-
íèÿ Pad�e ñ ëèíåéíûì ÷èñëèòåëåì �÷óâñòâóþò� ïåðâûé íóëü ôóíêöèè.

Ïðèáëèæåíèÿ Pad�e � cëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî k

Òåîðåìà de Montessue ãîâîðèò, ÷òî ïðèáëèæåíèÿ Pad�e ñ ìíîãî÷ëåíîì
k-îé ñòåïåíè â ÷èñëèòåëå �÷óâñòâóþò� ïåðâûå k íóëåé ôóíêöèè.

Ñëàáûå ïîäãèïîòåçû

Ìû áóäåì ñëåäèòü òîëüêî çà ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì ìíîãî÷ëåíà â
÷èñëèòåëå ïðèáëèæåíèÿ Pad�e. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû de Montessue ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ (â ïðåäåëå) âñåé ãèïîòåçû
Ðèìàíà.
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Íîâûå îïðåäåëèòåëè

Íîâûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü ïîêàçàíû 24 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L2,24

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü ïîêàçàíû 48 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L2,48

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü ïîêàçàíû 96 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L2,96

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü ïîêàçàíû 192 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L2,192

(àíèìàöèÿ 2)

×òîáû óâèäåòü "òàéíóþ æèçíü" äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà, íàäî ïðîñìîò-
ðåòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö L2,1, L2,2, L2,3, . . . â áûñòðîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè. Â Acrobat ïîä Windows äëÿ ýòîãî íàäî íàõîäèòüñÿ â ðåæèì Full
Screen, âîéòè â êîòîðûé ìîæíî íàæàâ CTRL-L.

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü ïîêàçàíû 24 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L3,24

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü ïîêàçàíû 48 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L3,48

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü ïîêàçàíû 96 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L3,96

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü ïîêàçàíû 192 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L3,192
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(àíèìàöèÿ 3)

×òîáû óâèäåòü "òàéíóþ æèçíü" äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà, íàäî ïðîñìîò-
ðåòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö L3,1, L3,2, L3,3, . . . â áûñòðîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè. Â Acrobat ïîä Windows äëÿ ýòîãî íàäî íàõîäèòüñÿ â ðåæèì Full
Screen, âîéòè â êîòîðûé ìîæíî íàæàâ CTRL-L.

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü ïîêàçàíû 24 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L4,24

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü ïîêàçàíû 48 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L4,48

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü ïîêàçàíû 96 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L4,96

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü ïîêàçàíû 192 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L4,192

(àíèìàöèÿ 4)

×òîáû óâèäåòü "òàéíóþ æèçíü" äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà, íàäî ïðîñìîò-
ðåòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö L4,1, L4,2, L4,3, . . . â áûñòðîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè. Â Acrobat ïîä Windows äëÿ ýòîãî íàäî íàõîäèòüñÿ â ðåæèì Full
Screen, âîéòè â êîòîðûé ìîæíî íàæàâ CTRL-L.

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü ïîêàçàíû 24 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L5,24

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü ïîêàçàíû 48 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L5,48

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü ïîêàçàíû 96 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L5,96

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü ïîêàçàíû 192 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L5,192
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(àíèìàöèÿ 5)

×òîáû óâèäåòü "òàéíóþ æèçíü" äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà, íàäî ïðîñìîò-
ðåòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö L5,1, L5,2, L5,3, . . . â áûñòðîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè. Â Acrobat ïîä Windows äëÿ ýòîãî íàäî íàõîäèòüñÿ â ðåæèì Full
Screen, âîéòè â êîòîðûé ìîæíî íàæàâ CTRL-L.

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü ïîêàçàíû 24 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L6,24

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü ïîêàçàíû 48 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L6,48

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü ïîêàçàíû 96 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L6,96

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü ïîêàçàíû 192 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L6,192

(àíèìàöèÿ 6)

×òîáû óâèäåòü "òàéíóþ æèçíü" äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà, íàäî ïðîñìîò-
ðåòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö L6,1, L6,2, L6,3, . . . â áûñòðîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè. Â Acrobat ïîä Windows äëÿ ýòîãî íàäî íàõîäèòüñÿ â ðåæèì Full
Screen, âîéòè â êîòîðûé ìîæíî íàæàâ CTRL-L.

Äëÿ ëþáîãî ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè ïðåäïîëîæåíèÿ î ñóùåñòâî-
âàíèè è ñâîéñòâàõ ïðåäåëüíûõ âåðîÿòíîñòåé λk, àíàëîãè÷íûõ ñäåëàííûì
âûøå ïðåäïîëîæåíèÿì î ïðåäåëüíîé âåðîÿòíîñòè λ1.

Íîâûå ìàòðèöû

Ìû ìîæåì ïåðåñòàâèòü ñòîëáöû òåïëèöåâîé ìàòðèöû Lk,m è ïîëó÷èòü
ãàíêåëåâó ìàòðèöó ñ òàêèì æå (ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå) çíà÷åíèåì îïðå-
äåëèòåëÿ. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòîé ìàòðèöû âñå áóäóò âåùåñòâåííûìè.
Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ïðè ðîñòå ÷àñòü ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñòðåìèòñÿ ê
áåñêîíå÷íîñòè, à ÷àñòü � ê íóëþ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå åñòåñòâåííî èçîáðàæàòü
íå ñàìè ñîáñòâåííûå ÷èñëà, à ëîãàðèôìû èõ àáñîëþòíûõ âåëè÷èí.

(àíèìàöèÿ 7)

×òîáû óâèäåòü "òàéíóþ æèçíü" äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà, íàäî ïðîñìîò-
ðåòü ëîãàðèôìû àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèè ìàòðèö M1,1,
M1,2, M1,3, . . . â áûñòðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Â Acrobat ïîä Windows äëÿ
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ýòîãî íàäî íàõîäèòüñÿ â ðåæèì Full Screen, âîéòè â êîòîðûé ìîæíî íàæàâ
CTRL-L.

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü îäíîâðåìåííî ïðåäñòàâëåíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö M1,1,
M1,2, M1,3, . . . , ñîáñòâåííîìó ÷èñëó µ ìàòðèöû M1,m ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà ñ
êîîðäèíàòàìè (x, y) = (ln(|µ|), cm).

(àíèìàöèÿ 8)

×òîáû óâèäåòü "òàéíóþ æèçíü" äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà, íàäî ïðîñìîò-
ðåòü ëîãàðèôìû àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèö M2,1,
M2,2, M2,3, . . . â áûñòðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Â Acrobat ïîä Windows äëÿ
ýòîãî íàäî íàõîäèòüñÿ â ðåæèì Full Screen, âîéòè â êîòîðûé ìîæíî íàæàâ
CTRL-L.

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü îäíîâðåìåííî ïðåäñòàâëåíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö M2,1,
M2,2, M2,3, . . . , ñîáñòâåííîìó ÷èñëó µ ìàòðèöû M2,m ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà ñ
êîîðäèíàòàìè (x, y) = (ln(|µ|), cm).

(àíèìàöèÿ 9)

×òîáû óâèäåòü "òàéíóþ æèçíü" äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà, íàäî ïðîñìîò-
ðåòü ëîãàðèôìû àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèö M3,1,
M3,2, M3,3, . . . â áûñòðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Â Acrobat ïîä Windows äëÿ
ýòîãî íàäî íàõîäèòüñÿ â ðåæèì Full Screen, âîéòè â êîòîðûé ìîæíî íàæàâ
CTRL-L.

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü îäíîâðåìåííî ïðåäñòàâëåíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö M3,1,
M3,2, M3,3, . . . , ñîáñòâåííîìó ÷èñëó µ ìàòðèöû M3,m ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà ñ
êîîðäèíàòàìè (x, y) = (ln(|µ|), cm).

(àíèìàöèÿ 10)

×òîáû óâèäåòü "òàéíóþ æèçíü" äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà, íàäî ïðîñìîò-
ðåòü ëîãàðèôìû àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèö M4,1,
M4,2, M4,3, . . . â áûñòðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Â Acrobat ïîä Windows äëÿ
ýòîãî íàäî íàõîäèòüñÿ â ðåæèì Full Screen, âîéòè â êîòîðûé ìîæíî íàæàâ
CTRL-L.
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(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü îäíîâðåìåííî ïðåäñòàâëåíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö M4,1,
M4,2,M4,3, . . . , ñîáñòâåííîìó ÷èñëó µ ìàòðèöû M4,m ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà ñ
êîîðäèíàòàìè (x, y) = (ln(|µ|), cm).

(àíèìàöèÿ 11)

×òîáû óâèäåòü "òàéíóþ æèçíü" äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà, íàäî ïðîñìîò-
ðåòü ëîãàðèôìû àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèö M5,1,
M5,2, M5,3, . . . â áûñòðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Â Acrobat ïîä Windows äëÿ
ýòîãî íàäî íàõîäèòüñÿ â ðåæèì Full Screen, âîéòè â êîòîðûé ìîæíî íàæàâ
CTRL-L.

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü îäíîâðåìåííî ïðåäñòàâëåíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö M5,1,
M5,2, M5,3, . . . , ñîáñòâåííîìó ÷èñëó µ ìàòðèöû M5,m ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà ñ
êîîðäèíàòàìè (x, y) = (ln(|µ|), cm).

(àíèìàöèÿ 12)

×òîáû óâèäåòü "òàéíóþ æèçíü" äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà, íàäî ïðîñìîò-
ðåòü ëîãàðèôìû àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèö M6,1,
M6,2, M6,3, . . . â áûñòðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Â Acrobat ïîä Windows äëÿ
ýòîãî íàäî íàõîäèòüñÿ â ðåæèì Full Screen, âîéòè â êîòîðûé ìîæíî íàæàâ
CTRL-L.

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü îäíîâðåìåííî ïðåäñòàâëåíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö M6,1,
M6,2, M6,3, . . . , ñîáñòâåííîìó ÷èñëó µ ìàòðèöû M6,m ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà ñ
êîîðäèíàòàìè (x, y) = (ln(|µ|), cm).

Ðàñïðåäåëåíèÿ

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü ïîêàçàíû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F1,32(x), F1,64(x), F1,128(x) è
F1,256(x).

Åñòåñòâåííûì êàæåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëüíîãî (ïðè
m→∞) ðàñïðåäåëåíèÿ F1(x).

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü ïîêàçàíû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F2,32(x), F2,64(x), F2,128(x) è
F2,256(x).
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Åñòåñòâåííûì êàæåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëüíîãî (ïðè
m→∞) ðàñïðåäåëåíèÿ F2(x).

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü ïîêàçàíû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F3,32(x), F3,64(x), F3,128(x) è
F3,256(x).

Åñòåñòâåííûì êàæåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëüíîãî (ïðè
m→∞) ðàñïðåäåëåíèÿ F3(x).

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü ïîêàçàíû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F4,32(x), F4,64(x), F4,128(x) è
F4,256(x).

Åñòåñòâåííûì êàæåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëüíîãî (ïðè
m→∞) ðàñïðåäåëåíèÿ F4(x).

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü ïîêàçàíû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F5,32(x), F5,64(x), F5,128(x) è
F5,256(x).

Åñòåñòâåííûì êàæåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëüíîãî (ïðè
m→∞) ðàñïðåäåëåíèÿ F5(x).

(áåç çàãîëîâêà)

Çäåñü ïîêàçàíû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F6,32(x), F6,64(x), F6,128(x) è
F6,256(x).

Åñòåñòâåííûì êàæåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëüíîãî (ïðè
m→∞) ðàñïðåäåëåíèÿ F6(x).

Ñðàâíåíèå âñåõ ïðèâåäåííûõ ãðàôèêîâ ïðèâîäèò ê î÷åíü íåîæèäàííîìó
ïðåäïîëîæåíèþ � ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íå çàâèñèò îò êîëè-

÷åñòâà ïðèíèìàåìûõ â ðàññìîòðåíèå íà÷àëüíûõ íóëåé: F1(x) = F2(x) =
F3(x) . . .
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