
×àñòü À: Ïàðîñî÷åòàíèÿ
1. Êâàäðàòíûé ëèñò áóìàãè ðàçáèò íà ñòî ìíîãîóãîëüíèêîâ îäèíàêîâîé ïëîùàäè ñ îäíîé ñòîðîíû è íà ñòî
äðóãèõ òîé æå ïëîùàäè ñ îáðàòíîé ñòîðîíû. Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò êâàäðàò ìîæíî ïðîòêíóòü ñòà èãîëêàìè òàê,
÷òî êàæäûé èç äâóõñîò ìíîãîóãîëüíèêîâ áóäåò ïðîòêíóò ïî ðàçó.
2∗. (Ïîëèãàìíûé âàðèàíò ëåììû î äåâóøêàõ). Êàæäîìó þíîøå íðàâèòñÿ íåñêîëüêî äåâóøåê, ïðè÷åì ëþáîìó
íàáîðó èç k þíîøåé â ñîâîêóïíîñòè íðàâèòñÿ íå ìåíåå, ÷åì km äåâóøåê. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîìó þíîøå ìîæíî
âûäåëèòü ãàðåì èç m íðàâèâøèõñÿ åìó äåâóøåê òàê, ÷òîáû ãàðåìû íå ïåðåñåêàëèñü.
3. Íà óëèöå Áîëòóíîâ æèâóò n þíîøåé è n äåâóøåê, ïðè÷åì êàæäûé þíîøà çíàêîì ðîâíî ñ k äåâóøêàìè, à
êàæäàÿ äåâóøêà - ðîâíî ñ k þíîøàìè. à) Äîêàæèòå, ÷òî âñå þíîøè è äåâóøêè ìîãóò îäíîâðåìåííî ãîâîðèòü
ñî ñâîèìè çíàêîìûìè ïî òåëåôîíó. á) Äîêàæèòå, ÷òî þíîøè è äåâóøêè ìîãóò çâîíèòü äðóã äðóãó ïî òåëåôîíó
òàê, ÷òîáû çà k ÷àñîâ êàæäûé ïîãîâîðèë ñ êàæäûì èç ñâîèõ çíàêîìûõ ïî ÷àñó.
4∗. Åñòü n þíîøåé è n äåâóøåê. Êàæäûé þíîøà çíàåò õîòÿ áû îäíó äåâóøêó. Òîãäà ìîæíî íåêîòîðûõ þíîøåé
ïîæåíèòü íà çíàêîìûõ äåâóøêàõ òàê, ÷òîáû æåíàòûå þíîøè íå çíàëè íåçàìóæíèõ äåâóøåê.
5. Èç øàõìàòíîé äîñêè âûðåçàëè 7 êëåòîê. Äîêàæèòå, ÷òî íà îñòàâøèåñÿ êëåòêè ìîæíî ïîñòàâèòü 8 íå
áüþùèõ äðóã äðóãà ëàäåé.
6∗. Â íåêîòîðûõ êëåòêàõ ïðÿìîóãîëüíîé òàáëèöû ñòîÿò çâåçäî÷êè, ïðè÷åì â êàæäîé ñòðîêå ñòîèò õîòÿ áû
îäíà çâåçäî÷êà. Èçâåñòíî, ÷òî ñòðîê â òàáëèöå áîëüøå, ÷åì ñòîëáöîâ. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ çâåçäî÷êà, â
ñòðîêå êîòîðîé ñòîèò ìåíüøå çâåçäî÷åê, ÷åì â ñòîëáöå.
7. Â ãðàôå âñå âåðøèíû ñòåïåíè 3. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî òàê ïîêðàñèòü ðåáðà â äâà öâåòà, ÷òî èç êàæäîé
âåðøèíû âûõîäÿò ðåáðà îáîèõ öâåòîâ.
8∗. Äàíû k ìàëü÷èêîâ è 2k−1 êîíôåòà. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî äàòü êàæäîìó ìàëü÷èêó ïî êîíôåòå òàê, ÷òîáû
ìàëü÷èêó, êîòîðîìó íå íðàâèòñÿ åãî êîíôåòà, íå íðàâèëèñü è êîíôåòû îñòàëüíûõ ìàëü÷èêîâ.
9. Â ãðàôå 2000 âåðøèí, ñòåïåíè âñåõ íå ìåíüøå 1000. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ãðàôå åñòü ñîâåðøåííîå ïàðî-
ñî÷åòàíèå.
10. Â øåðåíãó ñòîèò mn + 1 ÷åëîâåê. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ ëèáî m + 1 ÷åëîâåê, ñòîÿùèå ïî ðîñòó ñïðàâà
íàëåâî, ëèáî n + 1 ÷åëîâåê, ñòîÿùèå ïî ðîñòó ñëåâà íàïðàâî.
11. Äîêàæèòå, ÷òî â äåðåâå åñòü ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè óäàëåíèè ëþáîé
âåðøèíû â îñòàâøåìñÿ ãðàôå ðîâíî îäíà êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ñîñòîèò èç íå÷åòíîãî ÷èñëà âåðøèí.
12. Â ñâÿçíîì ãðàôå 100 âåðøèí è äëÿ ëþáûõ k ≤ 50 âåðøèí íàéäåòñÿ íå ìåíüøå, ÷åì 2k âåðøèí, ñîåäèíåííûõ
ñ îäíîé èõ ýòèõ k. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ãðàôå åñòü ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå.

×àñòü B: Ïðî÷èå ãðàôû
13. Â ñâÿçíîì ãðàôå ñòåïåíè âñåõ âåðøèí íå ìåíåå äâóõ. Äîêàæèòå, ÷òî â íåì ìîæíî óäàëèòü äâå ñîåäèíåííûå
ðåáðîì âåðøèíû áåç ïîòåðè ñâÿçíîñòè.
14. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáîãî äâóñâÿçíîãî ãðàôà, ñòåïåíè âñåõ âåðøèí êîòîðîãî áîëüøå äâóõ, ìîæíî óäàëèòü
âåðøèíó òàê, ÷òîáû ãðàô îñòàëñÿ äâóñâÿçíûì.
15. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} çàäàíà ðåêóððåíòíî: a1 = 1, an = nan−1 + 1. Äîêàæèòå, ÷òî â ïîëíîì ãðàôå ñ

an+1 âåðøèíîé, ðåáðà êîòîðîãî îêðàøåíû â n öâåòîâ, íàéäåòñÿ òðåóãîëüíèê ñ îäíîöâåòíûìè ñòîðîíàìè.
16. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ëþáûõ à) 6 ÷åëîâåê åñòü ëèáî 3 ïîïàðíî çíàêîìûõ, ëþáî 3 ïîïàðíî íåçíàêîìûõ; á)
10; â) 9 ÷åëîâåê åñòü ëèáî 3 ïîïàðíî çíàêîìûõ, ëèáî 4 ïîïàðíî íåçíàêîìûõ.
17. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáûõ 18 ÷åëîâåê åñòü ëèáî 4 ïîïàðíî çíàêîìûõ, ëèáî 4 ïîïàðíî íåçíàêîìûõ.

×àñòü C: Êîìáèíàòîðèêà
18. 30 ñòóäåíòîâ ñòîÿò â î÷åðåäè â ñòîëîâîé. Âðåìÿ îò âðåìåíè êàêîé-íèáóäü ñòóäåíò ïåðåïðûãèâàåò ÷å-
ðåç ñâîåãî ñîñåäà (ïåðåïðûãíóòü ñðàçó ÷åðåç äâóõ îáåññèëåâøèé îò ãîëîäà ñòóäåíò íå ìîæåò). Ìîãóò ëè îíè
âåðíóòüñÿ â èñõîäíîå ïîëîæåíèå ðîâíî çà 2007 ïðûæêîâ?
19. Íà êëåòêàõ òàáëèöû 4× 4, êðîìå ïðàâîé íèæíåé, ðàññòàâëåíû (ñëåâà íàïðàâî â ñòðî÷êàõ è ñâåðõó âíèç)
êâàäðàòèêè ñ íàïèñàííûìè íà íèõ ÷èñëàìè 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 15, 14. Ðàçðåøàåòñÿ ïåðåäâèíóòü
íà ñâîáîäíóþ êëåòêó êâàäðàòèê èç ëþáîé êëåòêè, ïðèìûêàþùåé ê íåé ïî ñòîðîíå. Ìîæíî ëè ñ ïîìîùüþ òàêèõ
îïåðàöèé ïîìåíÿòü ìåñòàìè ÷èñëà 14 è 15?
20. Ñèñòåìà îáðàçóþùèõ ãðóïïû Sn ñîñòîèò èç òðàíñïîçèöèé, äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ýòèõ òðàíñïîçèöèé íå
ìåíüøå, ÷åì n− 1.
21. (Òðàíñíåðàâåíñòâî) Èçâåñòíî, ÷òî x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn, y1 ≤ y2 ≤ · · · ≤ yn. Äîêàæèòå, ÷òî x1yn +

x2yn−1 + · · ·+ xny1 ≤ x1yσ(1) + x2yσ(2) + · · ·+ xnyσ(n) ≤ x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn, ãäå σ � ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë îò
1 äî n.
22. f0 = f1 = 1, fn+2 = fn + fn+1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ðàçëè÷íûõ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è, ñðåäè êîòîðûõ íåò
äâóõ ñ ñîñåäíèì íîìåðîì.
23. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå n ïîäðÿä èäóùèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà n!.
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24. à) p òî÷åê (p � ïðîñòîå ÷èñëî) ðàçáèâàþò îêðóæíîñòü íà p ðàâíûõ äóã. Ýòè òî÷êè îêðàøèâàþòñÿ â n
öâåòîâ. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ ðàñêðàñîê (ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûìè ìû ñ÷èòàåì ðàñêðàñ-
êè, íå ïåðåõîäÿùèå äðóã â äðóãà ïðè ïîâîðîòàõ îêðóæíîñòè)? á) Âûâåäèòå èç ðåçóëüòàòà ï.à) ìàëóþ òåîðåìó
Ôåðìà (äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a, íå äåëÿùèõñÿ íà p, ap−1 − 1

... p).
25. à) p òî÷åê (p � ïðîñòîå ÷èñëî) ðàçáèâàþò îêðóæíîñòü íà p ðàâíûõ äóã. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò îðèåíòèðîâàí-
íûõ çâåçä÷àòûõ p-óãîëüíèêîâ (ò.å. çàìêíóòûõ p-çâåííûõ ëîìàíûõ) ñ âåðøèíàìè â ýòèõ p òî÷êàõ? Ìû ñ÷èòàåì
äâà p-óãîëüíèêà ðàçëè÷íûìè, åñëè îíè îòëè÷àþòñÿ íàïðàâëåíèåì îáõîäà âåðøèí. á) Âûâåäèòå èç ðåçóëüòàòà
ï.à) òåîðåìó Âèëüñîíà: (p− 1)! + 1

... p.
26. à) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ëîìàííûõ, èäóùèõ èç òî÷êè (0, 0) â òî÷êó (2n, 0) øàãàìè (1, 1) è (1,−1)? á)
Ïîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ëîìàííûõ, èç (0, 0) â (2n, 0), ïåðåñåêàþùèõ ïðÿìóþ y = −1, ðàâíÿåòñÿ ÷èñëó ëîìàííûõ
èç (0, 0) â (2n,−2). â) Íàéäèòå ÷èñëî ëîìàííûõ èç (0, 0) â (2n, 0), íå îïóñêàþùèõñÿ â íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü.
27. à) Ïîñ÷èòàéòå ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàçáèòü n-óãîëüíèê íà òðåóãîëüíèêè, íå ïåðåñåêàþùèìèñÿ äèàãîíàëÿìè.
á) Ïîñ÷èòàéòå êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ñîåäèíåíèÿ 2n òî÷åê íà îêðóæíîñòè n íåïåðåñåêàþùèìèñÿ õîðäàìè.
28. à) Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé a1, a2, . . . , a2n, äëÿ êîòîðûõ ai = ±1, a1 ≥ 0, a1 + a2 ≥

0, . . . , a1 + a2 + · · · + a2n−1 ≥ 0, a1 + a2 + · · · + a2n = 0. á) Êàññèð, ó êîòîðîãî èçíà÷àëüíî íåò äåíåã ïðîäàåò
áèëåòû ïî 50 ðóáëåé. Î÷åðåäü ñîñòîèò èç 2n ÷åëîâåê, ó ïîëîâèíû èç êîòîðûõ åñòü êóïþðà â 100 ðóáëåé, à ó
ïîëîâèíû 50 ðóáëåé. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò î÷åðåäåé, ïðè êîòîðûõ êàññèð ñìîæåò äàòü âñåì ñäà÷è?
29. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ïëîñêèõ áèíàðíûõ äåðåâüâåâ ñ îäíèì êîðíåì è n ëèñòüÿìè ðàâíÿåòñÿ ÷èñëó Êàòàëàíà

cn−1.
30. Ðàçáèåíèå ÷èñëà n íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì, åñëè åãî äèàãðàìà Þíãà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî
äèàãîíàëè. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ñàìîñîïðÿæåííûõ ðàçáèåíèé ðàâíÿåòñÿ ÷èñëó ðàçáèåíèé ÷èñëà n íà ðàçëè÷íûå
íå÷åòíûå ñëàãàåìûå.

×àñòü D: Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè
31. Ïðîâåðüòå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé: à) sin2 s + cos2 s = 1; á) (1 + s)α(1 +

s)β = (1 + s)α+β ; â) exp(ln((1 − s)−1)) = (1 − s)−1; ã) ln(1 + s) = s − 1
2
s2 + 1

3
s3 − · · · + (−1)n+1

n
sn + . . . ; ä)

ln((1− s)α) = α ln(1− s).
32. Äîêàæèòå, ÷òî ñòåïåííûå ðÿäû a1s + a2s

2 + . . . , a1 6= 0 îáðàçóþò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè êîìïî-
çèöèè.
33. Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüñíîñòåé: à) 1, 2, 3, 4, 5, 6, . . . ; á) 1 · 2, 2 · 3, 3 · 4, . . . .
34. Ïóñòü A(s) = a0 + a1s + a2s

2 + . . . . Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé à) a0 + a1, a1 +

a2, a2 + a3, . . . ; á) a0, a0 + a1, a0 + a1 + a2, . . . ; â) a0, a1b, a2b
2, a3b

3, . . . ; ã) a0, a2, a4, a6, . . . .
35. à) Ïóñòü an � ýòî ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü èç n ýëåìåíòîâ íàáîð èç r ýëåìåíòîâ, ïðè÷åì ðàçðåøåíî áðàòü
1 ýëåìåíò íåñêîëüêî ðàç, à ïîðÿäîê íå âàæåí. Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
È íàéäèòå ôîðìóëó äëÿ an. á)À åñëè êàæäûé ýëåìåíò ðàçðåøàåòñÿ âêëþ÷àòü â íàáîð ëèøü ÷åòíîå ÷èñëî ðàç?
36. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n, â êîòîðûõ ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ òîëüêî íå÷åòíûå ÷àñòè, ðàâíî
÷èñëó ðàçáèåíèé n â êîòîðûõ íåò ÷àñòè, âñòðå÷àþùåéñÿ áîëåå ÷åì òðè ðàçà.
37. Áåðóòñÿ âñåâîçìîæíûå íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà èç ìíîæåñòâà ÷èñåë 1, 2, 3, ..., N . Äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæå-
ñòâà áåð¸òñÿ âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ ê ïðîèçâåäåíèþ âñåõ åãî ÷èñåë. Íàéòè ñóììó âñåõ òàêèõ îáðàòíûõ âåëè÷èí.
38. Âû÷èñëèòå ñóììû à)

Pn−1
k=0 2kxk; á)

Pn−1
k=0 k2k; â)

Pn−1
k=0 k22k.

39. Äëÿ êàæäîãî òð¸õçíà÷íîãî ÷èñëà áåð¸ì ïðîèçâåäåíèå åãî öèôð, à çàòåì ýòè ïðîèçâåäåíèÿ, âû÷èñëåííûå
äëÿ âñåõ òð¸õçíà÷íûõ ÷èñåë, ñêëàäûâàåì. Ñêîëüêî ïîëó÷èòñÿ?
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