
×àñòü E: Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè.
1. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè ðàññìàòðèâàþò ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè îò äâóõ ïåðåìåí-
íûõ. Íàéäèòå çàìêíóòûé âèä ïðîèçâîäÿùêé ôóíêöèè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ck
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2. Íàéäèòå ýêñïîíåíöèàëüíóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé: à) 1, 1, 1, 1, . . . ; á) 1,−1, 1,−1, 1,−1;
â) A(s) � ýêïîíåíöèàëüíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a0, a1, a2, . . . , êàêàÿ áóäåò ýêñïî-
íåíöèàëüíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1, a2, a3, . . . ?
3. Âû÷èñëèòå ýêñïîíåíöèàëüíóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé: à) an = qn; á) an = n; â)

an = n(n− 1); ã) an = n2

4. Âû÷èñëèòå ýêñïîíåíöèàëüíóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è.
5. a0 = 6, a1 = 4, an+2 =

an−3an+1
2

. Íàéäèòå ôîðìóëó äëÿ îáùåãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an.
6. Ôàíîì íàçûâàåòñÿ ãðàô, ñîñòîÿùèé èç âåðøèí {0, 1, 2 , . . . , n}, âåðøèíà 0 ñîåäèíåíà ðåáðîì ñî âñåìè
îñòàëüíûìè âåðøèíàìè, êðîìå òîãî âåðøèíà i ñîåäèíåíà ðåáðîì ñ âåðøèíîé i+1 äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ n−1. Ïóñòü
fn � ýòî êîëè÷åñòâî îñòîâíûõ äåðåâüåâ ôàíà. à) Äîêàæèòå, ÷òî fn = 2fn−1 + fn−2 + fn−3 + · · · + f1 + 1; á)
Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn; â) Íàéäèòå fn.
7. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàçáèòü äîñêó 3 × n íà äîìèíîøêè. Óêàçàíèå: íàéòè ðåêóððåíòíîå ñîîòíî-
øåíèå è ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ.
8. Ðåøèòå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå: g0 = 1, gn = gn−1 + 2gn−2 + 3gn−3 + · · ·+ ng0.

×àñòü F: Êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû (ñòàíäàðòíûå)
9. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n, â êîòîðîì íè îäíî èç ñëàãàåìûõ íå ïðåâîñõîäèò k, ðàâíî ÷èñëó
ðàçáèåíèé n + k íà k ñëàãàåìûõ.
10. Áåñïîðÿäêîì íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà, êîòîðàÿ íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê (∀iσ(i) 6= i). Ïóñòü πn � ýòî
÷èñëî áåñïîðÿäêîâ íà n ýëåìåíòàõ. Íàéäèòå ïðåäåë lim
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12. Äîêàæèòå, ÷òî à) ln((n− 1)!) <
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13. Äîêàæèòå, ÷òî 1
eα(1−α)n

2H(α)n < Cαn
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2H(α)n, ãäå H(α) = −α log α− (1− α) log(1− α), 0 < α < 1.

14. F1 = F2 = 1, Fn+2 = Fn+1 + Fn. à) Äîêàæèòå, ÷òî F1 + F2 + ... + Fn = Fn+2 − 1. á) Äîêàæèòå, ÷òî
ñóììà âîñüìè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì Ôèáîíà÷÷è. â) Äîêàæèòå òîæäåñòâî
C0

n−1 + C1
n−2 + C2

n−3 + · · · = Fn. ã) Äîêàæèòå òîæäåñòâî Fm+n = Fn−1Fm + FnFm+1.
×àñòü G: Êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû (èäåéíûå)

15. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî m ≥ 0 ìàòðèöà ÷èñåë Ñòèðëèíãà ïåðâîãî ðîäà [s(n, k)]0≤n,k≤m åñòü îáðàòíàÿ
ìàòðèöà äëÿ ìàòðèöû ÷èñåë Ñòèðëèíðà âòîðîãî ðîäà [S(n, k)]0≤n,k≤m.
16. Ïîìå÷åííîå äåðåâî - ýòî äåðåâî, âåðøèíû êîòîðîãî ïðîíóìåðîâàíû. Êàæäîìó ïîìå÷åííîìó äåðåâó ìîæíî
ñîïîñòàâèòü êîä Ïðþôåðà: âûáèðàåì ëèñò ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì, çàïèñûâàåì íîìåð âåðøèíû, ê êîòîðîé ýòîò
ëèñò ïðèêðåïëåí, óäàëÿåì ëèñò è ò.ä. ïîêà íå îñòàíåòñÿ îäíà âåðøèíà (ñ êàêèì íîìåðîì?). à) Äîêàæèòå, ÷òî ïî
êîäó Ïðþôåðà ïîìå÷åííîå äåðåâî îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ. á) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ
èç n âåðøèí?
17∗. Â ïîëíîì n-âåðøèííîì ãðàôå êðàñÿò ðåáðà òàê, ÷òî ëþáûå äâà ðåáðà ñ îáùåé âåðøèíîé îêðàøèâàëèñü
ðàçëè÷íûìè öâåòàìè. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî öâåòîâ íóæíî äëÿ òàêîé ðàñêðàñêè?
18. Ïî êàíàëó ñâÿçè òðåáóåòñÿ ïåðåäàòü èíôîðìàöèþ, ñîñòîÿùóþ èç 10 áèòîâ. Èçâåñòíî, ÷òî ìàêñèìóì îäèí
èç ïåðåäàâàåìûõ áèòîâ èñêàçèòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî íåâîçìîæíî ïðèäóìàòü íàäåæíóþ ñõåìó, êîòîðàÿ òðåáîâàëà
áû ïåðåäà÷è âñåãî 13 áèòîâ. À êàê îáîéòèñü 14 áèòàìè?
19. Íà ìíîæåñòâå {0, 1}n ââåäåíû îïåðàöèè + (ïîêîîðäèíàòíî) è ∗ òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëàñü ñòðóêòóðà ïîëÿ.
Äëÿ x ∈ {0, 1}n îáîçíà÷èì çà (x)≤m âåêòîð, ïîëó÷àþùèéñÿ èç ïåðâûõ m êîîðäèíàò x (1 ≤ m ≤ n). Äîêàæèòå,
÷òî äëÿ êàæäîãî c ∈ {0, 1}n, c 6= 0 îòîáðàæåíèå x 7→ (c ∗ x)≤m ïðèíèìàåò êàæäîå çíà÷åíèå èç {0, 1}m ïî 2n−m

ðàç.
20. Ïóñòü n ≥ 2, H(V, E) � n-îäíîðîäíûé ãèïåðãðàô ñ ÷èñëîì ðåáåð, ðàâíûì |E| = 4n−1. Ïîêàæèòå, ÷òî
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ðàñêðàñêà ìíîæåñòâà âåðøèí V â 4 öâåòà, ÷òî íè îäíî ðåáðî íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêèì.
21. Â ãðàôå n âåðøèí è m ðåáåð. Äîêàæèòå, ÷òî èç ýòîãî ãðàôà ìîæíî óäàëèòü íå áîëåå, ÷åì m

k
ðåáåð òàê,

÷òîáû âåðøèíû ïîëó÷èâøåãîñÿ ãðàôà ìîæíî áûëî áû ïðàâèëüíûì îáðàçîì ïîêðàñèòü â k öâåòîâ.
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