
Çàäàíèå 10 (íà 18.11)

CS 73. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ïëîñêèõ áèíàðíûõ äåðåâüâåâ ñ îäíèì êîðíåì (êîðåíü � ýòî âåðøèíà ñòåïåíè 1) è n
ëèñòüÿìè ðàâíÿåòñÿ ÷èñëó Êàòàëàíà cn−1.

CS 74. Áåðóòñÿ âñåâîçìîæíûå íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà íå÷åòíîé ìîùíîñòè èç ìíîæåñòâà ÷èñåë 1, 2, 3, . . . , N . Äëÿ
êàæäîãî òàêîãî ïîäìíîæåñòâà íå÷åòíîé ìîùíîñòè áåð¸òñÿ âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ ê ïðîèçâåäåíèþ âñåõ åãî ÷èñåë. Íàéòè
ñóììó âñåõ òàêèõ îáðàòíûõ âåëè÷èí.

CS 75. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n, â êîòîðûõ ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ òîëüêî íå÷åòíûå ÷àñòè, ðàâíî ÷èñëó
ðàçáèåíèé n â êîòîðûõ íåò ÷àñòè, âñòðå÷àþùåéñÿ áîëåå ÷åì òðè ðàçà.

CS 76. Ôàíîì íàçûâàåòñÿ ãðàô, ñîñòîÿùèé èç âåðøèí {0, 1, 2 , . . . , n}, âåðøèíà 0 ñîåäèíåíà ðåáðîì ñî âñåìè îñòàëü-
íûìè âåðøèíàìè, êðîìå òîãî âåðøèíà i ñîåäèíåíà ðåáðîì ñ âåðøèíîé i + 1 äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ n − 1. Ïóñòü fn � ýòî
êîëè÷åñòâî îñòîâíûõ äåðåâüåâ ôàíà. à) Äîêàæèòå, ÷òî fn = 2fn−1+fn−2+fn−3+· · ·+f1+1; á) Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùóþ
ôóíêöèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn; â) Íàéäèòå fn.

CS 77. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàçáèòü äîñêó 3×n íà äîìèíîøêè. Óêàçàíèå: íàéòè ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå
è ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ.

CS 78. Ðåøèòå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå: g0 = 1, gn = gn−1 + 2gn−2 + 3gn−3 + · · ·+ ng0.
Îïðåäåëåíèå. Ýêñïîíåíöèàëüíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a0, a1, a2, . . . íàçûâàåòñÿ ðÿä
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CS 79. Íàéäèòå ýêñïîíåíöèàëüíóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé: à) 1, 1, 1, 1, . . . ; á) 1,−1, 1,−1, 1,−1;
â) A(s) � ýêïîíåíöèàëüíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a0, a1, a2, . . . , êàêàÿ áóäåò ýêñïîíåíöè-
àëüíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1, a2, a3, . . . ? Âû÷èñëèòå ýêñïîíåíöèàëüíóþ ïðîèçâîäÿùóþ
ôóíêöèþ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé: ã) an = qn; ä) an = n; å) an = n(n− 1); æ) an = n2

CS 80. Âû÷èñëèòå ýêñïîíåíöèàëüíóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è.

CS22. Â ñèëüíî ñâÿçíîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå (ñèëüíî ñâÿçíûé ãðàô, çíà÷èò èç ëþáîé âåðøèíû ìîæíî äîáðàòüñÿ
äî ëþáîé äðóãîé) ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåðøèíàìè ñóùåñòâóåò ìàêñèìóì îäíî ðåáðî, êðîìå òîãî èç ëþáîé âåðøèíû
âûõîäèò ïî êðàéíå ìåðå äâà ðåáðà. Äîêàæèòå, ÷òî â òàêîì ãðàôå ìîæíî óäàëèòü âåðøèíó áåç ïîòåðè ñèëüíîé
ñâÿçíîñòè.
CS44. Â ñâÿçíîì ãðàôå 100 âåðøèí è äëÿ ëþáûõ k ≤ 50 âåðøèí íàéäåòñÿ íå ìåíüøå, ÷åì 2k âåðøèí, ñîåäèíåííûõ
ñ îäíîé èõ ýòèõ k. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ãðàôå åñòü ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå.

CS45. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáîãî äâóñâÿçíîãî ãðàôà, ñòåïåíè âñåõ âåðøèí êîòîðîãî áîëüøå äâóõ, ìîæíî óäàëèòü
âåðøèíó òàê, ÷òîáû ãðàô îñòàëñÿ äâóñâÿçíûì.

CS72. Òàáëèöåé èíâåðñèé ïåðåñòàíîâêè σ ∈ Sn íàçûâàåòñÿ êîðòåæ ÷èñåë τ(1), τ(2), . . . , τ(n), ãäå τ(i)� ýòî êîëè÷åñòâî
÷èñåë j < i, ÷òî σ(j) > σ(i). à) Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáîé êîðòåæ (t1, t2, . . . , tn), â êîòîðîì 0 ≤ ti ≤ i− 1 ÿâëÿåòñÿ òàáëèöåé
èíâåðñèè êàêîé-òî ïåðåñòàíîâêè. á) Ïîêàæèòå, ÷òî êàæäîå ÷èñëî îò 0 äî n!−1 åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå a00! + a11! + a22! + · · ·+ an−1(n− 1)!, ãäå 0 ≤ ai ≤ i.


