
Çàäàíèå 7. (Íà 29.10.09)

CS 49. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ãðóïïà Sn ïîðîæäåíà íåñêîëüêèìè òðàíñïîçèöèÿìè, òî èõ êîëè÷åñòâî íå ìåíåå n− 1.
CS 50. 30 ñòóäåíòîâ ñòîÿò â î÷åðåäè â ñòîëîâîé. Âðåìÿ îò âðåìåíè êàêîé-íèáóäü ñòóäåíò ïåðåïðûãèâàåò ÷åðåç ñâîåãî
ñîñåäà (ïåðåïðûãíóòü ñðàçó ÷åðåç äâóõ îáåññèëåâøèé îò ãîëîäà ñòóäåíò íå ìîæåò). Ìîãóò ëè îíè âåðíóòüñÿ â èñõîäíîå
ïîëîæåíèå ðîâíî çà 2007 ïðûæêîâ?

CS 51. Íà êëåòêàõ òàáëèöû 4 × 4, êðîìå ïðàâîé íèæíåé, ðàññòàâëåíû (ñëåâà íàïðàâî â ñòðî÷êàõ è ñâåðõó âíèç)
êâàäðàòèêè ñ íàïèñàííûìè íà íèõ ÷èñëàìè 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 15, 14. Ðàçðåøàåòñÿ ïåðåäâèíóòü íà
ñâîáîäíóþ êëåòêó êâàäðàòèê èç ëþáîé êëåòêè, ïðèìûêàþùåé ê íåé ïî ñòîðîíå. Ìîæíî ëè ñ ïîìîùüþ òàêèõ îïåðàöèé
ïîìåíÿòü ìåñòàìè ÷èñëà 14 è 15?
CS 52. (Òðàíñíåðàâåíñòâî) Èçâåñòíî, ÷òî x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn, y1 ≤ y2 ≤ · · · ≤ yn. Äîêàæèòå, ÷òî x1yn + x2yn−1 +
· · ·+ xny1 ≤ x1yσ(1) + x2yσ(2) + · · ·+ xnyσ(n) ≤ x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn, ãäå σ � ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë îò 1 äî n.

CS 53. (Õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ãðàôà). Ïóñòü χG(t) - ýòî êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ïðàâèëüíî ïîêðàñèòü âåðøè-
íû ãðàôà â t öâåòîâ. (Ðàñêðàñêà íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè ëþáûå äâå âåðøèíû, ñîåäèíåííûå ðåáðîì, ïîêðàøåíû
â ðàçíûå öâåòà.)

à) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ãðàô G � ýòî ãðàô ñ n âåðøèíàìè è áåç ðåáåð, òî χG(t) = tn.
á) ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ãðàô G � ýòî äåðåâî íà n âåðøèíàõ, òî χG(t) = t(t− 1)n−1.
â) ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ãðàô G - ýòî ïîëíûé ãðàô íà n âåðøèíàõ, òî χG(t) = t(t− 1)(t− 2) . . . (t− n + 1).
Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò èäåÿ, ÷òî χG(t) - ýòî êàêîé-òî ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííîé t. Äàëåå ïðèâîäèòñÿ ñïîñîá, ïîçâî-

ëÿþùèé îäíîâðåìåííî è äîêàçàòü ýòîò ôàêò, è âû÷èñëèòü ñàì ìíîãî÷ëåí.
ã) Ïóñòü â ãðàôå G âåðøèíû a, b íå ñîåäèíåíû ðåáðîì. Ïîêàæèòå. ÷òî ÷èñëî ñïîñîáîâ ïðàâèëüíî ðàñêðàñèòü

âåðøèíû ãðàôà G â t öâåòîâ ðàâíî êîëè÷åñòâó ñïîñîáîâ ïðàâèëüíî ðàñêðàñèòü âåðøèíû ýòîãî ãðàôà â t öâåòîâ òàê,
÷òî âåðøèíû a, b ðàçíîãî öâåòà, ïëþñ êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ïðàâèëüíî ïîêðàñèòü âåðøèíû ãðàôà â t öâåòîâ òàê, ÷òîáû
âåðøèíû A,B áûëè îäíîãî öâåòà.

ä) Ïóñòü â ãðàôå G åñòü íåêîòîðîå ðåáðî e. Îáîçíà÷èì çà G−e ãðàô, ïîëó÷åííûé èç G âûêèäûâàíèåì ðåáðà e, à çà
G/e - ãðàô, ïîëó÷åííûé èç G ñòÿãèâàíèåì ðåáðà e, ò.å. âûêèäûâàíèåì ðåáðà e è ñêëåèâàíèåì åãî êîíöîâ. Íàïðèìåð,
åñëè â öèêëå ñòÿíóòü îäíî ðåáðî, òî ïîëó÷èòñÿ öèêë, äëèíû íà 1 ìåíüøåé.

Äîêàæèòå, ÷òî χG−e(t) = χG(t) + χG/e(t).
å) Äîêàæèòå, ÷òî χG(t) åñòü ìíîãî÷ëåí îò t (ðàçóìååòñÿ, äëÿ ðàçíûõ ãðàôîâ îí, îáû÷íî, ðàçíûé.)

CS 54. Ïóñòü â ãðàôå G ñîäåðæèòñÿ n âåðøèí, m ðåáåð è k êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè G1, G2 . . . Gk, òîãäà à) Ñòàðøèé
êîýôôèöèåíò χG(t) ðàâåí 1.

á) Êîýôôèöèåíò ïðè tn−1 ðàâåí −m.
â) Êîýôôèöèíòû ïðè t0, t1, . . . , tk−1 âñå íóëè.
ã) Êîýôôèöèåíò ïðè tk îòëè÷åí îò íóëÿ.
ä) χG(t) = χG1(t)χG2(t) . . . χGk

(t).
å) Äîêàæèòå, ÷òî çíàêè êîýôôèöèåíòîâ õðîìàòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ÷åðåäóþòñÿ.
æ) Äîêàæèòå, ÷òî ãðàô ñ n âåðøèíàìè ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí

ðàâåí t(t− 1)n−1.

CS22. Â ñèëüíî ñâÿçíîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå (ñèëüíî ñâÿçíûé ãðàô, çíà÷èò èç ëþáîé âåðøèíû ìîæíî äîáðàòüñÿ
äî ëþáîé äðóãîé) ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåðøèíàìè ñóùåñòâóåò ìàêñèìóì îäíî ðåáðî, êðîìå òîãî èç ëþáîé âåðøèíû
âûõîäèò ïî êðàéíå ìåðå äâà ðåáðà. Äîêàæèòå, ÷òî â òàêîì ãðàôå ìîæíî óäàëèòü âåðøèíó áåç ïîòåðè ñèëüíîé
ñâÿçíîñòè.
CS40. Â íåêîòîðîì ïîñåëêå 1000 æèòåëåé. Åæåäíåâíî êàæäûé èç íèõ äåëèòñÿ óçíàííûìè â÷åðà íîâîñòÿìè ñî âñåìè
ñâîèìè çíàêîìûìè Èçâåñòíî, ÷òî ëþáàÿ íîâîñòü ñòàíîâèòñÿ èçâåñòíîé âñåì æèòåëÿì ïîñåëêà. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî
âûáðàòü 90 æèòåëåé òàê, ÷òî åñëè îäíîâðåìåííî âñåì èì ñîîáùèòü íîâîñòü, òî ÷åðåç 10 äíåé îíà ñòàíåò èçâåñòíîé
âñåì æèòåëÿì ïîñåëêà.
CS44. Â ñâÿçíîì ãðàôå 100 âåðøèí è äëÿ ëþáûõ k ≤ 50 âåðøèí íàéäåòñÿ íå ìåíüøå, ÷åì 2k âåðøèí, ñîåäèíåííûõ
ñ îäíîé èõ ýòèõ k. Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ãðàôå åñòü ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå.

CS45. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáîãî äâóñâÿçíîãî ãðàôà, ñòåïåíè âñåõ âåðøèí êîòîðîãî áîëüøå äâóõ, ìîæíî óäàëèòü
âåðøèíó òàê, ÷òîáû ãðàô îñòàëñÿ äâóñâÿçíûì.

CS47 â) Äîêàæèòå, ÷òî 1
eα(1−α)n2 2H(α)n < Cαn

n < n
e 2H(α)n, ãäå H(α) = −α log α− (1− α) log(1− α), 0 < α < 1.


