
Çàäàíèå 5
Îïðåäåëåíèå. Σ0 = Π0 � ìíîæåñòâî ðàçðåøèìûõ ïðåäèêàòîâ íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Σk+1 � ýòî ìíîæåñòâî ïðåäèêàòîâ, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ∃yP (x, y), ãäå P ∈ Πk, à ïðåäèêàòû
èç Πk+1 ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ∀yP (x, y), ãäå P ∈ Σk. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Σk (è Πk) íàçûâàåòñÿ
àðèôìåòè÷åñêîé èåðàðõèåé.

ML 29. à) Ïîêàæèòå, ÷òî Σ1 � ýòî ìíîæåñòâî ïåðè÷èñëèìûõ ïðåäèêàòîâ, à Π1 � êîïåðå÷èñëèìûõ.
á) Ïîêàæèòå, ÷òî Q ∈ Σk òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Q ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå: Q(x) =

∃y1∀y2∃y3 . . . P (x, y1, y2, . . . , yn), ãäå P � ðàçðåøèìûé ïðåäèêàò. (ñîîòâåòñòâåííî Q ∈ Πk ⇐⇒ Q(x) =
∀y1∃y2∀y3 . . . P (x, y1, y2, . . . , yn)).

â) Ïîêàæèòå, ÷òî Σk ∪Πk ⊆ Σk+1 ∩Πk+1.
ã) Ïîêàæèòå, ÷òî êàæäûé àðèôìåòè÷íûé ïðåäèêàò ñîäåðæèòñÿ â Σk äëÿ íåêîòîðîãî k.
ä) Ïîêàæèòå, ÷òî âñå ïðåäèêàòû èç Σk ÿâëÿþòñÿ àðèôìåòè÷íûìè.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî A m-ñâîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó B, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ âñþäó
îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ f , ÷òî x ∈ A ⇐⇒ f(x) ∈ B. Îáîçíà÷åíèå: A ≤m B.

ML 30. à) A≤mB, B � ðàçðåøèìî, äîêàæèòå, ÷òî A � ðàçðåøèìî.
á) A≤mB, B � ïåðå÷èñëèìî, äîêàæèòå, ÷òî A � ïåðå÷èñëèìî.
â) Äîêàæèòå, ÷òî A≤mB ⇐⇒ N \A ≤m N \B.
ã) A≤mB, B ∈ Σk äîêàæèòå, ÷òî A ∈ Σk.

ML 31. à) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîå ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî. Ò.å. òàêîå ïåðå÷èñëè-
ìîå ìíîæåñòâî ïàð U , ÷òî äëÿ ëþáîãî ïåðå÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà A íàéäåòñÿ ýëåìåíò a, ÷òî A = {x |
(a, x) ∈ U}.

á) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ k ≥ 1 ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî â Σk è Πk.
â) Äîêàæèòå, ÷òî óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî äëÿ Σk íå ñîäåðæèòñÿ â Πk.
ã) Äîêàæèòå, ÷òî Σk ( Σk+1.

ML 32. Ïóñòü T � ýòî ìíîæåñòâî íîìåðîâ çàìêíóòûõ ôîðìóë â ñèãíàòóðå {+,×,=}, êîòîðûå èñ-
òèííû â åñòåñòâåííîé èíòåðïðåòàöèè íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî P ∈ Σk âûïîëíÿåòñÿ P ≤m T .
á) (Òåîðåìà Òàðñêîãî) Äîêàæèòå, ÷òî T íå ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷íûì.
â) (Òåîðåìà Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå) Ïîêàæèòå, ÷òî T íå ÿâëÿåòñÿ ïåðå÷èñëèìûì.

ML 33. Ñóùåñòâóåò ëè óíèâåðñàëüíîå ðàçðåøèìîå ìíîæåñòâî?

ML 20. Äîêàæèòå, ÷òî k-ëåíòî÷íóþ ìàøèíó Òüþðèíãà, êîòîðàÿ ðàáîòàåò âðåìÿ f(n) ìîæíî ñìîäå-
ëèðîâàòü 2-ëåíòî÷íîé çà âðåìÿ f(n) log f(n).
ML 21. Äîêàæèòå, ÷òî íåò àëãîðèòìà, êîòîðûé áû ïðîâåðèë, âåðíî ëè, ÷òî äàííàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà
ðàáîòàåò âðåìÿ 100n2 + 200.


