
Çàäà÷è äëÿ ïåðâîé àòòåñòàöèè
CS 1. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì ãðàôå ÷èñëî âåðøèí íå÷åòíîé ñòåïåíè ÷åòíî.
CS 2. Âåðøèíû ñâÿçíîãî ãðàôà ïîêðàøåíû â ÷åðíûé è áåëûé öâåòà. Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëî ÷åðíûõ âåðøèí ÷åòíî. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî
â ýòîì ãðàôå âûêèíóòü íåñêîëüêî ðåáåð òàê, ÷òîáû â ïîëó÷èâøåìñÿ ãðàôå âñå ÷åðíûå âåðøèíû èìåëè áû íå÷åòíóþ ñòåïåíü, à âñå áåëûå
âåðøèíû èìåëè áû ÷åòíóþ ñòåïåíü.
CS 3. Èìååòñÿ ñåòêà â âèäå êâàäðàòà n × n. Ðàçðåæàåòñÿ ðàçðåçàòü ëþáîå ðåáðî ñåòêè. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ðàçðåçîâ ìîæíî
ñäåëàòü òàê, ÷òîáû ñåòêà âñå åùå íå ðàçâàëèëàñü íà äâå ÷àñòè?
CS 4. Äîêàæèòå, ÷òî èç ïðîèçâîëüíîãî ñâÿçíîãî ãðàôà ìîæíî âûêèíóòü âåðøèíó è âñå âûõîäÿùèå èç íåå ðåáðà òàê, ÷òîáû îñòàâøèéñÿ
ãðàô áûë ñâÿçíûì.
CS 5. Â ñâÿçíîì ãðàôå íà êàæäîì ðåáðå íàïèñàëè ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Âåñîì îñòâíîãî äåðåâà ìû íàçûâàåì ñóììó ÷èñåë íà ðåáðàõ,
âõîäÿùèõ â íåãî. à) Äîêàæèòå, ÷òî ìèíèìàëüíîå ïî âåñó îñòîâíîå äåðåâî ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíî ðåáðî ìèíèìàëüíîãî âåñà. á) Äîêàæèòå,
÷òî êàæäîå ìèíèìàëüíîå ðåáðî ñîäåðæèòñÿ õîòÿ áû â îäíîì èç îñòîâíûõ äåðåâüåâ ìèíèìàëüíîãî âåñà. â) Äîêàæèòå, ÷òî îñòîâíîå äåðåâî,
íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì ñóììû íàïèñàííûõ ÷èñåë ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç îñòîâíûõ äåðåâüåâ, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì
ñóììû êâàäðàòîâ íàïèñàííûõ ÷èñåë.
CS 6. Â ñâÿçíîì ãðàôå ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ðàâíÿþòñÿ 10. Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò ãðàô îñòàíåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè èç íåãî óäàëèòü ëþáîå
ðåáðî.
CS 7. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì ãðàôå åñòü äâå âåðøèíû îäèíàêîâîé ñòåïåíè.
CS 8∗. Â ñâÿçíîì ãðàôå åñòü îñòîâíîå äåðåâî, â êîòîðîì k âèñÿ÷èõ âåðøèí è åñòü îñòîâíîå äåðåâî, â êîòîðîì m âèñÿ÷èõ âåðøèí.
Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ` ìåæäó k è m â ýòîì ãðàôå íàéäåòñÿ îñòîâíîå äåðåâî, â êîòîðîì ` âèñÿ÷èõ âåðøèí.
CS 9. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âåðøèíû íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà èìåþò ñòåïåíü íå áîëüøå, ÷åì k, òî åãî âåðøèíû ìîæíî ïîêðàñèòü â

k + 1 öâåò òàê, ÷òîáû êîíöû ëþáîãî ðåáðà áûëè ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà.
CS 10. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âåðøèíû ãðàôà èìåþò ñòåïåíü íå áîëüøå, ÷åì k, òî åãî âåðøèíû ìîæíî ïîêðàñèòü â [k/2] + 1 öâåò òàê,
÷òîáû äëÿ êàæäîé âåðøèíû íå áîëåå îäíîãî ðåáðà èñõîäèëî â âåðøèíû òîãî æå öâåòà ([x] îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà x).
CS 11. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå n âåðøèí è n− k ðåáåð, òî â íåì êàê ìèíèìóì k êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.
CS 12. Â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå 2n âåðøèí íåò öèêëîâ äëèíû 3. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ðåáåð â íåì íå ïðåâîñõîäèò n2, ïðè÷åì îöåíêà

n2 äîñòèãàåòñÿ.
CS 13. Ñóùåñòâóåò ëè ïëîñêèé ãðàô, â êîòîðîì ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ðàâíÿþòñÿ 5?
CS 14. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì ïëîñêîì ãðàôå åñòü âåðøèíà ñòåïåíè íå áîëåå 5.
CS 15. Â ñâÿçíîì ãðàôå ñòåïåíè âñåõ âåðøèí íå ìåíåå äâóõ. Äîêàæèòå, ÷òî â íåì ìîæíî óäàëèòü äâå ñîåäèíåííûå ðåáðîì âåðøèíû áåç
ïîòåðè ñâÿçíîñòè.
CS 16. Äîêàæèòå, ÷òî âåðøèíû ïëîñêîãî ãðàôà ìîæíî ïðàâèëüíûì îáðàçîì ðàñêðàñèòü â 5 öâåòîâ (òàê, ÷òîáû ðåáðà ñîåäèíÿëè âåðøèíû
ðàçíûõ öâåòîâ).
CS 17. Äàíî èçîáðàæåíèå ïëîñêîãî Ýéëåðîâà ãðàôà (ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ÷åòíû). Äîêàæèòå, ÷òî ãðàíè ýòîãî èçîáðàæåíèÿ ìîæíî
ðàñêðàñèòü â äâà öâåòà â øàõìàòíîì ïîðÿäêå (òàê, ÷òîáû ñîñåäíèå ïî ðåáðó ãðàíè áûëè áû ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà).
CS 18. Â ñèëüíî ñâÿçíîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå (èç êàæäîé âåðøèíû ìîæíî äîáðàòüñÿ â êàæäóþ) ó êàæäîé âåðøèíû âõîäÿùàÿ ñòåïåíü
ðàâíà èñõîäÿùåé. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñâòóåò öèêë, ïðîõîäÿùèé ïî êàæäîìó ðåáðó ðîâíî 1 ðàç.
CS 19. à) Ïîñ÷èòàéòå ñóììó C1
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CS 20. Äàí íàáîð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1, a2, . . . , an (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ). Ïóñòü bk - êîëè÷åñòâî ÷èñåë â ýòîì íàáîðå, íå ìåíüøèõ
k. Äîêàæèòå, ÷òî P
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CS 21. Â êëàññå ïîðîâíó ìàëü÷èêîâ è äåâî÷åê. Êàæäûé ìàëü÷èê äðóæèò ñ ÷åòíûì êîëè÷åñòâîì äåâî÷åê; Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûáðàòü
ãðóïïó èç íåñêîëüêèõ ìàëü÷èêîâ òàê, ÷òîáû ñ êàæäîé äåâî÷êîé äðóæèëî ÷åòíîå ÷èñëî ìàëü÷èêîâ èç ýòîé ãðóïïû.
CS 22. Â ñèëüíî ñâÿçíîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå (ñèëüíî ñâÿçíûé ãðàô, çíà÷èò èç ëþáîé âåðøèíû ìîæíî äîáðàòüñÿ äî ëþáîé äðóãîé)
ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåðøèíàìè ñóùåñòâóåò ìàêñèìóì îäíî ðåáðî, êðîìå òîãî èç ëþáîé âåðøèíû âûõîäèò ïî êðàéíå ìåðå äâà ðåáðà.
Äîêàæèòå, ÷òî â òàêîì ãðàôå ìîæíî óäàëèòü âåðøèíó áåç ïîòåðè ñèëüíîé ñâÿçíîñòè.
CS 23. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðîñòîé ñâÿçíûé ãðàô G èìååò ðîâíî äâå âåðøèíû ïðè óäàëåíèè êîòîðûõ, ãðàô íå òåðÿåò ñâÿçíîñòü, òî G
� ýòî ïóòü.
CS 24. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáîãî ãðàôà ìîæíî âûêèíóòü íå áîëåå ïîëîâèíû ðåáåð òàê, ÷òîáû îí ïðåâðàòèëñÿ â äâóäîëüíûé.
CS 25. Àâòîáóñíûå áèëåòû èìåþò 6-çíà÷íûå íîìåðà (íîìåðà ìîãóò íà÷èíàòüñÿ ñ íóëÿ). Áèëåò íàçûâàåòñÿ ñ÷àñòëèâûì, åñëè ñóììû
ïåðâûõ 3-õ öèôð åãî íîìåðà ðàâíÿåòñÿ ñóììå ïîñëåäíèõ öèôð åãî íîìåðà. Êàêèõ áèëåòîâ áîëüøå ñ÷àñòëèâûõ èëè áèëåòîâ ñ ñóììîé öèôð
27?
CS 26. (x1, x2, ..., x2n) - ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë îò 1 äî 2n. Íàçîâåì ïåðåñòàíîâêó óäîáíîé åñëè êàêèå-òî äâà ñîñåäíèõ ÷èñëà â íåé ðàçëè÷àþòñÿ
ðîâíî íà n. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè âñåõ ïåðåñòàíîâîê óäîáíûõ áîëüøå ïîëîâèíû.
CS 27. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ïðåäñòàâèòü ÷èñëî N â âèäå íå áîëåå, ÷åì k íàòóðàëüíûõ ñëàãàåìûõ, íå ïðåâîñõîäÿùèõ n
ðàâíÿåòñÿ ÷èñëó ñïîñîáîâ ïðåäñòàâèòü N â âèäå íå áîëåå, ÷åì n íàòóðàëüíûõ ñëàãàåìûõ, íå ïðåâîñõîäÿùèõ k.
CS 28. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñòîëüêèìè ñïîñîáî-
àìè, ñêîëüêèìè åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ) íå÷åòíûõ ñëàãàåìûõ. (Íàïðèìåð, 6=1+5=2+4=1+2+3,
1+5=3+3=3+1+1+1=1+1+1+1+1+1)
CS 29. à) Ïîñ÷èòàéòå êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàçáèòü ÷èñëî n íà k íàòóðàëüíûõ ñëàãàåìûõ (ðàçáèåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ ïîðÿäêîì, ñ÷èòàþòñÿ
ðàçëè÷íûìè). á) Ïîñ÷èòàéòå êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàçáèòü ÷èñëî n íà k öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ñëàãàåìûõ (ðàçáèåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ
ïîðÿäêîì, ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè).
CS 30. Êâàäðàòíûé ëèñò áóìàãè ðàçáèò íà ñòî ìíîãîóãîëüíèêîâ îäèíàêîâîé ïëîùàäè ñ îäíîé ñòîðîíû è íà ñòî äðóãèõ òîé æå ïëîùàäè
ñ îáðàòíîé ñòîðîíû. Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò êâàäðàò ìîæíî ïðîòêíóòü ñòà èãîëêàìè òàê, ÷òî êàæäûé èç äâóõñîò ìíîãîóãîëüíèêîâ áóäåò
ïðîòêíóò ïî ðàçó.
CS 31. Ïóñòü G êîíå÷íàÿ ãðóïïà è H ïîäãðóïïà â íåé. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò íàáîð ïðåäñòàâèòåëåé h1, h2 . . . hn â G òàêîé, ÷òî

h1H, h2H, . . . , hnH � âñå ëåâûå êëàññû ñìåæíîñòè è Hh1, Hh2, . . . , Hhn � âñå ïðàâûå êëàññû ñìåæíîñòè.
CS 32. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäûé 2k-ðåãóëÿðíûé ãðàô ñîäåðæèò 2-ðåãóëÿðíûé ïîäãðàô.
CS *. Äîêàæèòå, ÷òî â òóðíèðå (ïîëíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåðøèíàìè åñòü ðîâíî îäíî ðåáðî) îáÿçàòåëüíî
åñòü ãàìèëüòîíîâ ïóòü.
CS **. Äîêàæèòå, ÷òî â ñèëüíî ñâÿçíîì òóðíèðå åñòü ãàìèëüòîíîâ öèêë.


