
Àâòîìàòû:

• Äèìà: EFG

• Ôåäÿ: E

• Þëÿ: EF

• Ñâåòà: EF

×àñòü E. Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè.

CS74. Áåðóòñÿ âñåâîçìîæíûå íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà íå÷åòíîé ìîùíîñòè èç ìíîæåñòâà ÷èñåë 1, 2, 3, . . . , N .
Äëÿ êàæäîãî òàêîãî ïîäìíîæåñòâà íå÷åòíîé ìîùíîñòè áåð¸òñÿ âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ ê ïðîèçâåäåíèþ
âñåõ åãî ÷èñåë. Íàéòè ñóììó âñåõ òàêèõ îáðàòíûõ âåëè÷èí.

CS75. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n, â êîòîðûõ ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ òîëüêî íå÷åòíûå ÷àñòè,
ðàâíî ÷èñëó ðàçáèåíèé n â êîòîðûõ íåò ÷àñòè, âñòðå÷àþùåéñÿ áîëåå ÷åì òðè ðàçà.

CS76. Ôàíîì íàçûâàåòñÿ ãðàô, ñîñòîÿùèé èç âåðøèí {0, 1, 2 , . . . , n}, âåðøèíà 0 ñîåäèíåíà ðåáðîì
ñî âñåìè îñòàëüíûìè âåðøèíàìè, êðîìå òîãî âåðøèíà i ñîåäèíåíà ðåáðîì ñ âåðøèíîé i + 1 äëÿ âñåõ
1 ≤ i ≤ n − 1. Ïóñòü fn � ýòî êîëè÷åñòâî îñòîâíûõ äåðåâüåâ ôàíà. à) Äîêàæèòå, ÷òî fn = 2fn−1 +
fn−2 + fn−3 + · · ·+ f1 + 1; á) Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn; â) Íàéäèòå fn.

CS77. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàçáèòü äîñêó 3×n íà äîìèíîøêè. Óêàçàíèå: íàéòè ðåêóððåíò-
íîå ñîîòíîøåíèå è ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ.

CS78. Ðåøèòå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå: g0 = 1, gn = gn−1 + 2gn−2 + 3gn−3 + · · ·+ ng0.
Îïðåäåëåíèå. Ýêñïîíåíöèàëüíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a0, a1, a2, . . . íàçû-
âàåòñÿ ðÿä a0

0! + a1
1! s + a2

2! s
2 + . . .

CS79. Íàéäèòå ýêñïîíåíöèàëüíóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé: à) 1, 1, 1, 1, . . . ;
á) 1,−1, 1,−1, 1,−1; â)A(s)� ýêïîíåíöèàëüíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a0, a1, a2, . . . ,
êàêàÿ áóäåò ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1, a2, a3, . . . ? Âû÷èñ-
ëèòå ýêñïîíåíöèàëüíóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé: ã) an = qn; ä) an = n; å)
an = n(n− 1); æ) an = n2

CS80. Âû÷èñëèòå ýêñïîíåíöèàëüíóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ äëÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è.

CS81. Äîêàæèòå, ÷òî ñòåïåííûå ðÿäû a1s+a2s
2+. . . , a1 6= 0 îáðàçóþò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè

êîìïîçèöèè.
CS82. Íàéäèòå ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ÷èñëà ðàçáèåíèé íà k ñëàãàåìûõ.

CS83. Äîêàæèòå, ÷òî (1 + s + s2 + · · ·+ s9)(1 + s10 + · · ·+ s90)(1 + s100 + · · ·+ s900) · · · = 1
1−s .

CS88. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè ðàññìàòðèâàþò ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè îò
äâóõ ïåðåìåííûõ. Íàéäèòå çàìêíóòûé âèä ïðîèçâîäÿùêé ôóíêöèè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ck

n:
∑

n,k Ck
nxnyk.

×àñòü F. Âåðîÿòíîñòíûé ìåòîä

CS90. Ïóñòü n ≥ 2, H(V,E) � n-îäíîðîäíûé (Ðåáðà � ýòî n-âåðøèííûå ïîäìíîæåñòâà V ) ãèïåðãðàô
ñ ÷èñëîì ðåáåð, ðàâíûì |E| = 4n−1. Ïîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ðàñêðàñêà ìíîæåñòâà âåðøèí V
â 4 öâåòà, ÷òî íè îäíî ðåáðî íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêèì.

CS91. Ïóñòü n ≥ 4, H(V,E) � n-îäíîðîäíûé (Ðåáðà � ýòî n-âåðøèííûå ïîäìíîæåñòâà V ) ãèïåðãðàô

ñ ÷èñëîì ðåáåð, ðàâíûì |E| ≤ 4n−1

3n . Ïîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ðàñêðàñêà ìíîæåñòâà âåðøèí V
â 4 öâåòà, ÷òî â êàæäîì ðåáðå ïðèñóòñòâóþò âñå 4 öâåòà.

CS92. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè Ck
n(1 − 2−k)n−k < 1, òî ñóùåñòâóåò òóðíèð èç n êîìàíä, â êîòîðîì äëÿ

ëþáûõ k êîìàíä ñóùåñòâóåò êîìàíäà, êîòîðàÿ âûèãðàëà ó âñåõ ýòèõ k.

CS93. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ ïàð (A,B) íåïåðåñåêàþùèõñÿ k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ {1, 2, . . . , n}.
Ìíîæåñòâî Y îòäåëÿåò ïàðó (A,B), åñëè A ⊆ Y è B ∩ Y = ∅ . Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò l = 3k4klnn
ìíîæåñòâ, ÷òî êàæäàÿ ïàðà (A,B) îòäåëèìà õîòÿ áû îäíèì èç íèõ.

CS94. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ãðàôå ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû êàê ìèíèìóì d, òî â ýòîì ãðàôå åñòü

äîìèíèðóþùåå ìíîæåñòâî ðàçìåðà íå áîëüøå, ÷åì n 1+ln(d+1)
d+1 .



CS95. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç n îòëè÷íûõ îò íóëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë,
ñîäåðæèò ïîäìíîæåñòâî A ìîùíîñòè ñòðîãî áîëüøåé, ÷åì n

3 , â êîòîðîì íåò òðîåê a1, a2, a3 ∈ A, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó a1 + a2 = a3.

×àñòü G. Êîìáèíàòîðèêà è ãðàôû.

CS96. Íà ìíîæåñòâå {0, 1}n ââåäåíû îïåðàöèè + (ïîêîîðäèíàòíî) è ∗ òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëàñü ñòðóê-
òóðà ïîëÿ. Äëÿ x ∈ {0, 1}n îáîçíà÷èì çà (x)≤m âåêòîð, ïîëó÷àþùèéñÿ èç ïåðâûõ m êîîðäèíàò x
(1 ≤ m ≤ n). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî c ∈ {0, 1}n, c 6= 0 îòîáðàæåíèå x 7→ (c ∗ x)≤m ïðèíèìàåò
êàæäîå çíà÷åíèå èç {0, 1}m ïî 2n−m ðàç.

CS97. Áåñïîðÿäêîì íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà, êîòîðàÿ íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê (∀iσ(i) 6= i).
Ïóñòü πn � ýòî ÷èñëî áåñïîðÿäêîâ íà n ýëåìåíòàõ. Íàéäèòå ïðåäåë lim

n→∞
πn

n! .

CS98. Â ìàòðèöå 2n× 2n ñòîÿò íóëè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, à âî âñåõ îñòàëüíûõ ñòðî÷êàõ ñòîÿò ±1.
Äîêàæèòå, ÷òî îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû îòëè÷åí îò íóëÿ.

CS99. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ I ⊆ J âûïîëíÿåòñÿ
∑

I⊆K⊆J(−1)|K\I| ={
1, åñëè I = J

0, åñëè I 6= J

CS22. Â ñèëüíî ñâÿçíîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå (ñèëüíî ñâÿçíûé ãðàô, çíà÷èò èç ëþáîé âåðøèíû
ìîæíî äîáðàòüñÿ äî ëþáîé äðóãîé) ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåðøèíàìè ñóùåñòâóåò ìàêñèìóì îäíî
ðåáðî, êðîìå òîãî èç ëþáîé âåðøèíû âûõîäèò ïî êðàéíå ìåðå äâà ðåáðà. Äîêàæèòå, ÷òî â òàêîì
ãðàôå ìîæíî óäàëèòü âåðøèíó áåç ïîòåðè ñèëüíîé ñâÿçíîñòè.

CS45. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáîãî äâóñâÿçíîãî ãðàôà, ñòåïåíè âñåõ âåðøèí êîòîðîãî áîëüøå äâóõ,
ìîæíî óäàëèòü âåðøèíó òàê, ÷òîáû ãðàô îñòàëñÿ äâóñâÿçíûì.

CS73. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ïëîñêèõ áèíàðíûõ äåðåâüâåâ ñ îäíèì êîðíåì (êîðåíü � ýòî âåðøèíà
ñòåïåíè 1) è n ëèñòüÿìè ðàâíÿåòñÿ ÷èñëó Êàòàëàíà cn−1.

CS85. Äîêàæèòå, ÷òî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñóììû ìåíüøèõ íàòó-
ðàëüíûõ ñëàãàåìûõ 2n−1 − 1 ñïîñîáîì, åñëè äâà ïðåäñòàâëåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ ïîðÿäêîì ñëàãàåìûõ
ñ÷èòàòü ðàçëè÷íûìè.

CS86. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî m ≥ 0 ìàòðèöà ÷èñåë Ñòèðëèíãà ïåðâîãî ðîäà [s(n, k)]0≤n,k≤m

åñòü îáðàòíàÿ ìàòðèöà äëÿ ìàòðèöû ÷èñåë Ñòèðëèíðà âòîðîãî ðîäà [S(n, k)]0≤n,k≤m.

CS87. Ïîìå÷åííîå äåðåâî - ýòî äåðåâî, âåðøèíû êîòîðîãî ïðîíóìåðîâàíû. Êàæäîìó ïîìå÷åííîìó
äåðåâó ìîæíî ñîïîñòàâèòü êîä Ïðþôåðà: âûáèðàåì ëèñò ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì, çàïèñûâàåì íîìåð
âåðøèíû, ê êîòîðîé ýòîò ëèñò ïðèêðåïëåí, óäàëÿåì ëèñò è ò.ä. ïîêà íå îñòàíåòñÿ îäíà âåðøèíà (ñ êà-
êèì íîìåðîì?). à) Äîêàæèòå, ÷òî ïî êîäó Ïðþôåðà ïîìå÷åííîå äåðåâî îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ.
á) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ èç n âåðøèí? â) Ïîñòðîéòå áèåêöèþ ìåæäó ïîìå÷åííû-
ìè äåðåâüÿìè ñ äâóìÿ âûäåëåííûìè âåðøèíàìè (îäíó âåðøèíó íàçûâàåì íà÷àëîì, äðóãóþ êîíöîì,
ïðè÷åì íà÷àëî è êîíåö ìîãóò ñîâïàäàòü) è îòîáðàæåíèÿìè èç {1, 2 . . . , n} â {1, 2 . . . , n}.
CS89. Ïî êàíàëó ñâÿçè òðåáóåòñÿ ïåðåäàòü èíôîðìàöèþ, ñîñòîÿùóþ èç 10 áèòîâ. Èçâåñòíî, ÷òî
ìàêñèìóì îäèí èç ïåðåäàâàåìûõ áèòîâ èñêàçèòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî íåâîçìîæíî ïðèäóìàòü íàäåæíóþ
ñõåìó, êîòîðàÿ òðåáîâàëà áû ïåðåäà÷è âñåãî 13 áèòîâ. À êàê îáîéòèñü 14 áèòàìè?


