
Çàäàíèå 3
Îïðåäåëåíèÿ. Ìû íàçûâàåì àëãîðèòìû A è B ýêâèâàëåíòíûìè åñëè

• ∀x A(x) îñòàíàâëèâàåòñÿ ⇐⇒ B(x) îñòàíàâëèâàåòñÿ;

• ∀x åñëè A(x) îñòàíàâëèâàåòñÿ, òî è A(x) = B(x).

Òàêóþ æå ýêâèâàëåíòíîñòü ìîæíî ââåñëè íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a ≡ b ⇐⇒ <a> ∼ <b>.
Ìíîæåñòâî S ⊆ N íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì, åñëè ∀a ∈ S, b ∈ N \ S, a 6≡ b.

17. (Òåîðåìà Óñïåíñêîãî-Ðàéñà) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî S èíâàðèàíòíî è ðàçðåøèìî, òî ëèáî
S = ∅, ëèáî S = N .
18. à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò âñþäó îïðåäåëåííàÿ âû÷èñëè-
ìàÿ ôóíêöèÿ g, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ≡-ïðîäîëæåíèåì f , ò.å. äëÿ âñåõ x äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíî f(x)
âûïîëíÿåòñÿ f(x) ≡ g(x). á) (Òåîðåìà Êëèíè î íåïîäâèæíîé òî÷êå) h � âñþäó îïðåäåëåííàÿ âû÷èñ-
ëèìàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ∃m ∈ N, ÷òî m ≡ h(m). Ïîäñêàçêà: ïóñòü u(n) = <n>(n), à u′(n) � ýòî

≡-ïðîäîëæåíèå u(n). Âûáåðåòå m ðàâíûì íîìåðó àëãîðèòìà, êîòîðûé âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ h(u′(n)).
19. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Êëèíè à)äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé íà âñåõ âõîäàõ âûâîäèò
ñâîé íîìåð; á) ïîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé âñþäó ïðèìåíèì è âûäàåò 1 íà ÷èñëå,
êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì åãî íîìåðà, à íà âñåõ îñòàëüíûõ âõîäàõ âûäàåò íîëü; â) äîêàæèòå, ÷òî
ñóùåñòâóþò äâà ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìà A è B, ÷òî àëãîðèòì A ïå÷àòàåò #B, à àëãîðèòì B ïå÷àòàåò
#A.
20. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè P = NP, òî EXP = NEXP, ãäå NEXP = ∪c>0NTime[2nc

].
21. Äîêàæèòå, ÷òî íåò àëãîðèòìà, êîòîðûé áû ïðîâåðèë, âåðíî ëè, ÷òî äàííàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà
ðàáîòàåò âðåìÿ 100n2 + 200.
22. Ïî ôîðìóëå â 2-ÊÍÔ ïîñòðîèì îðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Âåðøèíàìè ãðàôà áóäóò ìíîæåñòâî
ïåðåìåííûõ è îòðèöàíèé ïåðåìåííûõ. Äëÿ êàæäîãî äèçúþíêòà (l1 ∨ l2) â ãðàôå ïðîâîäèòñÿ äâà ðåáðà
èç ¬l1 â l2 è èç ¬l2 â l1. Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìóëà âûïîëíèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîé
ïåðåìåííîé x âåðøèíû x è ¬x íàõîäÿòñÿ â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ ñèëüíîé ñâÿçíîñòè.
Îïðåäåëåíèå. Äèçúþíêò íàçûâàåòñÿ õîðíîâñêèì, åñëè ìàêñèìóì îäíà ïåðåìåííàÿ âõîäèò â íåãî áåç
îòðèöàíèÿ.
23. Äîêàæèòå, ÷òî ÿçûê, ñîñòîÿùèé èç âûïîëíèìûõ ÊÍÔ ôîðìóë, â êîòîðûõ êàæäûé äèçúþíêò ëèáî
ñîäåðæèò 2 ëèòåðàëà, ëèáî ÿâëÿåòñÿ õîðíîâñêèì (ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé ïåðåìåííîé áåç îòðèöàíèÿ),
ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíûì.
24. à) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî n ïðîñòîå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ

q ÷èñëà n − 1 ñóùåñòâóåò a ∈ {2, 3, . . . , n − 1} ïðè êîòîðîì a
n−1

q 6= 1 mod n. á) Äîêàæèòå, ÷òî ÿçûê
ïðîñòûõ ÷èñåë ëåæèò â NP.


