
Çàäàíèå 5

Îïðåäåëåíèå. Σ0 = Π0 � ìíîæåñòâî ðàçðåøèìûõ ïðåäèêàòîâ íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë. Σk+1 � ýòî ìíîæåñòâî ïðåäèêàòîâ, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ∃yP (x, y), ãäå P ∈ Πk, à
ïðåäèêàòû èç Πk+1 ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ∀yP (x, y), ãäå P ∈ Σk. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Σk (è Πk)
íàçûâàåòñÿ àðèôìåòè÷åñêîé èåðàðõèåé.
29. à) Ïîêàæèòå, ÷òî Σ1 � ýòî ìíîæåñòâî ïåðè÷èñëèìûõ ïðåäèêàòîâ, à Π1 � êîïåðå÷èñëèìûõ.

á) Ïîêàæèòå, ÷òî Q ∈ Σk òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Q ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå: Q(x) =
∃y1∀y2∃y3 . . . P (x, y1, y2, . . . , yn), ãäå P � ðàçðåøèìûé ïðåäèêàò. (ñîîòâåòñòâåííî Q ∈ Πk ⇐⇒
Q(x) = ∀y1∃y2∀y3 . . . P (x, y1, y2, . . . , yn)).

â) Ïîêàæèòå, ÷òî Σk ∪Πk ⊆ Σk+1 ∩Πk+1.
ã) Ïîêàæèòå, ÷òî êàæäûé àðèôìåòè÷íûé ïðåäèêàò ñîäåðæèòñÿ â Σk äëÿ íåêîòîðîãî k.
ä) Ïîêàæèòå, ÷òî âñå ïðåäèêàòû èç Σk ÿâëÿþòñÿ àðèôìåòè÷íûìè.

Îïðåäåëåíèå.Ìíîæåñòâî Am-ñâîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó B, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ âû÷èñëèìàÿ âñþäó
îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ f , ÷òî x ∈ A ⇐⇒ f(x) ∈ B. Îáîçíà÷åíèå: A ≤m B.

30. à) A≤mB, B � ðàçðåøèìî, äîêàæèòå, ÷òî A � ðàçðåøèìî.
á) A≤mB, B � ïåðå÷èñëèìî, äîêàæèòå, ÷òî A � ïåðå÷èñëèìî.
â) Äîêàæèòå, ÷òî A≤mB ⇐⇒ N \A ≤m N \B.
ã) A≤mB, B ∈ Σk äîêàæèòå, ÷òî A ∈ Σk.

31. à) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîå ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî. Ò.å. òàêîå ïåðå÷èñëèìîå
ìíîæåñòâî ïàð U , ÷òî äëÿ ëþáîãî ïåðå÷èñëèìîãî ìíîæåñòâà A íàéäåòñÿ ýëåìåíò a, ÷òî A = {x |
(a, x) ∈ U}.

á) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ k ≥ 1 ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî â Σk è Πk.
â) Äîêàæèòå, ÷òî óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî äëÿ Σk íå ñîäåðæèòñÿ â Πk.
ã) Äîêàæèòå, ÷òî Σk ( Σk+1.

32. Ïóñòü T � ýòî ìíîæåñòâî íîìåðîâ çàìêíóòûõ ôîðìóë â ñèãíàòóðå {+,×,=}, êîòîðûå èñòèííû
â åñòåñòâåííîé èíòåðïðåòàöèè íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî P ∈ Σk âûïîëíÿåòñÿ P ≤m T .
á) (Òåîðåìà Òàðñêîãî) Äîêàæèòå, ÷òî T íå ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷íûì.
â) (Òåîðåìà Ãåäåëÿ î íåïîëíîòå) Ïîêàæèòå, ÷òî T íå ÿâëÿåòñÿ ïåðå÷èñëèìûì.

33. Äîêàæèòå òåîðåìó îá èåðàðõèè ïî ïàìÿòè äëÿ à)äåòåðìèíèðîâàííûõ á)íåäåòåðìèíèðîâàííûõ
âû÷èñëåíèé.

24. à) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî n ïðîñòîå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ

q ÷èñëà n − 1 ñóùåñòâóåò a ∈ {2, 3, . . . , n − 1} ïðè êîòîðîì an−1 = 1 mod n è a
n−1
q 6= 1 mod n. á)

Äîêàæèòå, ÷òî ÿçûê ïðîñòûõ ÷èñåë ëåæèò â NP.
28. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ñèãíàòóðà èìååò íåîãðàíè÷åííûé çàïàñ ôóíêöèîíàëüíûõ è ïðåäèêàòíûõ
ñèìâîëîâ ëþáîé àðíîñòè, òî ìíîæåñòâî òàâòîëîãèé â ýòîé ñèãíàòóðå ÿâëÿåòñÿ à) íåðàçðåøèìûì;
á) ïåðå÷èñëèìûì ìíîæåñòâîì.


