
Çàäà÷è äëÿ çà÷åòà ïî òåîðèè ñëîæíîñòè

1. Äîêàæèòå, ÷òî à) DSpace[n2] ( DSpace[n3]; á) NSpace[n2] ( NSpace[n3];

2. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ÿçûê, äëÿ êîòîðîãî ëþáîé àëãîðèòì, ðàáîòàþùèé âðåìÿ O(n2)
ðåøàåò åãî ïðàâèëüíî íà ìåíåå, ÷åì íà ïîëîâèíå âõîäîâ êàêîé-òî äëèíû, íî ýòîò ÿçûê ðàñïîçíàåòñÿ
àëãîðèòìîì, ðàáîòàþùèì âðåìÿ O(n3).

3. Äîêàæèòå, ÷òî NTime[n] 6= PSPACE.

4. Äîêàæèòå, ÷òî DSpace[n] 6= NP.

5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè NP ∈ DTime[nlogn], òî PH ∈
⋃

k≥1 DTime[nlogk n]

6. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÿçûê A ñâîäèòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïî Òüþðèíãó (îðàêóëüíî) ê
B ∈ ΣP

i , òî A ∈ ΣP
i+1.

7. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ðàçðåøèìîãî ÿçûêà â P/poly, êîòîðûé íå ëåæèò â P.

8. Óíàðíûì íàçâàåòñÿ ÿçûê, âñå ñëîâà êîòîðîãî ñîñòîÿò èç îäíîãî ñèìâîëà. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè
âñå óíàðíûå ÿçûêè èç NP ëåæàò â P, òî EXP = NEXP.
9. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè óíàðíûé ÿçûê NP-ïîëíûé, òî P = NP.

10. Ïîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé îðàêóë A è ÿçûê L ∈ NPA, ÷òî L íå ñâîäèòñÿ ïî Òüþðèíãó
ê 3SAT , äàæå åñëè ñâåäåíèå ìîæåò èñïîëüçîâàòü îðàêóë A.
11. Ïóñòü ZPP � ýòî êëàññ ÿçûêîâ, êîòîðûå ïðèíèìàþòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ìàøèíîé Òüþðèíãà áåç
îøèáêè, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âðåìåíè ðàáîòû êîòîðûõ ïîëèíîìèàëüíî. à) Äîêàæèòå, ÷òî L ∈
ZPP òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíàÿ ïî âðåìåíè âåðîÿòíîñòíàÿ ìàøèíà
Òüþðèíãà M , êîòîðàÿ âûäàåò {0, 1, ?}, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ {0, 1}∗ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, M(x) ∈ {L(x), ?}
è Pr[M(x) =?] ≤ 1

2 . á) Äîêàæèòå, ÷òî ZPP = RP ∩ coRP.

12. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè NP ⊆ BPP, òî NP = RP.

13. BPL � ýòî êëàññ ÿçûêîâ, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòíàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà M , êîòî-
ðàÿ èñïîëüçóåò ëîãàðèôìè÷åñêóþ ïàìÿòü, îñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ ñëó÷àé-
íûõ áèòîâ è äëÿ âñåõ x âûïîëíÿåòñÿ, ÷òî Pr[M(x) = L(x)] ≥ 2

3 . Ïîêàæèòå, ÷òî BPL ⊆ P.

14. à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè BPTime[f(n)] = BPTime[g(n)], òî BPTime[f(h(n))] = BPTime[g(h(n))],
ãäå f, g, h � êîíñòðóêòèâíûå ïî âðåìåíè, f(n), g(n) ≥ log n, h(n) ≥ n � âîçðàñòàþùàÿ ôóíê-
öèÿ. á) Ïîêàæèòå, ÷òî DTime[f(n)] ⊆ BPTime[f(n)] ⊆ DTime[2f(n)]. â) Ïîêàæèòå, ÷òî BPP ⊆
BPTime[nlogn] ( BPTime[2n].

15. Ñóùåñòâóåò âàðèàíò êëàññà MA ñ îäíîñòîðîííåé îøèáêîé. L ∈ MA1, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ïîëèíîìèàëüíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìàøèíà M è ïîëèíîì p, ÷òî åñëè x ∈ L, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ ñòðîêà
y ∈ {0, 1}p(n), ÷òî Pr[M(x, y) = 1] = 1, à åñëè x 6∈ L, òî äëÿ ëþáîé ñòðîêè y ∈ {0, 1}p(n) âûïîëíÿåòñÿ
Pr[M(x, y) = 1] < 1

3 . (Â ñëó÷àå êëàññà MA ïåðâîå óñëîâèå çàìåíÿåòñÿ íà òàêîå: åñëè x ∈ L, òî

íàéäåòñÿ òàêàÿ ñòðîêà y ∈ {0, 1}p(n), ÷òî Pr[M(x, y) = 1] ≥ 2
3 .) Ïîêàæèòå, ÷òî MA = MA1.

16. Ïîêàæèòå, ÷òî MA ⊆ ΠP
2 ∩ ΣP

2 .

17. Ïîêàæèòå, ÷òî MA ⊆ AM.

18. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè PSPACE ⊆ P/poly, òî PSPACE = AM .

19. Ïóñòü åñòü îðàêóë, êîòîðûé ñ÷èòàåò ïåðìàíåíò ìàòðèöû n × n íàä ïîëåì F âåðíî äëÿ äîëè
ìàòðèö 1− 1

3n . Ïóñòü |F| > 3n). Äîêàæèòå, ÷òî èñïîëüçóÿ ýòîò îðàêóë ìîæíî ïîñòðîèòü âåðîÿòíîñò-
íûé ïîëèíîìèàëüíûé ïî âðåìåíè àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ êàæäîé ìàòðèöû ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ
íàõîäèò åå ïåðìàíåíò.
20. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè P = NP, òî ñóùåñòâóåò ÿçûê èç EXP, ñõåìíàÿ ñëîæíîñòü êîòîðîãî íå
ìåíüøå 2n/(10n).

21. Íàçîâåì ìàøèíó Òüþðèíãà çàáûâ÷èâîé, åñëè ïîëîæåíèå åå ãîëîâîê â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè
íå çàâèñèò îò âõîäà, à çàâèñèò òîëüêî îò äëèíû âõîäà. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîíñòðóêòèâíîé ïî âðåìå-
íè ôóíêöèè T ëþáîé ÿçûê èç êëàññà DTime[T (n)] ðåøàåòñÿ íà äâóõëåíòî÷íîé çàáûâ÷èâîé ìàøèíå
Òüþðèíãà çà âðåìÿ á) O(T (n) log T (n)); â) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ÿçûê èç êëàññà NTime[T (n)] ñâî-
äèòñÿ ê SAT, ïðè÷åì âõîä äëèíû n ñâîäèòñÿ êî âõîäó äëèíû O(T (n) log T (n)) è ñâåäåíèå èñïîëüçóåò
poly(log(n)) ïàìÿòè.

22. Ïðèäóìàéòå, êàê îðãàíèçîâàòü íà ìíîãîëåíòî÷íîé ìàøèíå Òüþðèíãà ñîðòèðîâêó ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ÷èñåë òàê, ÷òîáû âðåìÿ åå ðàáîòû áûëà áû O(nlogn), ãäå n � äëèíà âõîäà.

23. Äîêàæèòå, ÷òî 3SAT ∈ NTime[nlogn].



24. Äîêàæèòå, ÷òî íåò àëãîðèòìà, êîòîðûé áû ïðîâåðèë, âåðíî ëè, ÷òî äàííàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà
ðàáîòàåò âðåìÿ 100n2 + 200.
25. à) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî n ïðîñòîå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ

q ÷èñëà n − 1 ñóùåñòâóåò a ∈ {2, 3, . . . , n − 1} ïðè êîòîðîì an−1 = 1 mod n, à a
n−1
q 6= 1 mod n. á)

Äîêàæèòå, ÷òî ÿçûê ïðîñòûõ ÷èñåë ëåæèò â NP.
26. Ïîêàæèòå, ÷òî ÿçûê 2-SAT (âûïîëíèìûõ ôîðìóë â 2-ÊÍÔ) ëåæèò â êëàññå P.

27. Õîðíîâñêèì äèçúþíêòîì íàçûâàåòñÿ äèçúþíêò, â êîòîðûé íå áîëåå îäíîé ïåðåìåííîé âõî-
äèò áåç îòðèöàíèÿ. Õîðíîâñêàÿ ôîðìóëà â ÊÍÔ � ýòî òàêàÿ ôîðìóëà, âñå äèçúþíêòû êîòîðîé
õîðíîâñêèå. à) Ïîêàæèòå, ÷òî ÿçûê âûïîëíèìûõ õîðíîâñêèõ ôîðìóë â ÊÍÔ ëåæèò â êëàññå P; á)
Ïîêàæèòå, ÷òî ÿçûê âûïîëíèìûõ ôîðìóë â ÊÍÔ, ó êîòîðûõ êàæäûé äèçúþíêò èëè õîðíîâñêèé,
èëè ñîñòîèò èç äâóõ ëèòåðàëîâ, ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíûì.

Òðåáîâàíèÿ ê çà÷åòó ñ ó÷åòîì ëüãîò:

• Äìèòðèé: ðåøèòü 1 çàäà÷ó

• Ìàêñèì: ðåøèòü 1 çàäà÷ó

• Èëüÿ: ðåøèòü 2 çàäà÷è

• Äåíèñ: ðåøèòü 3 çàäà÷è ñ ïðàâîì çàìåíû ëþáîé çàäà÷è íà äðóãóþ.

• Àëåêñàíäð: ðåøèòü 3 çàäà÷è


