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24. Ïðåäèêàò, çàäàííûé íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (N = {0, 1, 2, . . . }) íàçûâàåòñÿ àðèô-
ìåòè÷íûì, åñëè îí âûðàæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ â ñèãíàòóðå (+,×,=)
â åñòåñòâåííîé èíòåðïðåòàöèè íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ïðå-
äèêàòû ÿâëÿþòñÿ àðèôìåòè÷íûìè: à) x < y; á) x = 0; â) x = 1; ã) x = c, ãäå c � ýòî íåêîòîðàÿ
íàòóðàëüíàÿ êîíñòàíòà; ä) a mod b = r; å) a � ýòî ñòåïåíü äâîéêè; æ) a � ýòî ñòåïåíü ÷åòâåðêè.

25. à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî k íàéäåòñÿ ñêîëü óãîäíî áîëüøîå b, ÷òî b + 1, 2b +
1, . . . , kb + 1 � ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà. á) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
x0, x1, . . . , xn íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ìîæíî íàéòè òàêèå ÷èñëà a è b, ÷òî xi = a mod b(i + 1) + 1. â)
Äîêàæèòå, ÷òî ïðåäèêàò: a � ñòåïåíü øåñòåðêè àðèôìåòè÷åí.
26. Äîêàæèòå, ÷òî ãðàôèê âû÷èñëèìîé ôóíêöèè àðèôìåòè÷åí.

27. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ñèãíàòóðà èìååò íåîãðàíè÷åííûé çàïàñ ôóíêöèîíàëüíûõ è ïðåäèêàòíûõ
ñèìâîëîâ ëþáîé àðíîñòè, òî ìíîæåñòâî òàâòîëîãèé â ýòîé ñèãíàòóðå ÿâëÿåòñÿ à) íåðàçðåøèìûì;
á) ïåðå÷èñëèìûì ìíîæåñòâîì.

8. Ïîêàæèòå, ÷òî êàæäûé ÿçûê, êîòîðûé ïðèíèìàåòñÿ k-ëåíòî÷íîé íåäåòåðìèíèðîâàííîé ìàøè-
íîé Òüþðèíãà çà âðåìÿ f(n) ìîæåò áûòü ïðèíÿò 2-ëåíòî÷íîé íåäåòåðìèíîðîâàííîé ìàøèíîé çà
âðåìÿ O(f(n)), ãäå f � êîíñòðóêòèâíàÿ ïî âðåìåíè ôóíêöèÿ. Óêàçàíèå: ïîäñêàçêà äîëæíà ñî-

äåðæàòü èíôîðìàöèþ î âñåì âû÷èñëåíèè, ïðèäóìàéòå, êàê ñäåëàòü òàê, ÷òîáû ïîäñêàçêà áûëà

äëèíû O(f(n)) è åå ìîæíî áûëî áû ïðîâåðèòü çà âðåìÿ O(f(n)).
13. Ïîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò âñþäó îïðåäåëåííàÿ âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ a(n), ïðèíèìàþùàÿ
ðàöèîíàëüíûå çíà÷åíèÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim

n→∞
a(n) = α ∈ R, íî íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà,

êîòîðûé áû ïî ðàöèîíàëüíîìó ÷èñëó ε âûäàë òàêîé n0, ÷òî ïðè n > n0 âûïîëíÿåòñÿ |a(n)−α| < ε.
18. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Êëèíè á) ïîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé âñþäó ïðèìåíèì
è âûäàåò 1 íà ÷èñëå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì åãî íîìåðà, à íà âñåõ îñòàëüíûõ âõîäàõ âûäàåò
íîëü; â) äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìà A è B, ÷òî àëãîðèòì A ïå÷àòàåò #B,
à àëãîðèòì B ïå÷àòàåò #A.
21. Äîêàæèòå, ÷òî íåò àëãîðèòìà, êîòîðûé áû ïðîâåðèë, âåðíî ëè, ÷òî äàííàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà
ðàáîòàåò âðåìÿ 100n2 + 200.
23. à) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî n ïðîñòîå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ

q ÷èñëà n − 1 ñóùåñòâóåò a ∈ {2, 3, . . . , n − 1} ïðè êîòîðîì an−1 = 1 mod n, à a
n−1
q 6= 1 mod n. á)

Äîêàæèòå, ÷òî ÿçûê ïðîñòûõ ÷èñåë ëåæèò â NP.


