
Ëèñòîê 1. Èíäóêöèÿ

1. Äîêàæèòå ðàâåíñòâà à) 1 + 2 + · · · + n = n(n+1)
2 ; á) 12 + 22 + · · · + n2 = n(n+1/2)(n+1)

3 ; â)

13 + 23 + · · ·+ n3 =
(

n(n+1)
2

)2

;

2. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè: (1 + x)n ≥ 1 + nx äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n è âåùåñòâåííûõ
x ≥ −1.
3. Åñòü ãèðüêè âåñîì 1, 2, 4, . . . , 2n−1. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ãðóç â ïðîìåæóòêå îò 1 äî 2n − 1
ìîæíî óðàâíîâåñèòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì.
4. (Êîäû Ãðåÿ) Äîêàæèòå, ÷òî âñå áèíàðíûå ñòðîêè äëèíû n (ò.å. ìíîæåñòâî {0, 1}n) ìîæíî
âûïèñàòü ïîäðÿä, òàê ÷òî êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ ñòðîêà îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåé ðîâíî â îäíîì
ñèìâîëå.
5. à) Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàíî íåñêîëüêî îêðóæíîñòåé, äîêàæèòå, ÷òî îáëàñòè, íà êîòîðûå ýòè
îêðóæíîñòè ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü ìîæíî ïîêðàñèòü â ÷åðíûé è áåëûå öâåòà â øàõìàòíîì ïîðÿäêå.
á) Äàíî èçîáðàæåíèå ïëîñêîãî Ýéëåðîâà ãðàôà (ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ÷åòíû, ðåáðà íå ïåðåñåêàþò-
ñÿ). Äîêàæèòå, ÷òî ãðàíè ýòîãî èçîáðàæåíèÿ ìîæíî ðàñêðàñèòü â äâà öâåòà â øàõìàòíîì ïîðÿäêå
(ñîñåäíèå ïî ðåáðó ãðàíè ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà).

6. Â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå 2n âåðøèí è íåò òðåóãîëüíèêîâ (öèêëîâ äëèíû 3). Äîêàæèòå, ÷òî
÷èñëî ðåáåð â íåì íå ïðåâîñõîäèò n2, ïðè÷åì îöåíêà n2 äîñòèãàåòñÿ.
7. Äàíà îäíîðîäíà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà îò n ïåðåìåííûõ (ò.å. ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç óðàâíåíèé âèäà
a1x1 + . . . anxn = 0), â êîòîðîé ìåíüøå, ÷åì n óðàâíåíèé. Äîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà èìååò íåíóëåâîå
ðåøåíèå.
8. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî 1 + 1

22 + 1
32 + · · ·+ 1

n2 < 2.

9. Â ãðóïïå åñòü íåñêîëüêî ñòóäåíòîâ, äëÿ íèõ áûëî ïðî÷èòàíî n ëåêöèé. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ
êàæäûõ k ëåêöèé íàéäåòñÿ õîòÿ áû k ñòóäåíòîâ, êîòîðûå ïîñåòèëè õîòÿ áû îäíó èç ýòèõ ëåêöèé.
Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîé ëåêöèè ìîæíî âûäåëèòü ïî îäíîìó ñòóäåíòó, êîòîðûé ïîñåòèë ýòó
ëåêöèþ, à äëÿ ðàçíûõ ëåêöèé âûäåëåííûå ñòóäåíòû áûëè áû ðàçíûìè.
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