
Ëèñòîê 10. Âåðîÿòíîñòíûé ìåòîä.

1. Â êëàññå ó÷àòñÿ n ìàëü÷èêîâ è n äåâî÷åê, êàæäîìó ìàëü÷èêó íðàâèòñÿ íåñêîëüêî äåâî÷åê èç
êëàññà (âîçìîæíî, ÷òî äâóì ìàëü÷èêàì íðàâèòñÿ îäíà è òà æå äåâî÷êà). Çëàÿ ó÷èòåëüíèöà ðàññàäè-
ëà äåòåé çà ïàðòû ìàëü÷èê-äåâî÷êà ñëó÷àéíûì îáðàçîì (âñå âàðèàíòû ðàññàäêè ðàâíîâåðîÿòíû).
×åìó ðàâíÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà ìàëü÷èêîâ, êîòîðûå ñèäÿò ñ íðàâèâøåéñÿ åìó
äåâî÷êîé çà îäíîé ïàðòîé?
2. êàæäûé èç k ÷åëîâåê â ëèôòå, êîòîðûé ñòîèò íà ïåðâîì ýòàæå âûáèðàåò ñëó÷àéíûé ýòàæ ðàâ-
íîâåðîÿòíî èç îñòàâøèõñÿ n ýòàæåé. ×åìó ðàâíÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà îñòàíîâîê,
êîòîðûå ñäåëàåò ëèôò?
3. Ïîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôîðìóëà φ â 3-ÊÍÔ, â êàæäîì äèçúþíêòå êîòîðîé âõîäÿò
ðîâíî òðè ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ, äëÿ êîòîðîé íå ñóùåñòâóåò íàáîðà, êîòîðûé âûïîëíèò áîëüøå,
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8m äèçúþíêòîâ, ãäå m � ýòî ÷èñëî äèçúþíêòîâ â φ.

4. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ôîðìóëû â ÊÍÔ, ñîñòîÿùåé èç m äèçúþíêòîâ, â êîòîðîé ëþáûå òðè äèçú-
þíêòà ìîæíî îäíîâðåìåííî âûïîëíèòü, ñóùåñòâóåò íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, êîòîðûé âûïîë-
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3m äèçúþíêòîâ.

5. à) Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì òóðíèðå åñòü ãàìèëüòîíîâ ïóòü. á) Äîêàæèòå, ÷òî â ñèëüíî ñâÿçíîì
òóðíèðå åñòü ãàìèëüòîíîâ öèêë (ïðîñòîé öèêë, ïðîõîäÿùèé ïî âñåì âåðøèíàì).

6. Â ëîòåðåå íà âûèãðûøè óõîäèò 40% ñòîèìîñòè áèëåòîâ. Áèëåò ñòîèò 100 ðóáëåé. Äîêàæèòå,
÷òî âåðîÿòíîñòü âûèãðàòü õîòÿ áû 5000 ðóáëåé íå áîëåå 1%.
7. Äîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíòû ìíîæåñòâà [n] ìîæíî ïîêðàñèòü â äâà öâåòà òàê, ÷òîáû íè îäíà
àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ äëèíû d2 log ne íå áûëà ïîêðàøåíà â îäèí öâåò.

8. Äîìèíèðóþùåå ìíîæåñòâî â ãðàôå � ýòî òàêîå ìíîæåñòâî, ÷òî äëÿ êàæäîé âåðøèíû, ëèáî
îíà ñàìà ëåæèò â ýòîì ìíîæåñòâå, ëèáî îíà ñîåäèíåíà ðåáðîì ñ âåðøèíîé èç ýòîãî ìíîæåñòâà. Â
ãðàôå G ìèíèìàëüíàÿ ñòåïåíü âåðøèíû ðàâíÿåòñÿ d > 1. Äîêàæèòå, ÷òî â G åñòü äîìèíèðóþùåå

ìíîæåñòâî ðàçìåðà íå áîëüøå n 1+ln(d+1)
d+1 . Ïîäñêàçêà: ðàññìîòðèòå ñëó÷àéíîå ïîäìíîæåñòâî âåðøèí,

â êîòîðîå êàæäàÿ âåðøèíà âêëþ÷àåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ p = ln(d+1)
d+1 .

5.6 Íà ìíîæåñòâå N çàäàéòå ôîðìóëó â ñèãíàòóðå (S,=), êîòîðàÿ âûðàæàåò ïðåäèêàò x = y +N ,
ãäå S � ýòî ôóíêöèÿ ïðèáàâëåíèÿ 1, N � êîíêðåòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äëèíà òàêîé ôîðìóëû
äîëæíà áûòü O(log2N).
8.8 Â ñâÿçíîì ãðàôå åñòü îñòîâíîå äåðåâî, â êîòîðîì k âèñÿ÷èõ âåðøèí è åñòü îñòîâíîå äåðåâî, â
êîòîðîì m âèñÿ÷èõ âåðøèí. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ` ìåæäó k è m â ýòîì ãðàôå íàéäåòñÿ
îñòîâíîå äåðåâî, â êîòîðîì ` âèñÿ÷èõ âåðøèí.
9.10 Â ñèëüíî ñâÿçíîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå (ñèëüíî ñâÿçíûé ãðàô, çíà÷èò èç ëþáîé âåðøèíû
ìîæíî äîáðàòüñÿ äî ëþáîé äðóãîé) ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåðøèíàìè ñóùåñòâóåò ìàêñèìóì îäíî
ðåáðî, êðîìå òîãî èç ëþáîé âåðøèíû âûõîäèò ïî êðàéíå ìåðå äâà ðåáðà. Äîêàæèòå, ÷òî â òàêîì
ãðàôå ìîæíî óäàëèòü âåðøèíó áåç ïîòåðè ñèëüíîé ñâÿçíîñòè.
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