
Ëèñòîê 11. Åùå ÷óòü-÷óòü âåðîÿòíîñòåé

1. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, . . . , Xn íåçàâèñèìû

• Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ A1, A2, . . . , An ⊆ R ñîáûòèÿ [Xi ∈ Ai] ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.

• Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé f1, f2, . . . fn : R→ R ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû f(Xi) ÿâëÿþòñÿ
íåçàâèñèìûìè.

• Ïóñòü I ⊆ [n], äîêàæèòå, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû {Xi}i∈I ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.

• Ïóñòü I ⊆ [n], äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé f : RI → R, g : R[n]\J → R ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû f((Xi)i∈I) è g((Xi)i∈[n]\I) íåçàâèñèìû.

2. Íàçîâåì âåðîÿòíîñòíîé áóëåâîé ñõåìîé òàêóþ ñõåìó, ÷àñòü âõîäîâ êîòîðîé íàçûâàþòñÿ ñëó-
÷àéíûìè áèòàìè. Ïóñòü ñõåìà C èìååò n + m âõîäîâ, ïåðâûå n âõîäîâ ìû áóäåì ïîíèìàòü êàê
íåïîñðåäñòâåííî âõîäû, îñòàâøèåñÿ m âõîäîâ êàê ñëó÷àéíûå áèòû. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñõåìà C
âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ f : {0, 1}n → {0, 1} ñ îãðàíè÷åííîé îøèáêîé, åñëè äëÿ êàæäîãî x ∈ {0, 1}n âû-
ïîëíÿåòñÿ P[f(x) = C(x, r)] ≥ 2

3 , ãäå âåðîÿòíîñòü áåðåòñÿ ïî ñëó÷àéíîé ñòðîêå r, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò
âñå çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà {0, 1}m ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : {0, 1}n → {0, 1}
âû÷èñëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ñõåìîé C ðàçìåðà s ñ îãðàíè÷åííîé îøèáêîé. à) Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ
êàæäîãî ìíîãî÷ëåíà p(n) íàéäåòñÿ òàêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ñõåìà C ′ ñ n+m′ âõîäàìè, ðàçìåð êîòîðîé
ïîëèíîìèàëåí îòíîñèòåëüíî sn, ÷òî ïðè âñåõ x ∈ {0, 1}n âûïîëíÿåòñÿ P[f(x) = C(x, r)] ≥ 1−2−p(n),
ãäå âåðîÿòíîñòü áåðåòñÿ ïî ñëó÷àéíîé ñòðîêå r, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà
{0, 1}m′

ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè. á) Ïîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ îáû÷íàÿ ñõåìà c n âõîäàìè, ðàçìåð
êîòîðîé ïîëèíîìèàëåí îòíîñèòåëüíî sn, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ {0, 1}n âûïîëíÿåòñÿ f(x) = C(x).

3. Âàñÿ ïîáûâàë â îïàñíîì ìåñòå, ãäå îí ìîã ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.8 çàáîëåòü. Âàñÿ ïðîøåë îáñëå-
äîâàíèå â äâóõ êëèíèêàõ, èçâåñòíî, ÷òî ïåðâàÿ êëèíèêà âûÿâëÿåò çàáîëåâàíèå (åñëè îíî åñòü) ñ
âåðîÿòíîñòüþ 0.5 (è íå âûÿâëÿåò, åñëè çàáîëåâàíèÿ íåò), à âòîðàÿ êëèíèêà âûÿâëÿåò çàáîëåâàíèå
ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.75. Êëèíèêè ðàáîòàþò íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ Âàñÿ
çàáîëåë, åñëè íè îäíà èç êëèíèê çàáîëåâàíèå íå îáíàðóæèëà?

4. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî: P[X = 0] ≤ D[x]
E[X]2 .

5. Ïóñòü α(G) � ðàçìåð ìàêñèìàëüíîãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà â ãðàôå G (íåçàâèñèìîå ìíîæå-

ñòâî � ýòî òàêîå ìíîæåñòâî âåðøèí, ÷òî ðåáåð ìåæäó íèìè íåò). Â ãðàôå n âåðøèí è dn
2 ðåáåð.

Äîêàæèòå, ÷òî α(G) ≥ n
2d .

6. Êîäû Óîëøà-Àäàìàðà. à) Êàæäîìó a ∈ {0, 1}n ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ fa : {0, 1}n →
{0, 1}, îïðåäåëÿåìàÿ òàê: fa(x1x2 . . . xn) =

∑n
i=1 aixi mod 2. Êîäîì Óîëøà-Àäàìàðà ñòðîêè a ∈

{0, 1}n íàçûâàåòñÿ òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè fa è îáîçíà÷àåòñÿ WH(a), íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî
äëèíà ñòðîêè WH(a) ðàâíÿåòñÿ 2n. Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ ñòðîê a, b ∈ {0, 1}n èõ
êîäû WH(a) è WH(b) îòëè÷àþòñÿ ðîâíî â ïîëîâèíå ïîçèöèé.

á) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íàñ åñòü îðàêóëüíûé äîñòóï ê ñòðîêå Z (ýòî çíà÷èò, ÷òî ìîæíî äåëàòü
çàïðîñû ê ñòðîêå Z, çà îäèí çàïðîñ ìîæíî óçíàòü îäèí áèò ñòðîêè Z), êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îòWH(a)
íå áîëåå, ÷åì â äîëå 1

4 − ε ïîçèöèé, ãäå ε � ýòî íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, ïðè÷åì ñòðîêà a ∈ {0, 1}n íàì
íåèçâåñòíà. Ïðèäóìàéòå âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ âñåõ x ∈ {0, 1}n âû÷èñëèò fa(x) ñ
âåðîÿòíîñòüþ êàê ìèíèìèìóì 9

10 , ïðè÷åì ýòîò àëãîðèòì ìîæåò äîëæåí äåëàòü ëèøü êîíñòàíòíîå
÷èñëî çàïðîñîâ ê ñòðîêå Z è ðàáîòàòü ïîëèíîìèàëüíîå îò n âðåìÿ.

5.6 Íà ìíîæåñòâå N çàäàéòå ôîðìóëó â ñèãíàòóðå (S,=), êîòîðàÿ âûðàæàåò ïðåäèêàò x = y +N ,
ãäå S � ýòî ôóíêöèÿ ïðèáàâëåíèÿ 1, N � êîíêðåòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äëèíà òàêîé ôîðìóëû
äîëæíà áûòü O(log2N).
8.8 Â ñâÿçíîì ãðàôå åñòü îñòîâíîå äåðåâî, â êîòîðîì k âèñÿ÷èõ âåðøèí è åñòü îñòîâíîå äåðåâî, â
êîòîðîì m âèñÿ÷èõ âåðøèí. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ` ìåæäó k è m â ýòîì ãðàôå íàéäåòñÿ
îñòîâíîå äåðåâî, â êîòîðîì ` âèñÿ÷èõ âåðøèí.
9.10 Â ñèëüíî ñâÿçíîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå (ñèëüíî ñâÿçíûé ãðàô, çíà÷èò èç ëþáîé âåðøèíû
ìîæíî äîáðàòüñÿ äî ëþáîé äðóãîé) ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåðøèíàìè ñóùåñòâóåò ìàêñèìóì îäíî
ðåáðî, êðîìå òîãî èç ëþáîé âåðøèíû âûõîäèò ïî êðàéíå ìåðå äâà ðåáðà. Äîêàæèòå, ÷òî â òàêîì
ãðàôå ìîæíî óäàëèòü âåðøèíó áåç ïîòåðè ñèëüíîé ñâÿçíîñòè.
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10.4 Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ôîðìóëû â ÊÍÔ, ñîñòîÿùåé èç m äèçúþíêòîâ, â êîòîðîé ëþáûå òðè
äèçúþíêòà ìîæíî îäíîâðåìåííî âûïîëíèòü, ñóùåñòâóåò íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, êîòîðûé âû-
ïîëíÿåò êàê ìèíèìóì 2

3m äèçúþíêòîâ.
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